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第 一 章 引 论 


$1-1 随机 点 过 程 的 例子 和 萌 景 


在 客观 世界 中 ,存在 着 许多 这 样 的 随机 现象 ,其 中 我 们 关心 的 
随机 率 件 具 有 高 度 局 部 化 的 特点 ， 亦 即 事件 的 发 生 可 以 认为 是 内 
限于 在 时 间或 空间 中 的 一 个 很 小 的 范围 内 。 因 而 在 数学 上 可 用 一 
个 理想 化 的 点 来 表示 。 于 是 , 竹 略 地 说 ,一 个 按 一 定 的 统计 规律 在 
程 )， 我 们 将 要 看 到 ,随机 点 过 程 实质 上 是 一 类 特殊 的 随机 过 程 . 

在 景 简单 的 情形 中 ， 点 发 生 空 间 .人 通常 是 一 维 的 ,人 们 往往 
把 空间 如 " 取 为 时 间 轴 或 它 的 一 个 子 集 ( 竺 别 地 ,一 个 区 间 )。 有 些 
作者 把 时 间 轴 上 的 点 过 程 称 做 随机 宝 件 序列 或 事件 流 . 

下 面 沽 察 随机 点 过 程 的 一 些 实际 例子 。 

例 1-1-1 一 天 中 其 电话 总 机 接 到 的 呼唤 形成 一 随机 点 过 
程 。 这 时 ,. 纪 - 是 时 间 区 间 f0,241( 以 小 时 为 单位 )， 每 一 次 呼唤 发 
生 的 时 刻 就 是 弛 "中 的 一 个 点 。 这 点 过 程 的 一 个 现实 (又 称 祥 本 函 
数 或 轨 线 ) 是 时 刻 序列 [nr rv OS SS < 
ty S24, n 是 第 守 次 呼唤 的 发 生 时 刻 ,N 是 一 天 内 发 生 的 是 唤 次 
数 ， 

类 似 地 ， 在 某 -时间 区 间 内 某 台 机 串 因 发 生 故 障 而 停机 的 事 
E, LARA PGA ERAN DERMAL, 2 
-RATERS HARAN. 

例 1-1-2 在 物理 学 中 研究 真空 管 的 电子 发 射 ， 设 在 时 刻 v 
开始 对 真空 管 通电 加 热 ， 并 对 在 随后 的 了 秒 区 间 内 从 真空 管 的 
热 阴极 向 阳 级 发 射 的 电子 进行 观测 。 如 果 把 电子 发 射 的 时刻 看 作 
是 一 个 点 ， 我 们 就 得 到 一 个 点 过 程 。 ERATE SER 


» jis 





[sa 十 站， 点 过 程 的 一 个 现实 就 是 mn t T) 中 的 一 个 时 向 
序列 {a.45.°--, tv}, RE NEEM NRHA BSR, 

例 1-1-3 ABS Sh, WEERA 一 
By} EI Py ea it AR SE INA. A A a 
WE tA EASE EB A eB. 
果 在 前 一 种 情形 中 RT ESS AO ERE D 
么 在 后 面 的 情形 则 把 在 该 固定 时 记 每 一 辆 在 这 段 公路 上 的 车 辆 的 
位 置 看 作 是 点 。 于 是 ,两 种 情形 都 引导 到 -- 维 的 随机 点 过 程 ,只 不 
过 它们 的 点 发 生 空间 . 盈 - 有 太 司 的 物理 含义 。 对 前 者 它 表 未 一 时 
间 区 间 ,而 对 后 老区 是 一 线 以 。 

KHADR OTR Is BR, CHR 
射 速率 依 略 干 现存 的 放射 性 物质 的 数量 。 在 放射 性 物质 的 研 究 
中 ,往往 是 从 某 时 刻 开始 移 工 秘 区 间 内 对 发 射 进 行 观测 。 若 把 
光子 发 射 时 刻 看 作 是 点 ,我 们 耿 得 到 类 似 的 随机 点 过 程 ， 

例 1-1-4 MA SKESHHRAB SHLAA. 这 时 ， 
绿 是 实数 轴 的 一 个 区 间 50; 工 1, 这 里 工 表示 棉纱 的 长 度 。 点 过 程 
的 一 个 更 实则 是 一 串 表 示 疯 点 坐标 位 置 的 数 {5,56，"… ;ix}, 这 里 
ELELLA e Sia L, NERARE, 

5 1-1-5 图 1-1-L 所 示 的 是 将 微 电 极 搬入 神经 纤维 中 测 得 
的 神经 纤维 电能 图 的 一 部 分 ， 图 中 的 尖峰 表示 以 “尖峰 放电 ”的 形 
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图 1-1-1 eS SON LOO RRA n AS 
KRA AEN ADD. 





RAS AYR EAD ON. oS SEE YE ee I TL AB 
是 尖峰 信号 的 大 小 ， 于 是 就 得 到 一 个 由 较 复杂 的 随机 过 程 导 出 的 
点 过 程 。 这 点 过 程 的 点 就 是 “尖峰 放电 ”的 时 间 。 

在 水 文学 中 ,车 把 流 最 过 程 线 中 洪峰 出 现 的 时 间 看 作 是 “点 "， 
财 也 导出 一 个 同类 型 的 点 过 程 。 

Mi-1-6 关 文 学 中 对 字 宙 某 一 区 域 中 明 体 的 重力 中 心 位 置 
SLRS FATRE DH APES AR LESS 
癌 的 一 个 区 域 。 点 过 程 的 一 -个 现实 是 观测 到 的 插 体 位 置 灌 合 {r,， 
erab r BEB NEMS Bia. 

例 1-1-7 在 植物 生态 学 和 森林 学 中 常常 需要 对 某 区 域内 的 
沫 特殊 品种 或 有 某 种 疾病 的 植物 码 株 进行 估计 .一 种 常用 的 方法 
是 抽样 。 例 如 ， 可 以 该 区 域 中 取 一 截面 来 研究 。 于 是 ， 在 这 截面 
中 属于 该 品种 或 有 病 的 树 株 位 置 就 形成 一 点 过 程 ， 报 据 不 同 的 具 
体 情况 ， 点 发 生 空间 缀 “可 以 是 一 维 、 二 维 或 更 高 维 空间 的 一 个 区 
域 . ` 

例 1-1-8 在 研究 革 个 国家 或 地 区 的 某 一 行业 (如 交通 、 煤 矿 
或 军火 工业 等 ) 的 意外 事故 发 生 情 况 时 ， 如 果 招 按 一 定 标准 (如 死 
伤 人 数 或 经 济 损失 ) 达 到 某 种 程度 的 事故 发 生 的 时 间 牌 作 是 点 ,于 
是 事故 的 发 生 就 形成 一 点 过 程 。 显 然 , 这 时 . 邓 是 某 一 时 间 区 间 . 

例 1-1- 对 某 地 区 从 时 间 a 开始 的 长 为 工 的 时 间 区 E 内 
发 生 ( 在 一 定 的 霸 级 范围 ?的 地 区 事 件 进行 观测 ， 每 次 地 震 的 超 中 
CLEA, ESPERO RE 
定 ， 因 为 震中 的 广度 最 多 是 几 公 里 ， 而 震动 的 持续 时 间 一 般 是 以 
秒 计算 的 。 这 相对 于 我 们 研究 的 地 区 和 时 间 范 围 来 说 都 是 很 小 
的 ， 所 以 能 将 此 理想 化 为 一 点 。， 于 是 ， 每 次 地 震 可 用 一 个 三 维 向 
HG, r) RW, Hh BREN, r 是 震中 位 置 的 二 维 向 
P. 撕 述 在 观测 期 闻 内 发 生 的 一 系列 地 替 事 件 的 向 量 集 合 {C 
nho Cw tw} 形成 一 (时 空 ) 点 过 程 , 这 里 NN 是 在 观测 期 同 内 
记录 到 的 地 震 事 件数 . 

M1-1-10 在 生态 学 中 研究 某 种 昆虫 在 田野 的 分 布 。 虫 蜂 
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ECE ARAN) BR EE RAD RA 
AAA, SHARPS OR. RHODRI 
ARG. CHEE EA DAMES, Aiea 
ONE SASL HRA. TE, RNR — Re A 
看 作 是 一 个 二 维 空 间 中 的 战 过程。 这 点 过 程 有 如 下 特点 : 它 是 一 
个 两 级 过 程 ， 即 有 一 个 主事 从 序列 (又 称 主 过 程 )， 以 主事 件 序列 的 
每 一 事件 为 中 心 ( 称 做 个 生 中 心 ) 又 产生 若干 个 点 《 称 艇 繁 生 点 )， 
它们 在 中 心 附 近 按 一 定 分 布 规律 随机 地 获 布 而 构成 一 "点 签 ”( 叉 
PRE). PRAT ERRA A BR ABR Ak A Be PR HR ET 
程 ‘(cluster process), 

在 例 1-1-9 中 ,如 果 把 每 一 一 次 较 大 的 地 震 看 作 是 主事 件 ， 由 它 
引发 的 一 系列 余震 或 在 附近 的 不 局 地 点 引起 的 稚 导 可 看 作 是 围 绩 
主事 件 ( 禾 生 中 心 ) 的 仿生 点 。 这 祥 一 来 ， 我 们 就 得 到 一 个 描述 地 
震 发 生 的 簇生 点 过 程 模型 。 

往生 点 过 程 模型 还 可 以 用 来 研究 电子 计算 机 的 故 降 发 生 、 字 
宙 中 量 体 的 分 布 .事故 的 蓝 延 以 及 传染 理论 等 问题 

例 1-1-11 在 遗传 学 中 要 研究 如 下 分 支 问题 。 设 在 基 一 空 
间 区 域 中 有 一 些 质 点 按 茶 种 相同 的 统计 规律 作 随 机 移动 。 每 一 恬 
点 在 (随机 ) 时 刻 上 死亡 并 以 概率 分 布 {gp,} 产生 # 一 0,1,2,-… 
个 后 全， 各 后 代 重 复 依照 相 网 规 律 独立 好 随机 移动 和 繁殖 。 如 此 
一 代 一 代 地 延续 下 去 。 FLL NG, A) 表示 在 时 刻 : 处 于 空间 区 
RERS 4 中 的 质点 数 , 由 此 就 得 到 一 个 (时 空 ) 点 过 得 ， 

上 列 例子 表 衣 ， 随 机 点 过 程 的 模型 和 理论 来 自 人 类 各 种 各 样 
的 生产 ,生活 与 科学 技术 的 实践 活动 。 它 的 应 用 领域 十 分 广泛 . 仅 
仅 上 面 烈 举 的 例子 就 涉及 生态 学 ,神经 生理 学 ,物理 学 ,电子 学 ,天 
文学 .水文 学、 林学、 地球 物理 学 和 管理 学 等 学 科 。 另 一 方面 ,从 后 
前 关于 点 过 程 理论 发 展 贡 中 的 简要 介绍 中 也 可 岗 清 楚 地 君 到 这 一 
点 。 

除了 咎 然 界 的 随机 现象 本 身 能 直接 引起 随机 点 过 程 外 ， 在 要 
率 统计 理论 及 其 应 用 中 也 常常 会 引导 到 随机 点 过 程 ， 钢 如 在 统计 


4 


BEHAR ot aL Se EB, ALEE G eR 
HE nt, 它们 给 出 并 的 一 个 经 验 分 布 ,显然 ,我 们 也 可 
把 这 “个 观测 值 看 作 是 (性 BERD 空间 的 一 个 点 分 布 ,这 样 就 把 
轻 验 分 布 和 点 过 程 的 概念 联系 起 来 了 。 在 对 随机 过 程 辆 道 性 质 进 
行 研究 时 往往 会 派生 出 随机 点 过 程 。 警 名 的 “跨越 水 平 " 间 题 就 是 
一 个 这 样 的 鲍 子 。 这 类 赣 题 是 研究 一 随机 过 程 的 轨道 向 上 或 向 下 
跨 过 某 水 平 s Awe 一 站 时 就 是 跨越 零点 ) RERA e At 
线 情 形 就 是 向 内 或 向 外 跨越 》 的 时 间 分 布 ， 它 在 实际 中 有 重要 应 
用 。 博 如 在 船舶 适 航 性 研究 中 ， 要 考察 船 舶 在 海浪 中 摇摆 时 横 侨 
A Ce) 在 某 时 间 区 向 内 取 零 值 的 平均 次 数 或 超过 士 25° 的 平均 
次 数 ( 这 时 一 般 假定 Ke) 是 一 平稳 正 态 过 程 ); 船 舶 榴 杆 越 出 某 个 
由 预先 给 定 的 可 倾 角 和 的 人 慑 角 确定 的 酉 区 锥 之 外 逗留 的 平均 时 间 
以 及 定点 海面 浪 高 超过 茶 给 定 什 的 平均 次 数 等 等 ， 此 外 ，。 随 机 过 
HE AY“ RS OL hE” E Le” O E Se et Fe Ze ET LE AR 
度 超 过 某 给 定 信 或 在 某 范围 内 的 次 数 等 问题 的 研究 也 学 出 各 种 类 
型 的 点 过 程 ， 

另 一 方面 ,许多 随机 过 程 ,例如 ,在 排队 论 , 储 存 论 和 可 谷 性 理 
论 中 要 研究 的 随机 过 程 外 让 的 特征 或 平稳 分 布 常常 可 通过 对 这 过 
程 的 一 个 特殊 类 型 的 媒人 随机 过 程 5(1.)《 便 如 , MA BARAT Ea 
BR ik A at int i) AU ESE a ,这 时 伟人 点 序列 hp stays 
R—-MLAB. BRR A i E ah 
VHRR, RANTRASMY ARR RA BRE. i 
FER AM MEHR os RAE RAR RO RA 
慎 点 过 程 的 随机 过 程 "， 这 时 散人 的 过 程 是 一 平稳 标 值 点 过 程 ( 详 
iL P. Franken, D. König, U. Arndt, V. Schmidt (1982)), 事 
实 上 、 在 点 过 程 和 许多 其 它 类 型 的 随机 过 程 之 闻 是 没有 严格 界线 
的 。 特 别 地 ， 尾 宥 样本 孟 数 是 阶梯 函数 的 连 继 了 时间 随机 过 程 都 连 
系 一 个 点 过 程 ,这 点 过 程 的 点 就 是 原 过 程 发 生 状态 转移 的 时 九 . 


s 5 >» 





$1-2 ”历史 和 发 展现 状 概 述 


现代 了 顶 机 点 过 程 娃 论 的 来 源 是 多 方面 的 ， 其 中 历史 最 长 的 是 
与 更 新 理论 有 关 的 问题 。 我 们 知道 ， 机 器 或 设备 中 的 零件 在 使 用 
过 竹中 会 损坏 。 如 果 在 损坏 发 生 时 马上 用 则 样 的 鹤 件 替换 ， 并 把 
损坏 发 生 的 时 刻 着 作 是 一 个 点 ,于 是 ,更 新 理论 本 质 上 就 是 对 以 相 
邻 酚 个 这 样 的 点 为 端点 的 一 系列 区 间 的 概率 特性 (如 分 布 特征 , 极 
限 性 态 等 进行 研 究 的 一 门 理论 ， 可 以 这 桩 说 ,更 新 理论 是 在 本 世 
纪 30 年 代 形 成 并 发 展 起 来 的 ， 到 50 年 代 它 已 趋 成 熟 。 然 而 、 这 
一 理论 的 起 狐 应 该 疙 亢 到 更 早 时 期 有 关 人 口 统计 、 寿 命 表 和 保险 
理论 的 研究 ， 其 中 又 以 寿命 表 和 点 过 程 的 关系 最 为 密切 。 现 代 点 
过 程 理论 使 用 的 一 些 玉 语 和 研究 的 问题 (如 存活 函数 ， 临 危 函 数 ) 
就 是 直接 来 自 寿命 表 理论 ， 寿 命 表 实质 上 是 许多 独立 点 过 程 的 挝 
置 ,其 中 每 一 点 过 程 只 包含 一 个 对 应 于 个 体 死 亡 时 刻 的 点 . 

J. Graunt (1662) 编制 了 世界 上 第 一 个 寿命 表 。 这 一 开创 
性 工作 在 统计 学 中 所 占 的 地 位 相当 于 Pascal 和 Fermat 之 间 在 
1654 年 { 发 表 于 1679 F) 关于 峙 博 何 题 的 落 名 通信 在 概率 论 中 的 
地 位 ， 从 那 时 候 起 直到 19 世纪 中 叶 ,寿命 表 问 题 的 研究 在 概率 统 
计 的 发 展 中 起 着重 要 的 作用 。18 世纪 著名 的 数学 家 如 牛顿 、 拉 普 
拉 斯 种 欧 拉 等 都 在 人 口 绕 计 及 邻近 的 问题 上 做 过 工作 ， 

进入 20 世纪 以 后 ,至 少 月 三 个 应 用 领域 与 点 过 程 理 论 有 密切 
关系 。 它们 是 ; CL) 排队 论 ， 特 别 是 电话 交换 台 理 论 。 Erlang 
《1909) 有 关 这 方面 的 第 一 篇 文章 包 全 基于 对 在 一 固定 时 间 区 坑内 
电话 呼唤 次 数 的 考 砌 推导 出 泊 松 和 分布， 随后 的 工作 则 进一步 研究 
有 较 一 般 的 输入 和 服务 分 布 的 排队 系 绕 . (2) 群体 增长 理论 .这 
一 理论 最 低 限 度 可 以 作为 古典 寿命 表 理 论 和 现代 更 新 理论 之 间 的 
ger G) 可靠 性 理论 ， 第 二 次 世界 大 战 以 局， 电子 工业 及 与 之 
有 关 揭 精密 仪器 和 制造 工业 的 迅速 发 展 是 可 靠 性 还 论 系统 发 展 的 
源泉 和 动力 。 这 理论 的 一 个 典型 问题 是 串联 和 并 联系 统 的 寿 合 分 
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布 的 计算 ， 寿 命 吉 理论 所 用 的 概念 和 术语 在 其 中 仍 起 着 重要 的 作 
A. 上 述 三 个 领 丈 是 紧密 相 了 翌 的 ， 它 们 是 构成 炭 过 程 理论 和 应 用 
的 重要 组 成 部 分 . 

引导 到 点 过 程 的 另 一 种 基本 的 现象 和 器 题 是 “ 计 光 ”一 一 计算 
发 生 在 区 间或 各 种 不 同类 型 的 区 城 ( 包 括 高 骏 室 导 的 区 域 ) 中 的 串 
忻 数 目 . 它 和 各 种 各 样 的 离散 分 右 的 研究 有 密切 联系 .尽管 由 努 里 
分 布 和 储 二 项 分 布 很 早 就 在 有 关 赚 博 河 题 的 讨论 中 被 提出 来 ， 但 
其 它 次 散 分 布 的 讨论 可 以 认为 是 进入 19 世纪 以 后 的 事情 .。 在 计 
数 间 题 的 历史 中 , 我 们 首先 应 该 提 到 法 国 著 名 数学 家 泊 松 在 1837 
年 出 版 的 著作 ,他 在 其 中 以 二 项 分 布 出 发 ,通过 和 极限 过 程 首次 推导 
出 在 理论 和 应 用 上 痢 很 重要 的 油 松 分 布 。 但 是 应 当 瑚 出 ， 当 时 泊 
BIAS RIT MIA, TANS HNMR ASIA 
们 的 注意 。 在 历史 上 最 先 讨 论 计数 问题 的 似乎 是 Seidel (1876) 
和 Abbé (1878), fh RET BREEAM RS, 
这 些 工 作 是 和 车 松 的 工作 相 独 立 的 ， 18965 Æ, Von Bortkiewicz 
发 表 了 一 篇 文章 ， 其 中 含有 用 泊 松 分 布 拟 合 普 鲁 十 军队 中 被 马 跑 
死 的 人 数 分 布 这 一 著名 例子 ， 目 此 以 后 ， 泊 松 分 布 才 开始 得 到 重 
视 ，20 世纪 初 , Erlang (1909) 和 Bateman (1919) 分 别 在 上 电话 
变换 台 的 呼唤 和 粒子 的 计数 问题 中 再 次 导出 和 进一步 讨论 了 泊 
KASSAB. 

在 生态 学 和 其 它 领 域 的 某 些 问题 的 证 究 中 ， 人 位 发 现 对 计数 
观测 所 得 到 的 分 布 和 泊 松 分 布 经 常 出 现 较 大 的 偏离 。 Yule 和 
Greenwood (1920) 对 英国 军火 工厂 的 事故 发 生 进 行 了 研究 并 通 
过 使 泊 松 分 布 的 参数 随机 化 而 导出 负 二 项 分 布 ， 

Neyman 和 Scott (1938) 在 点 过 程 理论 的 一 个 重要 贡献 是 在 
研究 生态 学 ,天 文学 和 其 它 领域 的 某 些 问题 时 引 和 人“ 千 生 过 程 " ,并 
由 此 推出 一 族 新 的 离散 分 布 ， 

二 次 世界 厌战 期 间 及 战 后 ， 随 机 过 程 理 论 及 其 应 用 取得 了 巨 
大 的 进展 。 作 为 一 类 特殊 随机 过 程 的 点 过 程 也 不 例外 。 瑞 典 工 程 
Wi Paim (1943) 在 排队 论 方 面 有 关 交 通 问题 的 文章 对 点 过 程 理 
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沦 的 发 展 有 重要 影响 ， 他 首先 使 用 "点 过 程 "这 一 术语 ， 并 系统 地 
拱 述 作为 泊 松 过 程 的 一 种 推广 的 更 新 过 程 的 性 质 ， 同时 ， 他 提出 
了 "再生 点 "这 一 概念 。 概略 地 说 ,再 生 点 是 一 类 这 样 的 时 刻 ,系统 
在 这 时 刻 起 一 切 以 新 开始 ， 亦 即 系 统 在 此 之 前 的 状态 再 也 不 会 影 
饮 它 以 后 的 演变 。Palm 指出 ,对 于 汽 松 过 程 来 说 ， 任 一 时 刻 都 是 
它 的 再 生 点 (因此 称 之 为 无 后 效 过 程 )。 而 一 般 的 更 新 过 妊 的 再 生 
点 只 能 在 点 事件 的 发 生 时 刻 , 即 一 个 新 的 点 间 区 闻 的 起 点 (有 些 作 
者 把 这 类 过 程 称 做 具有 有 限 后 效 的 )， 其 次 ,他 注意 到 在 平稳 点 过 
BRR RBS ERA RS A —_—HOAT AM 
从 性 一 时 刻 到 下 一 个 最 人 靠近 的 点 事件 的 向 距 ( 称 做 接 后 发 生 时 间 》 
的 分 布 函 数 ,并 提出 联系 这 了 两 类 分 布 的 著名 的 Paim-Khinchin 方 
B (Palm 本 人 只 考虑 了 最 简单 的 情形 )， 他 还 给 由 了 点 过 程 的 筹 
一 信 极 限定 理 . 

Palm HAH Wold (1948) 是 另 一 个 最 先 使 用 术语 ”点 过 程 ” 
和 和 首先 系统 研究 平稳 点 过 程 的 数学 家 ， 此 外 ,Feller (1941,1948， 
1949), Smith (1955,1957,1958) Al Takacs (1956,1957) 等 人 
在 更 新 理论 和 计数 器 问题 也 先后 做 册 了 重要 的 贡献 。 

苏联 数学 家 Khinchin (1955, 1956) 在 Palm 工作 的 基础 
上 上 ， 从 多 方面 推广 了 后 者 的 结果 并 使 整个 理论 在 数学 上 更 为 严格 
和 完备 ， 正 因为 这 样 ,Khinchin 工作 前 重要 意义 不 仅 在 于 他 所 取 
得 的 结果 本 身 ， 而 且 在 于 他 的 工作 使 得 更 多 的 数学 家 对 这 一 领域 
发 生 兴 趣 。 在 这 以 后 的 一 二 十 年 间 ， 点 过 程 在 理论 和 应 用 两 方面 
都 取得 了 长 足 的 发 展 ， 并 形成 一 门 有 它 自己 的 理论 系统 和 方法 特 
ARE ES EAL OM 60 年 代 中 期 起 ,陆续 出 版 了 一 些 关 于 点 过 
程 的 学 术 专 著 ， 在 这 些 著 作 中 我 们 要 特别 次 出 网 下 几 林 。eox 和 
Lewis (1966) 的 著作 除了 对 点 过 程 的 理论 和 统计 分 析 的 若 于 重 
BRET RRA RRC, RAB eR 
的 广泛 应 用 。 Matthes,Kerstan 和 Mecke (1978) 以 及 Franken, 
König, Arndt 和 Schmidt (1982) #43 Palm-Khinchin BIA Tak 
做 子 大 重 的 工作 并 取得 重要 的 进展 ， 前 一 本 书 的 重点 是 点 过 程 的 


一 般 理 论 ， 它 以 测度 论 为 工具 把 相 空间 是 抽象 空间 的 随机 点 过 程 
作为 离散 的 随机 误 密 来 讨论 ( 须 使 指出 ,Jagers(f1974》 和 Kallen- 
berg (1975) 给 出 随机 柚 度 理论 及 其 与 点 过 程 的 美 么 的 全 面前 
YE), 后 一 本 书 则 强调 点 过 程 与 排队 论 的 联系 ,指出 点 过 程 理论 的 
建立 和 完善 使 得 排队 论 的 研究 有 可 能 在 这 新 的 基础 上 获得 重大 的 
进展 。 过 去 ， 在 排队 论 中 主要 是 研 究 具 有 独立 的 输入 和 服务 过 程 
的 排队 系统 , 透 常 是 利用 “媒人 马尔 可 闪 链 "的 方法 ， 现 在 ,通过 引 
人 一 类 和 点 过 程 有 密切 联系 的 随机 过 程 ， 即 具有 嵌入 标 慎 点 过 程 
的 随机 过 程 《这 类 过 程 包含 再 生 过 程 和 具有 嵌 作 马尔 可 志和 链 的 随 
机 过 程 作为 它 的 特殊 情形 )， 人 们 可 以 利用 平稳 标 值 点 过 程 的 理 
论 去 研究 输入 和 服务 过 程 有 某 种 相依 性 的 排队 系统 . 

在 应 用 随机 点 过 程 研究 不 同 领域 的 实际 问题 时 ， 人 们 根据 具 
体 问 题 的 要 求 和 特点 确定 要 着 重 考 填 的 过 程 统计 特征 并 相应 地 选 
用 适当 的 方针 ，。 按 此 可 以 把 从 事 这 方面 工作 的 数学 家 和 和 工程师 们 
分 为 两 大 学 派 。 

包括 某 素 理论 物理 学 家 、 神 经 生理 学 家 在 内 前 一 批 人 的 工作 
特点 是 从 矩 的 观点 汕 发 ， 目 的 主要 是 基于 由 观测 数据 估计 得 到 的 
SHAR ERRMSG. ARERR RAD 
HM LA, SRP RAMP CBR AAD 
一 个 重要 组 成 部 分 ， 虽 然 在 历史 上 , 法 国 物理 学 家 Yvon (1935) 
是 第 一 个 在 这 方面 进行 工作 的 人 。 但 是 ， 大 盟 的 工作 只 是 在 第 二 
次 世界 大 战 以 后 才 出 现 。Bogohirbov (1946) 首先 利用 概率 母 泛 
函 这 一 工具 。 Bhabha (1950) 和 Ramakrishnan (1950) 为 了 研 
窜 点 过 程 的 高 阶 相 依 性 而 引 人 乘 积 密度 的 概念 并 考察 了 它 的 竹 
fi. BA, Ramakrishnan, Janossy, Srinivasan, Moyal, Vere- 
Jones, Westcott 和 Macchi SBA BiH BH PRT RS 工 
E. PREPRESS BA. SARA, H 
RARE A BA PA Se A EE 
ARAURRSR. FAY , 281 HARAN RERA, EE I A 
A Bb Ge BS RS HRA SRR. 
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A= ROA BOR ERAN, RT, 
ACA EA WS CORRS, TES KBAWE 
的 强度 则 是 时 间 + GOCE ER DPR. H Quenouille (1949) 引入 
但 常常 冠 以 Cox 的 名 字 的 重 蝴 机 泊 秘 过 程 CURA MAE) 
则 是 以 基 一 随机 过 程 为 强度 的 。 当 给 定 了 强度 时 它 是 一 个 普通 的 
泊 检 过程 .因此 , 重 随 机 泊 松 过 程 是 具有 随机 强度 的 一 类 特殊 的 点 
TRA, Cox, Grandell 和 Snyder 等 人 在 重 杖 机 泊 松 过 程 的 研究 中 
做 了 许多 有 总 义 的 工作 ， 一 般 点 过 程 的 蝴 机 强度 是 上 玉 强 度 器 念 
的 进一步 推广 ， 概 略 地 说 , 它 反映 在 任 一 国定 时 刻 , 当 马 给 过 程 的 
全 部 过 去 历史 时 ， 过程 在 未 来 的 肯 亲 发生 新 的 点 车 件 的 可 能 性 ， 
Snyder (1975) 给 出 了 许多 具有 这 种 随机 强度 的 点 过 程 的 例子 . 
在 Brémaud (1981》 的 著作 中 利用 现代 随机 过 程 一 般 理 论 (特别 
地 ,现代 积 论 } 对 点 过 松 的 随机 强度 作 了 系统 大 严格 的 描述 。 可 以 
这 样 说 ,随机 强度 的 引入 使 随 坝 点 过 程 的 音 论 ,应 用 和 统计 分 析 的 
研究 进入 一 个 新 的 阶段 . 

MOM PSH! ,近年 来 许多 电子 工程 师 、 通 讯 工程 师 和 从 事 这 些 领 
域 的 应 用 工作 的 数学 家 们 对 点 过 程 的 兴趣 日 益 塔 如， 他 们 的 工作 
对 点 过 程 理 论 的 发 展 作出 重要 的 次 献 。 由 于 高 信 噪 比 的 要 求 ， 在 
fat So AMPS AMS HSER. RM 
Bl LLB RE EON ed SEA RE RE 
来 研究 .和 于 是 ,类 位 于 连续 过 程 ,我们 必须 考虑 连 系 于 随机 点 过 程 
的 信号 检测 、 预 报 ,内 播 和 估计 等 问题 。 因 为 脉冲 信号 是 非 负 和 离 
散 的 ， 记 以 基于 维 纳 过 程 而 发 展 想 来 的 一 套 理论 不 再 适用 。 另 一 
方面 ,由 于 随机 强度 的 引信 和 实时 控制 的 要 求 , 我 们 又 必须 从 对 过 
程 的 "静态 描述 "过 渡 到 “动态 描述 "这 就 是 说 ， 我 们 要 研究 的 是 
动态 的 点 过 程 系统, 与 这 系统 相连 系 的 点 分 布 可 以 随时 间 而 改变 . 
与 此 同时。 对 这 种 系统 的 控制 要 求 在 任 一 时 刘 都 能 够 根据 由 这 时 
刻 以 前 序 实 施 的 榨 制 得 到 的 资料 对 系统 作出 直接 而 有 效 的 控 制 ， 
于 是 ,最 理想 的 数学 工具 诚 征 驶 论 。 Kunita, Watanaba (1967), 
Snyder (1972) 和 Brémaud (1972) 等 入 在 使 点 这 程 理论 和 鹿 论 
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论 的 迅速 发 展 必然 会 促进 点 过 程 理论 和 应 用 研究 的 进一步 发 展 和 
深化 。 例 如 ,平行 于 维 纳 过 程 的 白 虞 声 的 车 理论 ,点 过 程 的 基于 新 
息 方 法 的 识 过 理论 ， 似 然 比 型 论 和 动态 规划 理论 者 忆 经 发 展 起 来 
了 。 

Brémaud (1972,1974,1981) 首先 把 吉 论 庶 用 于 排队 论 的 研 
究 ， 这 应 该 说 是 点 过 程 的 著 论 方法 研究 中 的 一 个 重要 成 就 。 他 在 
AEB ERRAR RA IF RICHER ADA 
BR, PRL ,排队 论 是 利用 马尔 可 去 链 和 更 新 理论 作为 工具 ,并 在 
研究 各 种 不 同 策略 的 运营 特征 的 基础 上 从 中 作出 网 择 ， 布 邯 论 方 
法 则 适用 于 动态 性 质 的 问题 。 这 方 荆 的 一 个 显著 特点 是 其 目的 主 
要 并 不 在 于 对 各 种 策略 作出 评价 ， 而 是 求 出 最 优 策 路 ， 另 一 个 等 
点 则 是 对 某 些 传统 的 排队 论 问 题 《 如 马尔 可 夫 排 队 系统 的 输出 理 
论 ) 可 以 利用 训 过 的 新 息 理 论 得 到 新 的 完全 解答 . 

Aalen (1975,1978), Jacobsen (1982) 和 Karr (1986) 等 
ARAARA ERE O a SEB FBG AL BL 
AEEA EAA ET A PE BO A. RMA 
—HHBERRRAAN RAR ZANBORA. RP hie Ty 
一 个 应 用 现代 随机 过 程 一 般 理论 来 发 展 有 效 而 实用 的 统计 分 析 技 
巧 的 成 劲 范例 . 

空间 点 过 程 在 森林 学 ,生物 学 ,地 质 学 和 天 文学 等 领域 都 有 重 
要 的 应 用 ， 这 是 点 过 程 理论 的 一 个 很 重要 但 又 尚未 得 到 充分 开发 
的 分 支 。 有 关 空 泣 点 过 程 的 近期 专著 有 Mattrn (1986), Ripley 
《1981) 和 Diggle (1983》 等 人 的 著作 . 

除了 章 面 提 及 的 之 外 ， 最 近 出 版 的 有 基点 过 程 的 专著 还 有 
Disney 和 Kiessler (1987), Thompson (1988), Srinivasan 
C1988) 各 Daley 和 Vere-Jones (1988) 等 人 的 著作 ， 前 三 本 
书 主要 是 结合 应 用 讨论 某 些 领 域 的 点 过 程 模 型 。 最 后 一 本 则 是 
Daley 和 Vere-Jones 两 人 花子 近 10 年 时 间 辛 勤 工 作 的 成 果 ， 




















$ 1-3 ”点 过 程 和 计数 过 程 , 计 
数 性 质 和 间距 狂 质 


在 点 过 程 的 理论 和 应 用 研究 中 ,计算 落 在 点 发 生 空间 结 的 某 
些 子 集中 的 点 数 是 一 个 最 基本 的 问题 。 为 了 讨论 点 过 程 的 这 种 计 
数 性 质 ,需要 引入 计数 过 程 《counting process) MA. XTE 
于 说 明 , 先 假设 P 一 [0,oo》 是 实数 轴 的 非 负 部 分 (今后 将 用 R 
和 R。 分 别 表 示 实 数 轴 和 它 的 非 负 部 分 ), 而 且 被 研究 的 点 过 程 的 
每 一 个 现实 是 和 -的 一 个 可 数 子 集 (有 限 集 是 可 数 集 的 一 种 特殊 情 
E) 一 般 地 以 “表示 点 过 程 的 一 个 现实 ， AARRE 
ERDER. RIE NCA;w) 表 示 % 沙 在 4 中 的 点 数 , 即 


NCA; 0) 一 3) 12), (1-3-4) 
其 中 new, 110) 是 集合 4 的 示 性 函数 , 即 
1 EA, 
Ita) { 0 . zgd 


当 我 们 把 NCA u) BRE AM o AWAR, HELTER 
-DAEA A AAA AEA ERNE, 我 们 把 这 过 程 称 做 
原来 的 随机 点 过 程 的 伴随 计数 过 往 。 沿 用 一 般 随机 过 程 理论 中 的 
习惯 写法 , ER BNC Ase) Mt ORO RRA RIE NC 430) 
简写 为 NCA)， 易 见 上 面 关于 计数 过 程 NCA4;w) 的 定义 可 以 直 
EEr IA 是 更 -一般 的 抽象 空间 的 情形 . 

从 直观 上 容易 看 出 (严格 论证 可 参 者 第 十 二 章 )， 随 机 点 过 程 
和 它们 的 伴随 计数 过 程 之 闻 存 在 着 一 一 对 应 关系 。 因 此 ， 人 们 往 
往 把 二 者 看 作 是 等 同 的 东西 一 个 点 过 程 的 统计 特性 可 以 用 它 的 
计数 性 质 来 描述 ， 给 定 了 点 过 程 的 计数 特性 也 就 根 当 于 在 红 计 上 
给 定 了 点 过 程 。 

MES Am (st) 是 R 的 一 个 左 开 有 阅 区 闻 时 ,我 们 记 

N{Cs,41} =, 





Be 

N, = Ny + Nae (1-3-2) 
这 里 NN。 是 一 非 久 素数， 易 见 {Nor = 们 是 一 个 随机 过 程 ,6 是 
它 的 初始 状态 。 人 们 通常 假设 NM = 0, 这 时 有 N, 一 N{C0,2]}, 
它 对 在 时 刻 AAS (HANA o 发 生 的 点 进行 计数 ， 因此 人 们 
把 这 种 带 有 实 参 数 : 的 过 程 称 做 计数 过 程 (事实 上 APRON 
RRE, N, 和 上 面 担 到 的 NCO 是 等 价 的 )。 容易 看 出 ,过程 
{Nz 20} BRIER RRA, CHARM EA ES ARR 
FUG RARO, MA eA Ph MRE, BAA 
RR. Fe, 在 出 更 = BAN MERA n PAAR. E 1- 
3-1 所 示 的 是 计数 过 程 (N, = 0} 的 一 个 上 典型 的 样本 函数 和 对 
应 的 点 序列 . 





Œ 1-3-1 


1) 有 些 作 者 i Soyder (1975) MEM N; = N{L0, OO} 的 。 这 时 N, RF 
T HERB. CE ESAE HEEE ENARA, 
RH N, 一 N{COsr]} 的 定义 比较 方便 ， 
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由 计数 过 程 的 定义 易 知 
N, = N, t Noa 
因此 
一 一 (1-3-3) 

RI N, 是 计数 过 程 N, ERA Gy) 上 的 增 量 ， 

一 般 说 来 ， 我 们 并 不 排除 N, 有 取 十 吕 值 的 可 能 性 。 如 果 过 程 
{N,,2 0} 以 概率 1 只 取 有 限 值 , 亦 册 对 应 的 点 过 程 以 慨 率 1 在 
任意 有 限 区 闻 内 不 会 发 生 无 穷 多 个 点 ， 我 们 就 说 点 过 程 是 局 部 有 
限 的。 反之 ， 过 如 就 称 做 怖 增 的 或 爆炸 的 . 

我 们 用 T, 表示 从 原点 到 第 一 点 的 闻 虐 ,T, RAMS AB 
ELAME, T SARE AAI ORE, A, 
ATERN >l, Ti 表示 从 第 # 一 1 点 到 第 5 点 的 间距 .于 
E, WEES KR el, Br ARAN S, Hon KAR 
x: 
































S, = > Th C1-3~4) 
易 见 对 于 局 部 有 限 的 点 过 程 必 以 氢 率 1 有 


lim S, = lim >) T,= œ, 
nzo e 2 





Et, CAPER (Nr 之 0} ARR 1 只 取 有 限 值 , 我 们 











示 单 位 时 间 内 发 生 的 平均 点 数 。 通 过 对 观测 记录 到 的 点 事件 累加 
FAA ON) 而 面 出 统计 图 ， 据 此 就 容易 算出 狂 一 时 间 区 间 内 
的 平均 发 生 率 。 但 是 ,这 样 的 统计 图 只 给 测 WV， 的 一 个 现实 ,而 根 
据 过 程 的 一 个 现实 进行 的 统计 和 分析 一 般 是 不 能 获得 反映 过 程 统计 
特性 的 完全 知识 。 在 统计 上 能 完全 刻 划 一 个 随机 过 稳 ,的 最 是 
过 程 的 有 限 维 分布， 而 在 这 些 有 限 维 分 布 中 . 一 维 分 布 PIN. 一 
Rh, Rm 0,125 -是 人 们 特别 感 兴趣 的 ， 

过 程 的 强度 (《 若 作为 定义 的 极限 存在 》 
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A) = im PANN Of =" 之 中 (1-3-5) 
是 一 个 能 很 好 刻 划 过 程 的 计数 性 质 的 量 ， 它 反映 过 程 N, 的 无 穷 
Me. GAYE PER, DERE eed 
有 有限 维 分 布 ， 因 而 可 以 通过 它 来 描述 或 给 定 一 个 计数 过 程 。 

强度 AC) 可 能 是 一 个 常数 ,也 可 能 是 一 个 随 着 + SAE HE 
的 确定 笑 函 数 ,更 一 般 地 , 它 自 身 可 以 是 一 个 随机 过 程 。 前 面 提 到 
的 齐 次 泊 松 过 程 、 非 齐 次 汽 松 过 程 和 重庆 机 泊 松 过 程 依次 分 别 属 
于 这 三 种 情形 。 

按照 定义 ,强度 AG) 作为 一 个 极限 可 能 不 存在 。 这 时 , 我 们 
可 以 讨论 票 积 强度 ( 叉 称 均 信 强度 )A( 中 粗略 地 说 ,ACi) 是 在 区 
E (0,2) 内 发 生 点 数 的 期 望 值 。 它 可 能 是 一 个 普通 的 斯 鞍 阶 其 
测度 ， 也 可 能 是 依赖 于 过 程 N, 的 历史 或 其 它 随 机 过 程 的 随机 测 
度 ， 利 用 珊 论 的 术语 人 们 也 把 AG) 称 做 点 过 程 的 补偿 于 〈com- 
pensaior)， 可 以 证 明 它 一 定 存在 。 

强度 和 累积 强度 是 两 个 很 备 要 的 概念 ， 它 们 在 随机 点 过 程 的 
许多 问题 的 研究 中 常常 占有 中 心 的 好 位 。 

间距 性 质 是 点 过 程 的 另 一 量 
要 特性 。 这 里 所 说 的 间 赴 是 指点 
BES MAR AEAEE 
Wx): 到 + 后 第 一 个 点 事件 的 间 
E 加 ,《 称 散 接 后 发 生 时 间 } 和 从 
z 到 :前 最 接近 一 个 点 事件 的 间 
E V, GRRR RERA + 
-ZEARRA ALEAR m ia 
OK. SHR AA CRORE) 最 为 二 
要 。 

由 (1-3-4) 式 容易 看 出 ,如 果 给 定 了 点 间 和 间距 序 列 {TT,， n > 
1} , 风 点 发 生 时 间 序 列 (Su 2 1} 也 就 确定 了 ,反之 , 车 给 定 了 
点 发生 时 间 序 列 {5,，# 1， 则 由 了。 一 go 一 So Co Sl, 
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5, 一 0) 可 唯一 确定 点 疗 间距 序列 (Tor 之 1}， 因 此 ,一 个 随机 
点 过 程 可 以 用 它 的 点 间 闻 距 序列 来 描述 。 在 简单 的 情形 中 ， 这 序 
烈 的 各 项 是 祖 互 独立 网 分 布 的 随机 变 景 ， 但 是 ， 它 们 也 可 以 是 相 
互 独立 不 同 分 布 ， 或 者 形成 一 马尔 可 夫 链 以 至 有 更 一 般 的 相依 关 
A. 

MTT, Ta EEA DM CHET) 有 不 
同 的 分 布 , 详 见 第 三 章 更 新 过 程 的 讨论 )， 志 要 的 问题 是 研究 T, 
一 T(r 一 2,3，…)》 的 分 布 ， 即 等 待 时 间 分 布 (又 称 故 障 分 布 或 
Both). 

相应 于 由 计数 过 程 N, EUER MKe， 对 于 序列 {7 了.} 有 


2. s >» e + 


4 ToT ARMLEEB 我 们 可 以 类 似 地 定义 过 程 的 条 件 
故障 强度 ， 它 和 过 程 的 强度 有 密切 的 关系 ， 关 于 这 方面 的 详细 讨 
论 , 可 做 看 Jacobsen (1982), 
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第 二 章 泊 松 过 程 
$2-1 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 


1. 引言 和 例子 


齐 次 泊 松 过 程 是 被 研究 得 最 早 和 最 简单 的 -一 类 点 过 程 ， 它 在 
点 过 程 的 理论 和 应 用 中 都 占有 重要 的 地 位 ， 这 最 你 限度 可 从 以 下 
几 方面 看 出 。 首 先 ， 泊 松 过 程 在 现实 生活 的 许多 应 用 中 是 一 个 相 
当 合 延 的 模型 , 它 在 物理 学 .天 文学 .生物 学 .医学 .通讯 技术 、 交 通 
运输 和 管理 科学 等 领域 中 都 有 成 功 应 用 的 例子 。 其 次 ， 从 齐 次 泊 
松 过 程 出 发 ， 可 以 构造 和 发 展 各 种 各 样 更 复杂 的 点 过 程 模型 。 我 
们 在 后 面 将 要 看 到 ， 随 着 逐步 把 置 于 齐 次 浪 松 过 程 的 条 件 减 弱 以 
至 除去 ,或 者 引入 附加 的 结构 ， 我 们 就 得 到 非 齐 次 泊 松 过 程 、 更 新 
过 程 ,平稳 点 过 程 ,广义 泊 松 过 程 . 自 激 点 过 程 、 重 随机 泊 松 过 程 、 
滤 过 泊 松 过 程 以 至 一 般 的 标 值 点 过 程 等 模型 ， 第 三 ， 某 些 较 复杂 
的 点 过 程 常 可 借助 某 种 变换 或 随机 比较 方法 归结 为 齐 次 泊 松 过 程 
的 情形 来 研究 ， 最 后 ,在 随机 点 过 程 登 加 的 极限 理论 中 , 油 松 过 程 
起 着 正 态 分 布 在 随机 变量 的 极限 理论 中 所 起 的 中 心 作用 .因此 ,可 
以 毫 不 夸张 地 说 , 泊 松 过 程 是 随机 点 过 程 理论 的 建筑 基石 ， 

为 了 使 撤 述 简单 明 及 ,我 们 主要 考 虚 点 发 生 空间 A 一 RA 
- 情形 。 这 时 伴随 的 计数 过 程 {N,，: > 0} 的 参数 集 就 是 R. R 
们 可 以 赋予 这 空间 以 “时 间 ” 的 合 义 而 使 讨论 更 为 直观 。 应 当 指 
出 , 仅 就 一 维 情形 研究 注 松 过 得 在 数学 .上 并 不 是 实质 性 的 限制 . 因 
为 在 这 种 情形 中 我 们 易于 认识 注 松 过 程 的 所 有 绕 计 特性 ， 而 且 把 
所 狂 的 结果 推广 到 高 维 以 至 更 一 般 的 空间 原则 上 并 没有 什么 大 的 
困难 ， 





mogeneous Poisson process), #15) 7 WELL FH: 
(1) P(N) = 0) = 1, 
(2) 对 于 任意 :> 0, MH NUS NSN, 有 参数 为 
AF — 3) HRA A,B A= 0,1,2,-°- 
PON, RD me OLA — SY RAT, (2-1-1) 
这 里 4 > 0 是 常数 ， 称 做 过 程 的 强度 或 发 生 率 ， 
G3) 具有 独立 增 量 ， 
在 以 上 定义 中 ,条 件 (1) 是 对 过 程 初始 状态 的 规定 ， 它 不 是 实 
质 性 的 限制 。 条 件 (2) 冀 侣 过程 具有 平稳 增 量 ， 财 No HDR 
依赖 于 差 数 上 一 + 而 与 :sy WREAK. ifb, t 


S P(N, =k) = 


*=0 


推 知 泊 松 过 程 是 局 部 有 限 的 。 条 件 (3) 表示 过 程 是 无 后 效 的 。 因 
为 {N 120} 有 肝 独 立 增 呈 意 味 着 对 任意 正 整 数 » 和 任意 实数 
Oa <n tees NN 一 NN 相互 独 
立 。 由 于 N = Na 十 (N NO 十 -… 十 (NN, om Ns) 
增 重 独立 性 立 得 

G) 对 任意 正 整 数 = 和 人 尾音 实数 OG ca as 
N, 一 No 独立 于 Nyi Sal. 

反之 ， 不 蕉 用 归纳 注 证 明 (3 MA), MOME H. Æ 
知 G) 表明 过 程 过 去 和 现在 的 状态 对 过 程 将 来 的 演化 并 没有 影 
, 这 就 是 说 过 程 是 无 后 效 或 无 记忆 的 。 

我 们 即将 看 到 ， 章 次 泊 松 过 程 有 许多 种 用 不 同方 式 表达 的 等 
价 定义 。 我 们 选取 定义 2-1~1 作 基 本 定义 的 原因 只 不 过 是 它 指出 
区 则 点 数 有 油 松 分 布 而 直 瘘 和 泊 松 这 一 名字 联系 起 来 

下 面 考察 齐 次 泊 松 过 程 的 一 些 实际 例子 

讽 2-1-1 CAAF) 放射 竹 物 质 在 衷 减 过 程 中 放射 出 
Hee. WN, SRENAKACO, NNR eR 
光子 数目 .如 果 放 射 性 物质 的 半衰期 比 我 们 的 观测 时 间 长 得 多 ,就 
可 了 认为 在 观测 区 疗 内 徊 玛 光子 的 放射 速率 是 一 常数 ， 于 是 可 用 
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Pi 2-1-2 (排队 论 中 的 应 用 ) EBES S A PERCE 
研究 中 ,经 常会 自然 地 引导 到 消 松 过 程 模 型 的 应 用 。 例 如 ,到 达 电 
话 总 机 的 呼唤 数目 和 到 达 服 务 机构 (如 商店 、 车 站 等 ) 的 顾客 数 日 
常常 都 可 用 泊 松 过 程 来 模 招 。 

2-1-3 (事故 的 发 生 ) EU N, ARAIN., PURAR 
交叉 处 在 观测 时 间 区 间 (0,2) 内 发 生 不 幸 事故 的 数目 , 则 齐 次 泊 
BIERKE (Nar > 0} 的 一 种 很 好 的 近似 ， 

例 2-3-4( 水 文学 的 应 用 ) 在 水 文学 中 常常 对 超过 某 一 洪水 
谓 信 的 风险 潜水 产生 兴趣 ， 帮 为 第 一 步 近似 〈 在 拖 定 了 这 种 事件 
的 重 现 期 之 后 )， 可 以 认为 在 观测 区 闻 Co.) 内 出 现 风险 并 水 的 
次 数 N， 服 从 泊 松 分 布 。 如 果 有 理由 福 信 风险 洪水 的 出 现 是 无 后 
SRG, (Nt 0} 就 是 一 汽 松 过 程 。 

为 什么 上 述 例 子 以 及 现实 生活 中 许多 现象 都 可 以 用 泊 松 过 程 
来 模 抽 呢 ? 其 根据 是 所 谓 “ 谷 见 事件 原理 *。 概 略语 说 ,在 这 些 例 二 
和 现象 中 我 们 实质 上 涉及 到 许多 怕 努 里 试验 ,其 中 成 功 ( 妈 我 们 所 
关注 的 专 件 出 现 ) 的 概率 很 小 ,但 总 的 成 功 期 望 数 保持 或 近似 是 一 
常数 《从 而 试验 次 数 变 得 很 大 7?。， 例 如 在 上 面 关 于 车 站 排队 的 例子 
中 , 设 某 一 地 区 有 许多 居民 ,每 一 居民 到 火车 站 乘 车 的 概率 很 小 . 
但 在 一 定 的 季节 或 时 间 区 间 内 该 地 区 到 车 站 戈 车 的 期 望 人 数 基本 
上 维持 在 某 一 稳定 的 数目 附近 、 于 是 ， 每 一 个 居民 在 观测 捧 间 内 
ABS KEEN MMOS HIRE. RRR hae 
理 知 道 在 这 些 条 件 下 BA EERE AYA BO LOR I A. 





2. 几 种 等 价 定义 及 特性 


在 这 一 小 节 中 我 们 通过 讨论 齐 次 泊 松 过 程 的 一 些 重 要 特性 给 
出 这 类 过 程 的 若干 等 价 定 义 。 
Wee 2-1-1 的 条 性 (2) 易 知 对 任 间 1 ER 和 >0 有 


PCN aa — N, > 2) She Mahe /nl 
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< (ahve SI Gn) nl = GAY, 
故 对 rE R, 一 致 地 有 


lim PMs Ne BD). = p (2-1-2) 
上 式 可 以 简单 地 写成 当 天 一 0 时 
PCN N, > 2) = oCh). (2-1-3) 


我 们 把 这 一 事实 写成 如 下 的 引 理 的 形式 : 

51 2-1-2 若 {Mor 20} 是 齐 次 泊 检 过程， 则 (2-1-3) 式 
RM. 

Khinehin (1955) HORE DR (2-1-3) 称 做 普通 性 Cordinarine- 
ss}, Daley (1974) 则 在 对 点 过 程 的 有 序 性 作 了 和 仔细 讨论 和 分 类 
的 基础 上 称 之 为 一 黎 鲜 析 有 序 性 Cuniformly analytic orderline- 
ss), 

从 普通 性 的 要 求 (2-1-3) 可 推出 计数 过 程 {N,， 2 0} 在任 
一 时 刻 ¢ > 0 ERER AARE N ARR, ， 亦 即 对 应 的 点 
过 程 没 有 重点 《without multiple points)， 这 一 事实 的 确切 表达 
是 

PNw{t 一 0 或 1, 对 每 一 1 EC0,00)) mT, (2-1-4) 
这 又 等 价 于 

P (存在 n€ (0,00), N{n} 220, (2-1-5) 
这 里 Nia} 表示 点 过 程 (No: > 0} ÆRA REA, 

易 抑 满足 (2-1-4) 和 《2-5-5)》 AAW EP 

正 的 ,于 是 以 概率 1 有 
站 
其 中 n ERr 点 的 发 生 时 间 。 这 就 是 说 ,过 程 的 几乎 所 有 轨道 没 
有 重点 ， 内 而 我 们 可 以 严格 按照 点 发 生 的 先后 顺序 把 它们 依次 排 
列 。 所 以 我 们 把 满足 条 件 C2-1-4) 的 点 过 程 ( 等 价 地 ， 它 的 伴随 计 
ply Si AIA (2-1-6) 


» 70 «© 
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“FEA (2-1-3) THEM (2-1-H KR, SFE IER M 

和 2, Se ial OM] 的 一 个 划分 
M M 2 n— 

Z = ot (E, J- CIM, ul 
BA nn E40,M1, 使 得 Nia} > 2, WAH h 必 属 于 F, 
中 某 一 个 小 区 间 , 故 多 。 中 必 有 一 个 小 区 间 包 售 叮 个 或 两 个 以 上 
A. AAR, RE OQ-1- AMER ec > 0, HAS ORS 
小 时 对 所 有 :之 9 有 

PCN, na 2 2) < Bh, (2-1-7) 
因此 ,对 任意 给 定 的 于 ,可 选取 足够 大 的 = 使 得 
P(N. yg 2) <eMin 


i, eat 


对 所 有 SOR RI. RASH 
{存在 te EL0,M1, 使 得 Nise} 之 2} 


SU IN apy, w 2}, 


a= 1 
故 
F( 存 在 wo E {0,M], 使 得 Niw} = 2) 
< Y PON a-nu au 82) < eM, 
由 e ROFE MEER] 


P 《存在 1 €CO,M), ES Ni} St) — 0, 
RA? M 一 ce 即 得 
P( 存 在 mE (0,00), 4273 Nin} 2 2) 
= lim P OFTE ECOM] EI Nits} 22) 0, 
这 就 引导 到 下 面 的 引 理 ， 
a3 2-1-2 R {N 20} 满足 普通 性 条 忻 (2-1-3), 
出 这 过 程 是 几乎 处 处 有 序 的 , 即 (2-I-42) 式 成 立 。 
SE, RIAA ,对 于 一 个 有 限 值 计数 过 程 {N,, + 2 0} 
来 说 ,只 要 对 过 程 加 上 平移 性 ,无 后 效 性 和 有 序 性 这 样 一 些 定性 的 
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条 件 ， 我 们 就 可 以 推出 表明 它 是 齐 次 泊 松 过 程 所 需 满足 的 具体 要 
求 。 为 此 ,我 们 证 明 下 面 三 个 站 理 . 
引 理 2-1-3 若 有 限 人 以 计数 过 程 {N,, 220} 具有 平稳 谤 时 
和 独立 增 量 , 则 对 所 有 + > 0 
P(N, = Dee, (2-1-8) 
HAAF 
lim P(N, => 0)/h (2-1-9) 
存在 且 等 于 1,212 0ER RH. 
TWA 令 Kom PON, 一 0)。 易 见 对 任意 is POG 
Ns O} = {N, = OF} NIN, 4. = 0}, 
由 增 量 的 平稳 注 和 独立 社 假 设 得 
PCN, = 0) = PCN, = OPIN ets == G) 
= PIN, = DPN, = 0), 
W 
FG +s) = FOD. 
deh PPR a BERISHAR f(z) 是 单调 不 增 的 , WBA O 
< KOSIARKA PO, 根据 附录 二 知 或 者 He) = 0, 或 者 存 
在 一 常数 1 ORE FG) me, 如果 fz 开 0 CORN BER 
对 应 于 1 一 oo 的 情形 )， 即 P(N, 一 0) 一 0 对 所 有 + > Ot 
立 。 这 蕴含 对 人 尾 章 «eR, 和 任意 实数 > > 0, 以 概率 1 AN 
N, 21, 于 是 ,对 任 音 上 > 0 MER EER n, BAe 个 实数 
toc tt ots HAR Og tea ce epee, oid N, N, + 
CN 一 入 站 十 一 -十 CN Ne Ds 则 下 上 述 知 以 概率 1 有 N 
>an 由 二 的 任意 性 推 得 N, 一 00, 这 与 N, 的 有 限 性 矛盾 。 
1 一 0 对 应 退化 的 情形 ,这 有 时 以 概率 1 ON, 四 0 对 所 有 上 之 
9, 即 以 概率 1 点 事件 不 会 发 年 .这 种 情形 常常 由 于 没有 实际 意义 ] 
而 被 排除 在 讨论 范围 之 外 . 
O Rhee: aPN, = Ol 对 所 有 > OME AT PCN, = O20 和 
PIN, = 8)=1 这 两 种 极端 情形 ， 愉 和 而 可 保证 elca, AWF Aa E 
Pacten 【14623s 把 这 和 条件 列 人 泊 松 过 程 的 定义 中 ， 
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售后 , 按 定 义 过 程 的 强度 是 
lim PCN, > 03/4 = lim[1 — P(N, = 0))/4 


= imi — e" }/h = a, E 
BI 2-1-4 : 考 有 限 值 计数 过 程 {N,, +t 20) 除 具 有 平稳 增 


量 和 独立 增 量 之 外 ,还 是 几乎 处 外 有 序 的 , 则 下 列 关 系 式 成 立 ; 当 


A> oy . 
P(N, > 2) = olh); (2-1-10) 


PCN, 2 1) 14 + olk); (2-1-11) 
PCN, = 1) = 44+ oCh). (2-1-12) 


TER id +04) — PON, 2&2) R A, m {Ninn > 对 
某 一 k- L,+++ yn}, FB LBS 4, 的 余 事件 是 B,” { unkan 
<1 对 所 有 kelo osh AAEREN BE A 


PCB) = [| PON gee < 1) 


~~ a(S) 


raD -1-(1-4,(4)y. (2-1-13) 


从 而 有 


因为 过 程 以 概率 1 有 序 和 局 部 有 限 , 故 对 几乎 所 有 o, Nico) 有 
限 且 每 个 点 间 闻 距 是 严格 正和 的 ， 故 当 # 足够 大 使 得 1/8 小 于 轨 线 
No) 在 区 间 (0,11 中 所 有 点 闻 间 工时 必 有 o gAn 于 是 对 几乎 
所 有 am* 便 存在 正音 数 alo), n >na) 时 wg d, Bok 
多 只 属于 有 限 多 个 As K 

PR{t 有 无 穷 多 个 A, RE} 

PM U4 j= im PU 4a mo 


ami mor 





因为 0< PCA SP (dy ) HEA lim PCA) 0, E 
意 到 (2-1-13) 式 等 价 于 





log (1 — FCA] = tog 下 一 全) 
利用 初等 不 等 式 log (1 +2) <2 可 得 


— n log fı 一 4, (+) = np (+) 
内 而 当 一 20 时 
0< nd. (4) S — log [1 — POA 0, (2-1-14) 


由 (4) OE MAE E 4 UE a e 又 因为 
h= CAS STAT 十 1 故人 重 助 (2-1-14) 式 
就 可 推出 
Bm g(h) h fm pA CLA + 1) 
= fim {CLL HC 
+ 1L} 一 0。 
于 是 (2-1-10) 式 得 证 . 
由 引 理 2-1-3 关于 过 程 强度 的 论 新 号 虐 可 得 (2-1-11) 式 。 而 
(2-1-12) 式 愉 不 过 是 (2-1-10) 和 《2-1-11) 式 的 直接 推论 . | 
引 理 2-1-35 若 有 限 值 计数 过 程 {Nyt SO} 满足 如 下 条件 : 
对 和 任意 正 整 数 下 任意 实数 0 之 NERZ ay Ate MAE Me 
Moa <n, Sm BRO ON 
PlNisar = UNG = ml SISA) — 1h + ofA) 
(2-1-15) 


PON guages = 21N,; =A, lS Qk) — of), 
(2-31-16) 
这 里 1 关 0 是 某 一 常数 。 则 这 过 程 满 足 定义 2-1-1 的 条 件 (2) 和 
(3), 即 有 独立 平稳 增 量 且 其 增 量 服 从 泊 松 分 布 (2-1-1). 
在 证 明 这 引 理 之 前 先 要 指出 ,条 件 C2-1-15) 亦 可 用 
PCNg yea m O(N, nl SIS) (2-1-17) 
代 震 ， 而 且 , 由 2-1-15) 和 (2-1-16) 式 又 立 遍 得 到 
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PN m OIN y gol SiR) M1 — 2h + of). 
(2-1-18) 
此 外 , 当 我 们 谈 到 条 件 概 率 时 ,自然 是 要 求 作为 条 件 的 事件 有 非 零 
H. 
引 理 2-1-5 的 证 骨 FERAE a> 0 这 种 非 平 凡 铺 形 。 为 
简化 记号 , 记 A= {Nme m ick} N 
PAG) = PON nt 14D, 
2 TEMS | SRA ea. PRATT RAGE HE 
Poe me COn, am G, 
因为 上 式 等 号 的 右边 只 依赖 于 + 而 与 n MAREX, ME € 
RAMP BE 4， 改 这 过 程 满足 定义 2-1-3 PRE (2) 和 等 
SrF REC). HP A>0 
PÈN, pra LA) 
- PEN prti - nl ADP ON ga cigtete 0] A Neuigts —s) 
+ PUN apts -n — LEAP ON ag reteth =1| As Nipsnts 





era 


=n — ijt >> PON gat — mi APN regrets 


一 ; 一 mlASN ,rh = m), {2-1-19} 
Maca LAA ADAIR. 4A 一 “时 第 二 项 也 不 存 
在 .根据 (2-1-16) 式 知 当 m = 0,1,---,8 — 2 Tit 
PON siaperts =a— ml AN y+: =m) 
一 PON ep tiny rer =n — mi Nym fl SIS Ri Niti 
一 nt + m) 
= PON igtecgeets 2 2IN, = tjl & TS RNase = ntm) 
= o(4), 
(2-1-19 AW SR 
Pos tap P OCL — ab + oC AD) + Paaa 
+ of 4)) + ofA) 
— (1 — 2A)P Ce) + AAP, Ce) + of), 
于 是 
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PCs +h) — Pi) = —2hP Cs) + MP LG) + ofA). 
(2-1-20} 
用 4 REAPS ALO 得 
Po) = —iP oe); (2-1-21) 
Pie = — AP + PA om el, (2-41-22) 
这 时 ,我 们 有 


PCO) = PON Hamo, (2-1-23) 


0 4 pD, 

应 当 指 出 ,在 推导 (2-1-21),(2-1-22) 式 时 我 们 得 到 的 是 右 导 
数 , 但 它们 事实 上 是 双边 导数 ， 因 为 由 (2-1-20) RR PL) 一 
Ps 一 刁 的 类 似 表 达 式 易 知 POC S 0), 从 而 (2-1-21) 和 (2- 
1-22) RAH +s ERR, 

现在 用 归纳 法 求解 带 有 边界 条 件 (2-1-23) 的 方程 组 (2-1- 
21),(2-1-22)。 易 见 带 有 边界 条 件 的 疝 分 方程 《2-1-21)》 的 解 是 
Poe) ce, Ae’ 兼 (2-1-22) 式 两 端 并 经 移 项 整理 后 可 得 


[erp DO] dopo A nL, 
£ 


ierk mn Ayam} 


当 有 二 1 时 有 
l < [eP Ce) ] — a, 


这 方程 的 通 解 是 
Pte) m Cart ce 
HARA PLC0》 一 0 可 确定 eo 一 0 了 0, 于 是 得 





t) 可 以 省 明知 连续 函数 J0) ARR SR BCE) O0) MEM PR 
FONUS 必 存 在 且 等 于 后 (4)， 为 了 确立 这 一 论断 , AMER FO 


Hee) AO 一 [RC ETE, BERRE > HE PENS 
o) GCs) ae FCs) E 是 = 的 连续 函数 且 满 中 GO) = CU) 0. 又 
由 Bt 一 0 推 知 CLC O, e CO) BH [for 的 某 一 内 点 KAR 
Kid. WAAC 在 点 n RRAGM BAR COIR FH. 车 
FQ)>0 BIRLA FF 
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Pit) = ue, 
现 访 
PAG) = eM — IDL, 
于 是 有 


A [eP Cr} = te" P.O) = aC aes Cn _ ‘te 


积分 后 得 
eP e) CAN fa! + C, 
HOARE P.D) = O(n Sl) HEM C = 0, 故 
PD) eo (zol 
BORIS FE {Mor 之 0} 有 独 空 增 量 , 凤 给 件 (2-1-15) 和 (2- 
1-16) 中 的 条 件 概 率 变 成 雹 条 忻 概 率 , 故 这 两 条 件 可 写成 : 对 任意 
r 宇和 很 小 的 A> 0， 
PCN, +, = 1) = 1A + (A), (2-12-15) 
PON, rs 22 2) = of hk), €2-1-167) 
联 会 引 理 21-1 一 2-1-5。， 我 们 就 得 到 如 下 重要 的 定理 . 
定理 2-1-1 下 列 四 组 条 件 中 的 任 一 组 是 有 限 值 计 数 过 程 
{Nt 20} 为 齐 次 泊 松 过 程 的 充分 必要 条 件 : 
条 性 2-1-2 (1) PCN, =0)= i. 
(2) AFERE, 
(3) 对 任意 A> 0,4 A> OR 
P(N, > 2) = ofA), (2-1-24) 
(4) 有 独立 增 量 ， 
RPE 2-1-3 Ci) PCN = 0)=1, 
O) 有 平稳 增 量 ， 
G) 几乎 处 处 有 序 。 
(4) anri, 
条 忻 2-1-4 (1) PON, 一 0 一 1 
(2) BHE SOM A> 0, 当 一 0 时 
PCN. 4, = 1) = hh oCh), (2-1-2535) 
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和 
PCN era = 2) = olk). (2-1-26) 
G) 有 独立 增 量 。 
mR 2-1-5 (1) PCN = Op 1, 
(2) 对 任意 正 整 数 《， 实 数 tanco <r, 和 非 负 整数 
Rm, SS <= ny, A — OF 
PCN augs LING = tis SI ER th + of) 
(2-1-27) 


PCN > PING = nl <i <A) ~ oCh). (2-1-28) 

Khinehin 《1955) 使 用 条 性 2-1-2 作为 齐 次 党 松 过 程 的 定义 ， 
他 把 点 过 程 叫 做 事件 流 ; 把 具有 平稳 增 量 和 独立 增 量 的 点 过 程 分 
别称 做 平 稳 流 和 无 后 效 流 ;把 条 件 2-1-2 中 的 性 质 〈3》 称 做 普通 
人 性， 如 果 一 个 事件 流 具 有 平稳 性 、 无 后 效 性 和 普通 狂 就 称 做 简单 
流 ,这 亦 即 我 们 所 说 的 齐 次 泊 松 过 程 . 

条 件 2-1-3 中 用 几乎 处 处 有 序 性 ( 即 以 概率 1 没有 重点 ) 代 替 
普通 性 。 我 们 在 前 面 已 经 看 到 ( 引 理 2-1-2), 从 过 程 的 普通 性 可 
推出 几乎 处 处 有 序 性 ， 但 一 般 说 来 反 向 的 葡 含 关系 并 不 成 立 ， 只 
不 过 对 于 具有 平稳 独立 增 量 的 过 程 来 说 两 者 才 是 等 价 的 。 RE 
2-1-3 包含 的 要 求 都 是 定性 的 描述 ， 这 易于 被 实际 工作 者 理 疼 和 
在 实践 中 加 以 验证 。 如 果 在 任 一 时 站 发 生 的 事件 对 过 程 以 后 的 演 
化 没有 多 大 影响 ， 我 们 就 可 以 认为 过 程 是 (或 近似 地 是 ) 具 有 独立 
增 量 的 。 又 若 我 们 所 考察 的 现象 的 统计 特性 基本 上 不 会 随 着 时 间 
的 改变 而 发 生变 化 , 则 可 认为 它 具有 平稳 性 。 此 外 ,是 否 有 出 现 相 
重 事件 ( 即 重点 ) 的 可 能 性 往往 不 准 从 直观 上 作出 判断 ， 例 如 ， 著 
我 们 只 考察 白天 工作 时 间 对 某 电 话 总 机 的 呼唤 ， 而 且 呼 唤 发 生 的 
强度 相对 于 用 户 的 数量 来 说 是 很 小 的 ， 这 时 ， 齐 次 泊 松 过 程 的 三 
个 主要 特性 基本 上 都 能 满足 . 

条 件 2-1-4 中 的 要 求 (2) 蕴 含 过 程 的 平稳 性 和 有 序 性 ,而 条 件 
2-1-5 的 (7) 更 把 平稳 性 、 有 序 性 和 无 后 效 性 集 为 一 休 。 用 这 两 组 


+ 2R * 





& CEE FEO TAPS AE Be ET AIIE He pai 
ATK EERE Sh, OT BE Ee xk AUB RE ALT eR ae RL 
程 以 至 自 敬 点 过 程 这 一 方向 的 推广 ， 
有 些 作 者 在 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 中 用 条 件 : SER SO 
tim PCAN 22) _ 
deo PON rs 1) 


REHE R (2-1-24), Daley (1974) FAC2-1-29) Ke Se 
KAFE, AER, STR AF ae SE LAT IT 
数 过 程 ?” {Nr > 0} Rik, C2-1-29) fn(2-1-24 Re Se, E 
实 上 ,由 引 理 2-1-3 AP RRA PON, 一 上 了) 一 ee R 
DAM A >> 0 Epit 

P(N os GD) mt me = 444+ ofA) > 0, 
G(2-1-20 AR WA 


üm PON ne = 2) = jim PONG +e = 2) _ ù, 
rao PCN SID) >a LR + oCh) 


(2-1 29) 





故 
PÈN iuan = 2} — olh), 


Beit He, RC2-1- 26 aR PN aa Dm PON uam 
1) 十 04), FRA 
= im 2 - 

aoa PON, ts 1) ban 2h + olh) 

在 定义 2-1-1 H, FE QDBRITER OSs < 2 点 过 程 在 
KE Gal 发 生 的 点 数 有 参数 为 1G —s) MYERS HO-I-1). 
如 果 把 这 条 件 加 强 为 要 求 《2-1- 匡 式 对 任意 有 限 多 个 不 相交 区 间 
之 并 也 成 立 , 即 对 尾 意 AC .ex 有 

PCNCA) = R) = e MMMCULC AD) /RI sk = 01 

(2-1-30) 

这 里 -ee 是 由 所 有 能 表 为 有 限 多 个 不 相交 区 间 之 并 的 集合 组 成 的 
Bam, LCA) 是 集合 4 的 长 度 ， 它 等 于 构成 4 的 那些 未 相交 区 


1) BW ERRARE HATE” ER Not) RARER RRA 
HIS BATRA A RARER. 


a. 259 + 


RHEE SH. FR SERED RATA. 这样 一 来 ， 我 们 得 
BUF RAPA A Pe 

ENM 2-1-6 计数 过 程 {Ni,i 0} RRR, wR 
EWE PCN, = 0} = 1 和 (2-1-300) 式 . 

HEREA 7 eB A oD AD YE a AE A 2-1-1 A 
SEX 2-1-7, 在 这 里 我 们 不 打算 给 出 反 向 包含 关系 的 证 明 、 对 
此 有 兴旺 的 读者 可 参看 本 书 $ 2-6 对 非 齐 次 泊 松 过 程 类 位 命题 的 
更 一 般 讨论 ,也 可 参看 Renyi (1967,1970), 

蜂 便 指出 ， 有 举 作 者 利用 定义 2-1-6 必 为 齐 次 汽 松 过 程 的 定 
及 时 ,进一步 要 求 (2-1-30) 对 直线 上 任意 疲 雷 耳 可 测 集 4 均 成 立 . 
Hm Le, PRAMS PAREN BAAS EH 
上 是 等 从 的 。 

RR, ROBE TE SEY 
Gre, baa AB Sire SN EARR. 

HTF n= 1, 2,0, U S, RRA = 点 的 发 生 时 间 。 于 是 ， 
T, = S,—S,., 《 令 9 一 0) 2B2-1 A5 eZine 
SB. altel la 

s =T, t +Te (2-1-31) 

因为 在 (0, 1] 内 有 不 多 于 * 个 点 相当 于 要 求 第 # 十 1 点 发 
ATEN: 之 后 。 所 以 事件 IN, So} M {5sn >t} 是 等 价 
的 ,从 而 它们 的 余 事 件 IN, > 时 和 {Su < 适中 也 相等 。 于 是 有 

IN, = a} — {N, < n} D {N, > a — 1} 
= {5.4, > 8 N{S, Sa} 























= {S >} —{5, >}. 2-1-32) 
故 
P(N, = 2) = PS, > Oe PCS, > E) 
=—[1— POS. HN] — [ll PCS, S43 
= PCS, St) — PCS, 8), (2-1-33) 
特别 地 


P(N, = 0) = P(5,>8) 





=1— P(S r). (2-1-34) 
定理 2-1-2 计数 过 程 {N,, + 之 中 是 共有 强度 4 的 齐 次 泊 
松 过 可 的 充分 必要 条 件 是 它 的 点 癌 间 距 {7.} 是 相互 独立 的 指数 
分 布 ( 参 数 为 1 随机 变 景 序列 ， 
. 证 明 r= OME EN. FRR > 0 的 情形 加 以 
TERA, FSET RAAR RRR 
重 变 原因 是 这 些 引 理 本 身 也 有 独立 的 兴趣 。 
引 理 2-1-6 具有 强度 4 的 齐 次 沿 松 过 程 的 前 = 个 发 生 时 间 
$= 《Sa 17ta Sa) 的 联合 分 布 密度 是 
ate Me 和 
fC) e { 0 其 它 情形 . 





(2-1-35) 
这 里 ”是 任意 正 整数 
证 明 PCS; € Cs; — Assn] 1 Sian) 
一 PCN oan = 0, Nicann 一 1，N am 0, 
1 warn ON, spre LD 


_ ein Ste AN Age” 人 


pp 
we Mg Atte i AS 


— LF tls a TI As, 


Im] 


按 联合 发 生 密 度 的 定义 有 


a -1 
Kstas) = dim (Tias) PCS € (5s, — Ass], 


eh] aay ei) ny 


lraa)= a im Ate aT An) am A 
gH 2-1-7 具有 强度 ie Re eae e 个 点 间 间 距 
了 = (7T,,°°+,T,) 的 联合 分 布 密度 是 . 


iY Xn tat eae TP evs, 《2-1-367 


i=l 


=. 31 > 


这 里 = 是 生意 正 整 数 。 由 此 看 出 , T,, ,了 T。 是 相互 独立 和 具有 
MAAR (BRE 1) 的 随机 变量 ， 


wa EER 

SiT, 
$,=T,+T, 
$,=7T,+7T, + +T, 

这 变换 的 雅 各 比 行 列 式 是 
aS 98, ||, aS] 
ôT, aT,’ ar, 
as, as, as, 





j=] ƏT, OT, " OF, | = 1, 


OS, as, ... 
ƏT, aT,’ oT, 
由 密度 变换 公式 和 (2-1-35) 式 得 
Cn, ereat) - FAP Cst hytti t eet t) 
=æ EP ttig) 


p a* Ik ei, 


imy 


FUER ES HE. HBR CCIE AIL IN > 


0} 具 有 平稳 独立 增 最 , 祭 下 只 须 证 明 对 任意 上 > 0 RR AMO, 
1 








PON, = $) = eo CAA RY, 
因为 {(T.) 是 相互 独立 及 有 参数 1 的 指数 分 布 随机 变量 , 故 8$。 一 
十 "十 了 有 参数 为 1 和 和” 的 伽 玛 分 布 , 其 密度 图 数 是 


tials) = 


ao. z>0, (2-1-37) 
—_ 
由 (2-1-3372 式 得 

P(N, = k) — PCS, ED) — PCS SE) 


* 42 6 








iy „i 
idx 一 | sz 一 idx, 
6 aj 


作 变 量 代 换 4x = y 后 利用 分 部 积分 即 得 
一 和 一 人 
P(N, — k) | [2 ay 
人 a ra ae hye 
一 


一 asp fat, a 
有 些 作者 ,例如 Renyi (1970), Axe 2-1-2 (EAS RA 
过 程 的 基本 定义 。 这 种 定 尽 使 齐 次 泊 松 过 程 与 具有 无 记忆 特性 的 
指数 分 布 直 接 联 系 起 来 ， 从 而 有 助 于 理解 齐 次 泊 松 过 程 的 无 后 效 
性 并 提 殿 模 氢 齐 次 泊 松 过 程 的 一 个 方便 途径 《 详 罗 52-10)。 问 
了 时， 这 种 定义 适宜 于 朝 更 新 过 程 以 至 随机 淤 动 的 方向 作 进 一 步 的 
推广 
在 附录 三 中 我 们 已 经 看 到 ， 指数 分 布 具有 无 记忆 性 ， 它 可 以 看 
作 是 匠 玛 分 布 的 特殊 情形 ， 而 人 协 玛 分 布 是 具有 可 加 性 的 。 由 此 马 
上 得 到 如 下 的 重要 结论 。 
定理 2-1-3 设 {N 7 0) PH. 的 齐 次 泊 松 过 程 - 则 
它 的 第 ”点 的 发 生 时 间 S, =T, +7, +- +T, 有 参数 为 1 
和 # 的 向 玛 分 布 。 它 的 密度 函数 由 (2-1-37) 式 给 出 ， 而 分 布 函 数 
则 是 
PCS, = PON, > rn) 


一 上 一 Demak, (2-1-38) 


更 进一步 ,对 任意 上 时刻 ¢> 0, 接 后 发 生 时 间 也 和 T, BTS 
数 分 布 、 

按 定 祥 ， 齐 次 泊 答 过 程 在 任意 固定 区 半 中 发 生 的 点 数 有 泊 松 
分 布 EMA, ANB Bee A ALR RRA 
内 发 生 的 点 数 ， 因 此 有 必要 研究 它 的 分 布 ， 下 面 给 出 其 些 与 此 有 
AMAR. 

设 {Nz 29} BHR a ARE. MLR 
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ERASER FrxCr》。 我 们 用 天 表示 过 程 N, 在 这 区 间 肉 发 生 
的 点 数 。 于 是 , 送 给 定 尺 一 + 时 , 氏 有 傅 数 为 Ir MARA wm 
困 分 别 用 Gri) 和 pld HAR X HSA A 上 -8 变换 ， 


而 pl WRAY L-S 变换 ， 那 未 , HAMPER Am 0, 1, 
2,-…- 














PCX = k| R = r) m Or ky, 
Ele "| R = py 一 ec 一 D， 


于 是 有 
PCX = K) = Le Mar)/kilarar), 《2-1-39) 


G(s) = D>) PCR — ast 
t=0 
= > st |" [eCart jk dF fr) 
一 | pa Groti | aF fr) 
= | endFeCr) 
= Pr 一 #9). (2-1-40) 
pats) — 和 RD — ex. — 1), (2-1-41) 


RHEE, RHE SHARETHIS 
B , Bil 
lim PON, 2 DD A, 
A 





勇 一 方面 ,由 泊 松 过 程 的 性 质 易 得 
EN, = At, (2-1-42) 
VarN, = EN? — (EN, = u + 230 CY = at, 


(2-1-43) 
ECN, Nar) = EINN 一 N, + NJ 
= ECNLN, 4.) + EN; 
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= EN,EN, + EN? 








= ts 二 站 十 Ar, (2-1-44) 
TH DENS BA ARBRE 
Cov N, Net) = ECN, Nin) — EN, * ENa, = At, 
(2-1-45) 
ovi M.N t wa 
Ke 
(2-1-46) 
一 般 地 ,对 于 任意 正 数 上 和 六 (2-1-46) 式 可 写成 
pt, ) = mine, NAY, (2-1-47) 
Bi (2-1-42 AC 2-1-43 AE E 
VarN,/EN, = 1, (2-1-48) 


这 是 齐 次 泊 松 过 程 的 一 个 重要 特征 ， 在 应 月 中 人 们 常 把 被 研究 的 
HE M 的 期 望 与 方差 的 比值 厨 1 比较 ,和 异 此 对 它 和 齐 次 泊 松 模 
型 的 吻合 程度 作出 初步 的 判断 ， 
从 [2-1-42) 式 马上 推出 。 过 程 在 单位 时 间 内 发生 点 数 的 期望 
值 , 即 过 程 的 4 平均) 发 生 率 是 
u = EN,/t— EN, = 1, (2-1-49) 
KERKEE — TERRE. AX Mae aS Re 
询 发 生 率 是 不 相等 的 ,事实 上 WT RRA 


at EN, = Ý AP(N, = 4) > PCN, > 1), 
k= 


用 :+ 除 上 式 两 端 后 令 1 一 了 即 得 
“a, (2-1-50) 

但 是 ,我 们 有 如 下 论断 . 

定理 2-1-4 具有 平稳 增 甚 的 计数 过 程 {N,, rz 只 是 普通 
的 充分 必要 条 件 是 它 的 强度 和 平均 发 生 率 相等 , 则 4 一 jp。 

这 定理 的 证 本 可 参看 $ 4-3 中 更 一 般 的 讨论 。 

最 后 ,给 出 一 个 简单 的 应 用 例子 

例 2-1-6 在 公路 的 某 固 定点 对 朝 一 定 方向 驶 过 的 车 辆 进行 


. 35 s 





Wim.  U,,U,, +> BER ae AON RRA, A 
们 基 祖 互 独立 同 分 布 的 随机 迹 量 ， 其 共同 分 布 是 参数 为 1 和 3: 的 
傣 弄 分 布 。 这 时 ,由 (2-1-38) 式 知 

PU E O = 1 ee ate, 1 2 0, 
我 们 第 望 知 道 在 时 人 间 这 闻 (0,1] 内 经 过 这 观测 点 的 车 辆 数目 M, 
的 分 布 。 

很 据 居 到 分 布 和 指数 兮 布 的 关系 ， 我 们 可 以 把 每 一 UU。 看 作 

是 强度 为 1 的 齐 次 油 松 过 程 {N.S 0} 的 两 个 点 间 癌 上 距 之 和 ，, 即 
车 过 程 N, 的 点 发 生 时 间 序 列 是 $1.，3,,*…*， 则 可 以 设想 US 
Sa U, +t U = §,, U HU +U m 8, RE, HEE td 
0 和 整数 n= 0,1,- 

iM, = n} = {N, = 2a} U {N, = 2a + L}, 





所 以 
PCM, =n} = PCN, = 2#) + PCN, = 2n + 1) 
wee CAE) n + MARY C n + EY 
= [fe Cary" /C2ayU01 + Cas/2a + 1)], 
易 见 对 于 固定 的 2, 4a Ait PCM, =n) 和 PCN, = Za) 的 
差异 是 很 小 的 ， 


§2-2 齐 次 泊 松 过 程 的 点 发 生 时 间 
和 计数 的 条 件 分 布 


在 这 一 节 我 们 主要 讨论 与 齐 次 沿 松 过 程 的 点 发 生 时 间 和 计数 
有 关 的 分 布 问题 . 


1. 齐 次 泊 松 过 程 与 均匀 分 布 


ARISE iN, 20} 的 强度 是 4， 荐 已 知 这 过 程 在 
区 全 《0, T] 内 恰好 有 一 个 点 发 生 ， 我 们 希望 找 出 这 个 点 发 生 时 
问 的 分 布 ， 由 于 过 程 有 平稳 独立 增 量 ;人们 自然 会 期 待 0,7 了] 中 
每 一 个 具有 同样 长 刘 的 于 区 邮包 含 这 一 点 的 概率 是 相等 的 ， 换 名 
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话说 ,这 个 点 的 发 生 了 时 间 有 在 (0, T] .上 的 均匀 分 布 ， 下 出 就 来 
确认 这 一 事 宝 。 对 于 性 六 实数 efK0,7] 
PCS, < 一 = PCS, <s Ne DPC = 1) 





P(N; = 1) 


Ase He TMT 了 


-_ = 2-2-1 
aTe" T° ( ? 


这 就 是 存 (0,T] EROS HID HA. 

RTE ERA AS eRe CO, 了 ] ted a 
AU ik Bt WILE RI, 

定理 2-2-1 i$ {N 0} 是 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 . 对 
于 任意 实数 了 之 0, 若 已 知 Nr 一 # 之 0, 则 这 过 程 的 前 # 个 点 发 
生 时 间 CSa dotte’ S Mate 00,7) 上 均匀 分 布 的 相互 独 
立 随 机 变量 Ute Un 的 次 序 统 计量 有 相同 的 * 维 联合 分 布 , 即 
随机 向 量 《3 Sne SD A n BRR BRS ARE) 
fos Hs) Nr m n) = fT 0 ep RAT, 





(2-2-2) 
证 明 对 于 Shanin ST RNA 
Ps, — An tS, <S5,1 Sic<alN;—n) 
PCN aoar =“ LN, pean = 0,1 Sig n3N, “ 0) 


P(Ny = n) 


{ | Ateen) * Pel eel Wd OF ee ils aE we. sg MEO 
` rm 
=æ 


e FCAT t/a} 


a( Jfa: ew tai 小 (emr . II ete) 


“je . im] 


eTCAT") /nl 
nl 


一 了 itt Abie 





MIRE A Nemon K CSa oto Ser BE BRE 


EE E -r te Now n) 


- -1 
— tim ( J] an ) PCt, — AF < §;4,1 Si<ia|Ny;— a) 
AF t= 


一 nliT", 
其 中 At 一 maxAr | 


这 定理 从 直观 上 表明 ， 当 已 知 过 程 在 《0,T] 上 有 # 个 点 发 
生 时 ， 它 们 的 发 生 时 间 8,，---,5。 作 为 无 次 序 的 随机 变量 是 相 
互 独立 且 在 《0,T] EMBO. RAM TRAIT A Al Rist 
Kini eR” RENE MAAS EAA 
类 过 程 称 做 完全 随机 点 过 程 (complerely random point process), 

2-2-1 一 人 台 设 备 可 能 遭受 震动 ， 而 震动 又 会 导致 设备 产 
生 基 种 程度 的 损坏 假设 震动 的 发 生 形成 一 强度 为 2 的 齐 次 泊 松 
过 程 {N,，r 关 01， 第 * 次 震动 使 设备 受 损 的 程度 是 D. 再 设 
D, G1) 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 而 且 还 独立 于 过 程 
AN。 如 果 一 次 震动 对 设备 产生 的 影响 随时 间 的 推移 以 指数 速度 递 
降 , 即 若 一 震动 使 设备 受 损 程度 的 初始 值 是 品 , 则 经 过 时 间 s 后 由 
它 引起 的 受 损 程 训 话 至 Dr-“， 这 里 a 是 一 正常 数 。 着 进一步 假 
SAE RI, WRASSE D, TRA 





D, 一 Speo, 
其 中 s. E n AEREA 我 们 想 求 D, 的 数学 期 望 
ED,。 为 此 先 计算 f 


N, 
ECD: N, = m) = E ( D3 Dse SPN, = m ) 


u=] 


=E (Spa. aN, — m ) 


asl 


= > ECD e "HN, = m) 


= 38 a 





= ED e > ECeSa|N, = my) 
ast 


= E(D)“ ( $) IN, ~ m). 


设 加 ,……,U。 蚌 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,它们 有 在 《09,1 上 
的 均匀 分 布 。 又 设 Us + 是 它们 的 次 序 统计 量 。 于 是 , 根 
据 定 理 2-2-1 有 


E (> evn | N= m) =- E (> etn) 


‘axl 


~ (Sen) 


== (mjt) ‘eosdx 
+ 
= (mj ae — 1), 
从 而 
ECD |NO = (N/a)ED*e {e — 1) 
— (N/a EDO — e™), 


ED, = E[E(DIN)] — EN, * EDO — e7")/as 
= EDO 一 ea 

例 2-2-2 设 基 他 库存 有 供 更 换 的 某 类 型 零件 ， 到 仓库 变 求 
更 换 钙 坏 的 零件 的 顾客 形成 一 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 。 顾 客 在 
仓库 将 用 环 的 零件 换 回 好 的 零件 后 离 去 ， 而 仓库 在 收 到 硕 客 用 坏 
HEES LETER HERRAT AAA E Gma 
RBH EH ARUH SMS AAC EREE, 

我 们 用 M, 表示 在 时 刻 + 正在 被 修理 的 零 性 数目 。 可 以 证 


明 ,对 任意 1 > 0,M, 有 参数 为 5(w)du 的 泊 松 分 布 ， 这 里 
EQ) 一 1 一 GO。 而 且 进一步 还 有 
lim PCM, = i) = eMail, (2-2-3) 
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式 中 jp 一 G04w eM ALS MAUR A. 


事实 上 ABRAM uU 03) AA mn TMAR AA E 概 
FE VQ im, HEH 2-2-1 知 当 给 定 在 区 间 《0， 1) 内 有 
堆 个 顾客 到 达 时 , IK me SES RAL me EIR TH) 《0, 35495) 
布 的 儿 立 随机 变量 的 次 序 统 计量 有 相同 分 布 。 政 若 以 PG) 表示 
一 个 在 (0,1:] AES BEAT RAR IR SEE Git Ae 仍 未 修 
好 的 概率 , 则 


PC:) = L Kec —rdxr = 1 | aC)an. 
g lo Jo 


z 
于 是 由 全 概率 公式 有 








PCM, = i) = DPCM. = ji E (0 thie ABLES) 
x POE (0,2) HE mL ALIA) 
= Se Mary CAL PP — PGI 


mF 
mit 


= © [aPC sie Pen 


= MOT PC) A 


a "GC u)du 1 
= Ese] exp {—1|! G(u)da} . 
这 就 证 明了 我 们 的 第 一 个 论断 。 在 上 式 令 : -> co BN (2-2-3) 
式 。 


2. 齐 次 泊 松 过 程 与 均匀 分 布 ( 续 》 


可 时 除了 给 定 Ny = n 之 外 ,还 给 定 了 Sy — fjs Sg Chs 
+S, 0。 要求 确定 SiS 的 联合 条 件 分 布 。 因为 齐 
次 泊 松 过 程 IN; 2 中 具有 独立 增 量 ， 故 在 给 定 的 条 件 中 荀 全 
的 关于 Sote Sha 的 信息 都 归结 到 $4 一 ct, 这 等 价 于 如 下 的 
BOR: 对 任意 够 小 的 正 数 e > 0 有 Ni-。 一 一 1。 在 这 条 件 下 
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HEM 2-2-1 A S$. ++, Saa MAS IPE O, cp 上 询 匀 分 
ARALARA BLE LU OP TT ad Hi, AR 
FE ae EB 


farsi -= atgal Nr "yey, 2&5) 


a (Ao Diet Oy A p Rey, 
0 其 它 情 形 . 
(2-2-4) 


Al ARTY PPA Ee Se eee BI A OAR a E et a) 3 一 
Eis roy dy = fi 时 ， Sits yd, FRI IER aie FE Bs BE BB Be E 
Espanta tatiana be | NT = nC19 7 40RD 
一 人 CE naa E LLET, 
0 其 它 情形 。 
(2-2-5) 
(2-2-4) 91 (2-2-5) AAH., DCPS Ee RRB 
e 而 与 Gim k tH dyer R1,20, KID. RRR 
24 H ae Sy, mec, 时 人 和 和 fato tt S, 的 条 件 密 
BE LH B iho) Bit (2-2-4) AIC 2-2-5), 
更 一 般 地 ,对 于 任意 1s < 让 一 m 当 给 定 5,n" "34 时 ， 
两 组 随机 变量 3 All Satie tt) 5, 是 相互 迎 立 的 ， 故 由 
《2-2-4) 和 (2-2-5) 式 有 
让 se “1 otal Nr ™ Astana’? - tg) 
fs ss tts Nr = ngka tet) 
x fsp gamed ftt ret ytgi Nr = nitita) 
i n— 
=p a or . (2-2-6) 


另 一 方面 , 技 条 件 密 度 函 数 的 定义 有 


让 1 otal Ny i yi) 





fe sais rs Ny, ma) 


S Foes tins ING = aY (2-2-7) 
比较 (2-2-6),《2-2-7) 和 (2-2-2) 式 则 可 得 
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Fi ste rtg Ny — ny 
— AL (1) (tas ( -ay 
Lie LT > 
Oa TT， C28) 


0 ` 其 它 情形 。 
特别 地 , 当 ; 十 1 一 大 时 上 式 给 出 3， NRE CAR HF SELLA 
1 
CR — 1) in — Å)! TEY (1 t) 

RST, 
0 其 它 情形 . 
(2-2-9) 


fs, | Nx =A 


3. 齐 次 泊 松 过 程 与 二 项 、 多 项 分 布 


设 {Na 0} 是 一 弧 麻 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 。 由 (2-2-1) 
式 易 知 ， 当 给 定 Nr 一 1 时 在 区 间 O, s] 中 没有 点 发 生 ， 亦 即 
N, = 0 ARRE I G/T COs ST), 下面 的 定理 给 出 一 个 更 
一 般 的 结果 .。 

定理 2-2-2 对 于 任意 0< KT REE r Ml Ohm, 
有 


PN = kiN = m eE Gi Y C2-2-10) 


这 是 参数 为 和 S/T 的 二 项 分 布 B(x,s/T), 


证 明 P(N, =|Nr=n) — PCN, = k, Ny = 0) / PCNy = n) 
一 PUN, RN, = n — RIPON? = n) 
一 P(N, = &) PCN, 7 = A ADI PCN, = n) 
e {e T-a T — tt 





eTCAT)*/n} 
— {at /kiCe — Or) + LACT — sy T*} 


wor (ty, sy" 
c: (=) (1 =) . 
Hig (OT I~ 8,0, s)— A, GT) A, 则 ANAS 
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Al AUA = B, 利用 这 些 记 号 , €2-2-10) RADA A AR 
ee uy 
PUNCA) == NCA) = n — &|NCB) = 2#), 
PRAT PTE ERGO) BER AIRS PARK i Ht 
FOE, Be Ain FEE, 
定理 2-2-3 [ke PEBKT MER Ra, eon, EWE 
IRIE m tee tn 一 的 任意 非 负 整 数 。 又 设 4,--°-14, 是 





互 不 相交 的 区 间 ，8 =U A, AG =h REE a,b = 


> a;, ME 
PCN(A,) = nytti N( An) = nal NCB) = n) 


-rir GG e 


这 是 参数 为 n, (H), (2) EA, 
I AA N(A,) 一 md 一 an ASEM NCS) 
= a, 坡 (2-2~11) 式 左边 的 条 件 概率 等 于 
PONCAD = ay oN Co) = Hm) 
P(NCB) = n) 


一 II P(NCA:) = n,)/PCN(B) = 2) 
= [eCa mg] e Ce aClag)**/ net] 
Le HEY n] 
n O ayi.. (277. 
mittal >b &! 
4. 齐 次 泊 松 过 程 与 几何 分 布 , 泊 松 计数 过 程 
设 事 件 E 和 分 别 独 立地 按照 强度 4 和 & 的 充 次 泊 松 过 程 发 
生 。 我 们 要 证 明 ; 
w 





(a) 在 每 两 个 相 邻 的 事件 之 闻 发 生 的 事件 二 的 数目 OT 
几何 分 布 多 (一 一 一), 即 








P(ND 一 = bi 2 t — s.s 
( k) f(y a 0,1, 


(2-2-12) 
(b》 在 每 两 个 相隔 一 的 事件 之 间 发 生 的 事件 的 数目 Ne 
有 人 负 二 项 分 布 ws (2, 一 和 一) , 即 





B 
ate 
PCN =m hm Cha ( p y( l ) ， 

a-s A+ 
一 01 (2-2-13) 





EF EE FEF’ 
Lipo é 
N p m 


2-2-1 


证 上 明 G) 因为 两 个 相 邻 的 事件 正之 间 的 区 间 7a 有 指数 分 
布 密度 fa) 一 pe Aol 。 ， 
PONY = kf eG" pode 


% et 
= | Gu" in t eds 


ww HAE 『 pte tek da 
At fe 


pat kI 
k Ata” 


“o aO Y 
( at a) ( act z) À 
Ch) AAR AEE ABRA 72 是 两 个 独立 的 参 
RY a STEAK A ARO SA Bey SEE PAK 了 C(x) 一 re, 
从 而 
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PONO mh) om | SAME piso Mae 


— ate? 上 Ee (Atm hel ge 
Ry do 

By? (a+ DI 

Ay (a+ pjt 


2 t 
= Cte (E (Ga) 
tt 和 十 所 a) 


RETLA HRT HALA 49 fp BLE et Bg 1 OT 
MS: BREACH Ca) 推出 Cb), a 

设 两 随机 事件 吾 和 E 的 发 生 时 间 序 列 分 别 是 《aaa N 
Cist), 我们 把 在 区 间 Gut.) 中 事件 E 的 发 生 数 目 N, 














AMMO RHE. LETS E BERENI, N N. 
有 几何 分 布 ， 而 且 还 可 以 进一步 证 明 N, Ge = 1,2,---) 是 相互 
独立 同 分 布 的 。 想 要 了 解 泊 松 计数 过 程 的 更 多 结果 及 其 在 排队 论 
中 应 用 的 斌 者 可 参看 Kingman( 1963), 


$ 2-3 ” 齐 次 泊 松 过 程 的 又 加 、 稀 醇和 平移 


在 这 一 节 我 们 主要 考察 齐 次 泊 松 过 程 在 痊 加 、 燃 蔗 和 平 化 这 
样 一- 些 * 运 筑 % 或 者 说 “变换 ”) 之 下 是 否 仍 保持 原 有 特性 的 问题 ， 


1, aio 


it M = {M,,¢ 20} RIN == N 0} 是 强度 分 别 为 4 
和 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 而 且 这 上 清 过 程 是 相互 独立 的 。 对 于 每 一 名 
€ 身 和 任意 ft 20,4 

Ko) = Me) -tN Co) (2-3-1) 
则 由 上 式 定 义 的 过 程 K= {Ki 20} 称 做 过 程 MH 和 NN 的 又 加 
(参看 图 2-3-1)， 


定理 2-3-1《 章 次 泊 松 过 程 的 可 加 性 》 上 面 定 义 的 过 程 丘 是 
具有 强度 » 一 4 十 上 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 
证 明 ”根据 定义 2-1-7， 我 们 只 须 证 明 对 于 任意 总 长 度 为 6 
的 可 表 为 有 限 多 个 不 相交 区 闻 之 并 的 集合 呈 ， 过 程 素 在 中 中 发 生 
的 点 数 KiB} 有 参数 为 由 的 泊 松 分 布 ， 按 定义 K{8} ~ 
MIB} 十 N{8}, 而 M(B} 和 N{B} 是 分 别 有 参 数 16 A mt 的 
松 分 布 的 独 辽 随机 变 押 ， 故 对 每 一 整数 n 一 0,1,2,-…* 


PUR{B} = n) = D) POM{B} = kN{B} =~) 


— $) POM{B} = APCN{B} = n — k) 


k=0 
- Dale ASML] Te Cb nA) 


č ane + a rbr 


- nears 








等 式 右 端 最 后 的 和 数 是 


(Gee tren) 7h 
ate ate 
这 样 , 我 们 就 证 明了 K{B} 有 参数 为 《4 + ab — vb 的 泊 松 分 


”本 定理 也 可 直接 利用 泊 松 分 布 的 可 加 性 推出 ， E 


+ 46 >» 











APBD, WAR LMR OMAN SPREE 
Ht Boo BPI PI A, IE RATT DL S 
果 ， 

定理 2-3-2 过 程 M 和 NW 的 假设 同 前 ， 则 上 一 M, 一 N, 的 
分 布 由 下 式 给 出 ; 

PCL, = n) = eA pt CFV de ), 

n= 0, tl,- (2-3-2) 
这 里 Tat Cy He MAF: 对 于 站 一 个 1、 


可 (2/2yr*" 


PO Zaire ayy 


LAE BRE 


(2-3-3) 


eed 


ELSE = 5 PCL, = DS 


= exp{ 一 (42 十 | ats + ae}. 


(2-3-4) 

L, AB bt ee 
ECL) = G ey, (2-3-5) 
ELLE) |=| Atay t+ — wy (2-3-6) 


Varl L J= (1+ wy (2-3-7) 


证 明 PUL, = DPM s+ PN, r) 


emo 


一 DEe ary ea + r) 


x fe Cus) / rt) 


Lari yp va SO Uw ME) 
we pi Cal ey” > nO + ar 
rad 


HOR, BRER ALR Ree AS 


ELSE 一 ECSMOECCI OD . 
一 exp{dt(s — 1) }exp{ ats"! — 15} 


1 
一 exp{ 一 (2 + zzjexp | aes + EE, 
$ 


FERREE A BOR ARCS BW R—) 即 可 由 (2-3-4) 式 推出 
(2-3-5), (2-3-6) fC 2-3-7) 3K, a 


2. 稀疏 与 分 解 


假设 事件 E 的 发 生 形成 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 N = {N 
! 之 0}， 如 果 每 一 发 生 的 事件 只 以 概率 PARE (这 里 2 是 某 
一 介 于 0 和 1 之 间 的 常数 )。 我 们 用 好 表示 被 记录 到 的 事件 序列 
并 把 它 称 做 过 程 N 的 一 个 随机 稀 醇 (或 站 机 选择 )， 这 就 是 说 过 程 
M 是 通过 对 过 程 六 的 点 事件 作 随 机 会 弃 ( 或 随机 选择 ) 而 得 到 的 一 
个 稀 醇 版 本 ,其 中 了 是 选取 概率 ,9 一 ! 一 请 则 是 舍弃 概率 。 这 时 
对 名 点 事件 的 抉择 是 独立 的 

定理 2-3-3 ”上面 提 到 的 过 程 对 是 强度 为 的 齐 次 泊 松 过 
E. 

证 明 根据 定义 2-1-7， 只 须 证 妥 对 于 任意 长 魔 为 占 的 可 表 
为 有 限 多 个 互 不 相交 区 间 之 并 的 集合 8B， 在 8 中 被 记录 到 的 襄 件 
数 MCB) 有 人 参数 为 zp8 的 泊 松 分 布 。 事 实 上 , 记 gq 一 1 一 p， 则 
对 于 任意 n= 0,1,2, 





P(M(B) = #) = 3 P(M(B) =nlN(B)=atr) 
x P(NCB) = 2 +7) 


一 Sige has yt Cn 十 了 
= e SM Caphy(agdy/atr] 


= ietan SMagey/ri 





= ee . eat Apb)* /nl 
=e pY ini, | 
基于 这 个 定理 ， 我 们 还 可 以 证 月 如 下 的 齐 次 沂 松 过 程 分 解 定 
m, 
T 2-3-4 设 N 是 强度 为 2 WRAAE, r 是 任意 介 
于 0 和 1 之 间 的 常数 ， 则 丰 可 以 分 解 为 两 个 福 互 独立 的 齐 次 治 松 
HEMA 诸 ' ,它们 的 强度 分 别 是 Ap 和 Ag KKH gy 一 1 一 了 了 . 
证 明 我 们 可 以 这 样 想 衣 ,过 程 N 的 点 事 性 以 概率 ? 被 记录 ， 
而 和 且 各 点 事件 是 否 帘 记录 是 互 不 相干 的 。 于 是 。 由 上 面 的 定理 知 
道 ,中 被 记录 的 事件 序列 好 是 强度 为 2p 的 齐 次 泊 松 过 程 ,而 余 
下 的 没有 被 记录 的 事件 序列 M 出 形成 一 强度 为 1 ASE RIB 
过 程 。 显 然 有 NN 一 M+ 必 。 下 和 面 证 明和 "的 独立 性 为 此 
RAUBER Re *#， 以 及 和 任意 可 表 为 有 限 多 个 互 不 
相交 区 阅 之 并 的 集合 有 
PIM(IB)= m, M(B) = n) 
= [e H ape DOm1 ITe (age)*/ ai), (2-3-8) 
这 里 & RRA 中 的 总 长 度 ， 因 为 事件 
{MCB} = m, M (BE) 一 n} 





SRT RE 
M {M(B)— m, N(B) = m +n}, 
P(MCB) = m, M(B) == n) 
— POMC B) = m, NCB) = m + ny) 
= P(M(B) = m|NCB) = m + n)PCNCB) =m +a) 
m= Ch pate” POE) Cm + n) 
om [ea ph)" mr ie (ags)*/st), m 
容易 看 出 ， 上 面 的 论断 可 以 推广 到 分 和 解 为 7 个 独立 过 程 的 铺 
Ww, KBr 是 任意 大 于 2 的 整数 。 于 是 我 们 有 如 下 的 推论 
推论 2-3-1 NER OLR KRAMER. ITERE 


i r REN r THER > Pi 一 1 的 正 数 P+ Pry BT 
tm] 
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CANS HESS BE zp.,- -4p. REIT RA 
松 过 程 ， 

例 2-3-1 设 在 上 午 8 时 到 下 午 8 了 时 运送 莱 客 到 达 飞 机 场 的 
小 汽车 形成 一 强度 为 4 一 30《 辆 /小 时 ) 的 齐 次 六 松 过 程 。 如 果 
每 辆 汽车 载 有 1, ?2，3 或 4 CRAME SSE 0.1, 0.2, 0.4 和 
03, RASTA BLAS RAB OESY FR, 

H M Gi = 1,2,3,4) RARE L-NNA i TRAAY 
场 的 小 汽车 数目 , 则 由 推论 2-3-1 知 M',M?, M? Al M+ 有 参数 
分 别 为 3，6，12 和 ?的 泊 松 分 布 。 因此 EM’, EM’, EM 和 
EM* 分 别 等 于 对 应 的 分 布 参数 值 ,所 以 欲求 的 狗 客 平均 数 是 

ECM! + 2M? + 3M' + 4M’) 
—3+12 + 36 + 36 = 87, 

下 面 进一步 研究 选取 概率 不 是 一 常数 而 是 随时 间 变 北 的 情 
W., 没入 三 {Nyt 20} 是 强度 为 4 的 齐 次 补 松 过 程 ， 其 中 的 事 
性 分 为 I 型 和 IF BRA, 一 个 事件 属于 1 BORER RMP ES 
性 的 发 生 时 闻 ， 即 车 事件 在 时 启 :发生 ， 则 它 是 了 型 的 概率 等 于 
P(s) 而 与 鞭 它 事件 的 发 生 和 归属 无 关 。 这 时 ,我 们 有 以 下 结论 . 

定理 2-3-5 若 于 1 (i 一 1,2》 表 示 在 时 间 区 间 《0,:] 内 发 
生 的 1 型 事件 数目 , 则 M 和 M 是 相互 独立 的 浪 松 随机 变量 ， 
它们 的 数学 期 望 分 别 是 aps 和 atl 一 PX, 这 里 


?一 PCDar/r ( 设 PGR). 


证 明 ”对 任 音 非 负 整 数 普 和 n, PIRA 
PCM! — m,M? = 9») 











一 SPM = m,M?i = alN, = P(N, = À} 
£20 
一 PCM) = m,Mi nN =m +n) 
x PCN, =m +), 
对 于 发 生 在 区 间 (0,r] 中 的 任 一 事件 , 如 果 它 的 发 生 时 间 是 
;, 则 它 属 于 1 AU RERGE P(s), 又 由 定理 2-2-1 知 这 事件 的 发 生 
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时 间 是 在 (0,1] 上 均匀 分 布 的 。 央 此 它 是 1 型 事件 的 概率 为 
r= | PCs, (2-3-9) 
而 与 其 它 事 件 无 关 。 于 是 
下 pe — Pp), 
从 而 
PCM) = m, M? = g) 
—_ (sm + at Fis 1 _— pyre (ETD aiia 
mint Cm +a) 
me fe apr) fm Wen OM ACL 一 站 的 sj 《2-3-t0) 
这 就 证 明了 定理 的 论断 ， "m 
LASER TO RENAE SOS TRASH 
fe , 即 有 
推论 2-3-2 > MI 人 一 1 nin BEER 22 HER 
表示 强度 为 4 RARER CO, rl 中 发 生 的 1 型 
EHRE. 如 果 一 个 在 时 闪 = 发 生 的 事件 属于 ;型 的 概率 是 


PG) 而 与 其 它 事件 无 关 , 同 时 满足 DPO) 一 1, 则 Mi A4 


入 为 ape 的 油 松 分 布 { 各 一人 PCDdr/ 路 


mE OM!,---,M? 是 相互 独立 的 。 

下 夯 将 要 给 出 一 个 有 尖 排 队 论 的 例子 ,为 此 (也 为 了 后 面 的 需 
机》 我们 先 介 绍 排队 论 的 一 些 常用 记号 。 设 相仿 两 个 壬 客 到 达 慑 
务 系 绕 的 时 间 间 了 是 Ti,T 5 ， 它 们 有 相同 的 分 布 ， 又 设 顾客 
的 服务 时 间 F,,7:，… 基 根 互 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 于 是 ,可 
CLE ia Fo/Fe/k 的 记号 去 描述 一 个 排队 系 绕 , 其 中 Fr BHR 
TG = 1,2,.…*》 的 分 布 ,Fr 表示 VG 一 1,2,.…) 的 分 布 ,而 
《 则 是 服务 员 的 数目 ， 下 面 列 册 一些 沼 见 的 到 达 时 间 间 距 分 布 和 
服务 时 间 分 布 的 记号 : 


a Ji œ 





D 一 一 确定 的 到 达 时 间 间 距 或 服务 了 时间 。 
M 一 一 《< 相互 独立 的 ) 指 数 分 布 。 
Ex 埃 尔 兰 - 分 布 。 
K,— HABA eh 2 分布 ， 
6 一 一 相互 独立 的 一 般 分 布 ， 
一 一 一 般 分 布 。 
M, M/E,/\ 表示 顾客 到 达 时 间 疗 距 有 相互 独立 的 指数 分 
A, BU ar ATE ok — Sr ee PA, AR SIN Aes -k 分 布 
AAA—-TRS A. D/Ghk 表示 碳 客 到 达 有 确定 的 时 间 间 距 , 服 
委 时 间 是 没 作 任 何 特殊 规定 的 一 般 分 布 和 有 个 服务 员 ， 最 后 ， 
GIH Mio RREA RUBE A AG ra As a, RO 到 
达 形 成 一 更 新 过 程 ,服务 时 间 有 指数 分 布 和 有 无 穷 多 个 服务 员 , 这 
时 在 任何 时 候 到 达 服 务 系 统 的 顾客 都 不 必 等 待 而 立 邑 接受 服务 ， 
例 2-3-2 (MI/Gjco 排队 ) 设 到 达 服 务 系统 的 顾客 形成 一 强 
BE). 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 服 备 时 间 有 一 般 的 分 布 G。 现 在 希望 求 
出 在 时 刻 * CARRS RRR Ni ECR BSH Mee H 
NM 的 联 全 分布， 我 们 把 一 个 磊 客 称 做 1 型 (II 型 ) 的 ,如 果 在 时 
4s 他 已 结束 了 服务 (相应 地 ， 下 在 被 服务 )。 于 是 ， 一 个 在 时 刻 
Ha) DAMES 工 型 的 ,如 果 他 的 服务 时 间 不 超过 + 一 了 (和 否 
则 是 II 型 的 ), 因 为 服务 时 间 的 分 布 是 G, 客 小 客 是 1 型 的 概率 是 
G(s —s) [E II WHERE- CO — 5), 根据 定理 2-3-5 K 
Ni 有 均值 为 
EN! =2 [f Gli —s)ds— 2 f Glyydy (2-3-11) 
的 泊 松 分 布 ， Ni 则 有 均值 为 
EN? = 23 —a f Gdy = 1 fn — Gy) ldy (2-3-12) 


的 泊 松 分 布 ,而 且 N 和 Ni 是 相互 独立 的 ， 








3. 平移 和 某 此 其 它 变 换 
我 们 已 经 看 到 、 两 个 独立 的 齐 次 泊 松 过 程 又 加 得 到 的 过 程 仍 
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Eyra UF #2 


ERRAR., Por tA ASL A Pd Fe 
是 齐 次 泊 栓 过 程 .但 是 ,如 果 稀 朴 不 是 随机 的 话 就 不 一 定 共 有 这 种 
人 性质， 例如 , 设 具 有 强度 ARS RAM N = {Ns > 地 的 点 
发 生 时 间 序 列 是 仍 , 鸟 ,"…*}，。 如 果 用 如 下 方 注 对 这 些 点 进行 “ 稀 
Bt’: 在 {3,5,,--:} 中 每 两 点 去 掉 一 点 ,于 是 保留 下 来 的 点 列 是 
{15: St 我们 用 N? = {N DS 0} 表示 这 点 列 对 应 的 计数 
过 程 ,这 过 程 仍 是 具有 独立 增 量 和 的。 但 是 , 易 见 它 的 点 疗 间 月 不 再 
是 参数 为 1 的 指数 蝴 机 变量 ， 事 实 上 它 是 两 个 (相互 独立 的 ?这样 
的 变量 之 和 ,因而 有 参数 为 2 和 % NB. Ik 2 
是 伍 帘 整数 ， 如 果 在 齐 次 泊 松 过 程 入 的 每 点 中 爹 讲 奈 一 1 点 而 
保留 第 节点 , 即 由 此 得 到 的 新 过 程 NG (NY, SO] 的 点 发 生 
时 河 序 列 是 {p4p -+， 则 它 的 点 间 间 距 有 参数 为 1 Ak i 
玛 分 布 ,其 密度 函数 是 
ree le ICR — 1)1 to, 
f(x) = { 0 r<d, 
因此 ,过 程 NO 不 再 是 齐 次 泊 松 过程 ， NW 有 分 布 
P(N® = n) PREN < Ca + 1k 1) 


tetlye—! 


= > eCa jrin = 0,1,2,*"*, 


rank 


(2-3-13) 


(2-3-14) 

如 果 在 《2-3-13) 式 中 令 1— km， 我 们 就 得 到 Erlang- 分 

布 的 密度 函数 ， 人 们 通常 把 点 疝 闻 工 是 相互 独立 且 有 相同 的 

Erlang- 分 布 的 计数 过 程 M = {M,, > 0} 称 做 Erlang- 过 
程 ， 由 (2-3-14) 式 易 知 


ADAI 


P(M,— n) = >= eC kary jr), s= 0,1,2,- 


a 
(2-3-15) 

REEE- ARARAT. WIS.) 是 其 一 点 

过 程 的 发 生 和 时 间 序 列 , 对 应 的 点 闻 间 距 序 列 是 {T,}。 如 时 {U} 
是 另 一 串 相互 独立 同 分 布 的 非 久 随机 变量 ， 通 常 还 进一步 假设 
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{U,} 3 【8,} RAIA. 对 于 每 一 正 整 数 n Oo 了 ,一 
S Un ROA LPL} ERE 1P. 按 以 小 到 大 的 次 序 重 新 排 
州 后 得 到 的 序 河 ,于 是 ，P; 是 (PL) 中 第 x 小 的 数 ( 当 原 来 的 点 
过 程 是 局 部 有 虑 时 这 样 的 重 排 是 能 通知 到 徇 >。 我 们 把 由 发 生 时 
闻 序 列 (PL) 确定 的 点 过 程 称 做 原 过 程 的 随机 平移 ， 

MERA R LALA aS] BAKE T, 一 $5. 一 
8,1 有 参数 为 1 的 指数 分 布 。 如 果 对 这 区 间 的 两 个 端点 作 随 机 平 
移 , 即 令 P。 一 3 十 0 和 P, 一 s +U, RE Ua M 
U, 是 相互 狸 立 同 分 市 的 非 负 随机 变量 ， 它 们 还 独立 于 S M 
5$,。 我 们 希望 求 出 经 平移 后 的 区 间 〈P,,，P,] 的 长 度 O.- P, 
-P,a m T, +U, — U, 《姑且 假设 P. > P.a) 的 分 布 。 H 
Wik Te, U, MUL, BREN, T, ARA 4 的 指数 分 
右 , 其 特征 函数 是 《1 — i/y 又 车 以 ere) BR U, AU pa 
的 共同 分 布 的 畦 征 函数 , 则 一 5。， 的 特征 冰 数 等 于 Ele Pe) = 
gu 六， 这 里 : AT: 的 共 驾 复数， 于 是 ，8。 的 特征 函数 是 

bolt) 一 bol pul — ifar 
= | ppi) (Ci — defay', 
这 一 般 不 对 应 指数 分 布 ， 根 据 特 证 函数 的 性 质 可 知 ， Q. ABR 
为 4 的 指数 分 布 当 且 仅 当 |gvCD1 一 1， 即 UL UER 1 ee 
一 常数 ， 

因此 , 齐 次 荡 松 过 程 经 随机 平移 后 一 般 不 再 是 齐 次 铂 松 过 程 ， 
但 是 可 以 证 明 (ABW 2-5-1) 新 过 程 是 一 个 具有 了 革 倚 强度 的 泊 
松 过 程 。 




















§2-4 FRIAS 


FER RA A ABR Bd BL. 
See OAR RE A ORM ER 


a, = ò © ʻa © 


nchinC1955) 则 称 之 为 平稳 无 后 效 流 (stationary flow without 
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aftereffecc), 

在 $2-1 中 我 们 给 出 了 齐 次 泊 松 过 程 的 著 干 种 等 价 定 义 ， 在 
这 些 定义 的 条 件 中 ,除了 PCN, = 0) 一 1 是 对 过 程 的 初始 状态 作 
出 规定 外 ,其 余 的 条 件 衬 质 工 无 非 是 平稳 性, 无 后 效 性 和 普通 性 的 
' 反 腕 。 为 了 使 讨论 清晰 起 见 ， 我 们 选取 可 和 作为 齐 次 泊 松 过 程 定义 
的 条 件 2-1-2 或 条 件 2-1-3 作为 推广 的 出 发 点 。 把 这 两 条 件 中 的 
要 求 53) 除 去 就 得 到 如 下 的 定义 。 











ae e e Oe 


ite (generalized homogeneous Poisson process), AUR TTA 
足下 列 条 件 ; 

Ci) PUN, 一 0) =i, 

(2) AYAME, 

(3) 有 独立 增 量 ， 

下 面 进一步 讨论 广义 充 次 泊 松 过 程 的 刻 划 . 

定理 2-4-1 IN, 20} 是 广义 齐 次 藻 松 过 程 , 则 对 人 尾音 
> 0, N, ROA AR GCs) 必 形 如 

GA) = gaon (2-4-1) 

这 里 1 守 0 是 某 一 常数 ， 


G(s) = 5 pst 


Rel 
BTR OE ER, He m 给 出 过 程 在 全 
一 个 点 发 生 时 刻 有 个 点 同时 出 现 的 概率 ， 

为 了 证 明 这 定理 ,我 们 需要 如 下 引 理 ， 

引 理 2-4-1 RAR f(x》 是 定 义 在 区 间 《0,a] EMA 
RRM, BME PARE: 

C1) fe 在 《0,a] LAF. 

(2) fH nz) nf x) + ev’, (2-4-2) 
式 中 c> 0 是 常数 ，= PEBER RM, anrs a, 则 极限 
Kim f(z) /x 存在 且 有 限 . 
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证 明 出 条 件 G) a jo 时 j(x)/x 的 下 极限 存在 且 有 
眼 , 记 之 为 m 下 面 证 明 + 实 际 上 就 是 当 xJ0 时 O/a 的 极 
HH. 

对 于 任意 给 定 s> 0, FE 8> 0, 使 当 erci h 5 
Pæja > u e, id qm min(8,81*)， 由 下 极限 定义 知 存 在 序 
列 {xy ,使 每 zx40 和 lim f Cay )/ iy 一 e, 区 对 任意 1 € (0,0) 
和 每 一 正 整数 k, EPELEN ny, ie Ca 一 1 aca 
yxy, 27,4 k ook} a, — oo, A ftx) 的 不 减 性 和 《2-4-27 
AER 

u — E fv) x nmr) Cna — Ly 

= ERNEA 一 LCF Cae / mad 

Cyl 一 UL PCy rg + ental 

E kna ne — IDLE Ceh xg + clxo + x] 

= (n/m, — DEF Caring + 8 toer 
Q k Scott BMS! e 的 任意 性 即 得 Km f(x)/z — e 


定理 2-4-1 的 证 明 由 引 理 2-1~3 ROT Pie A RO 
程 ,其 强度 lim P(N, z= 1)/A 必 存 在 。 PERRE kl, 


2, 





lim PON sss 一 Ns = 1) = Pi- (2-4-3) 
5 U8 WEIX — BSR FEE , TEBE PR 
lim PON, RIN e+e 2 1) (2-4-4) 





存在 ， 因 为 im PCN, > 1)/h 一 0 对 应 干 强度 2 等 于 零 的 情形 ， 
这 时 定理 平凡 地 成 立 现 设 imP (Ns 之 1) /4>0， 这 时 由 


lim P CN, > 人 7 人 rede Ty tet BOR (2-4-4) 存在 . F RIED 
lim P(N; Ais 的 存在 性 ， 记 A= PON. SD. Go 
满足 引 再 2-4-1 ORE, ELL, fe) BRE HEARRE 
效 。 其 次 

fe) [x << fi@)/x— PCN, IIe a, 4 x40, 
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mM faos ERASER (0,0) 上 有 界 。 最 后 ,我 们 有 
Falon + DA] = P(N ipea = k) 


< PPN, SAPNA BE-D 
E Ja nA hela) + Fahir) 
+ > LAY gah) 


E fac nh) + Fah) + 


nh? DO [KRYA] faul nh) nk] 


id u= sup PE TEA 


falCn + BIS fCnh) + fC) +S gee 


(2-4-5) 
FERH FEAR (Cx), 条件 C2-4-2) 泸 立 ， 记 上 式 右 端 最 后 一 
项 的 和 数 为 Ap Ba 1 时 由 (2-4-5) 式 易 知 有 
f,(24) <= 24,C4) + 2H AR, 
BBC2—-4-2)R 9 = 1 成立。 现 设 (2-4-2) 式 对 # 一 六 成 立 ， 则 再 
次 利用 (2~4-5) 式 得 对 # 二 项 十 1 有 
f,lCm + LA] << famh) + FA) + mi A, 
S mfal h) + mh’ A, + fD + mi A, 
< (m + 1)f C4) + Crm + YEA 
WH S| HE 2-4-1 知 tim fy CAJA 存在 且 有 PR. 从 而 由 前 述 知 


lim POM, ak IN ets 2 1) 存 在 且 有 限 , 记 这 极限 为 如 ,由 Py AS 
LBA Dai 
kai 


还 村 证 明 N, RERA GAs) 的确 形 如 (2-4-1)。 贞 过 
程 增 最 的 独立 性 和 平稳 性 得 
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Gra) E ai ) ome ECs BGM eth) 
= G.As)G,(5), 


RA 
Cal GAD GAA [wat] (2-4-6) 
但 
S PIN, = Åt ~ 1 
Gul _， 名 (Ny = $) 





A h 
~ LPN, = 0) — 11/4 + [PN > 13/4] 


x D PON: RING D, 


a=) 


ERG EEC — D/s, HOLA 0 时 的 极限 是 一 2。 
又 由 (2-4-3) 式 知 第 二 项 的 极限 是 143) pt 一 AGG), 在 (2-4-6) 


AeA LO 
ne 一 GDiTG(D — 1]. 


利用 初始 条 件 Gots) 一 1 BY PSR 
GCs) am eG E 
(2-4-3) RHR p, BEARNAN AAR ERER h 
WRiTAATREREDRE RE, RAAT REA EMEA 
通 性 的 假设 ,因此 一 般 说 来 可 能 有 重点 ,从 而 过 程 一 般 不 再 是 齐 次 
沂 检 过 程 ,但 男 -- 方 面 , 由 概率 母 当 数 的 表示 式 C2-4-1) 和 (2-4-2) 
容易 看 出 , 车 pml 和 pi 一 0 对 所 有 Rez, Wi G= 
ee, RES u 的 泊 松 分 布 的 概率 母 绚 歼 。 于 是 我 们 区 
得 到 齐 次 泊 松 过 程 。 这 自然 会 使 人 们 产生 一 种 息 靶 ， 邵 广义 齐 次 
汽 松 过 程 是 这 样 的 点 过 程 ， 它 的 点 发 生 时 刻 形 成 一 个 强度 为 4 的 
齐 次 注 检 过程， 而 在 各 个 点 发 生 时 刻 所 发 生 的 点 数 是 有 相同 分 布 
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{px} 的 独立 随机 变量 。 SS RT TARA, edhe 了 
常数 A> 0 和 分 布 {pt}， 我 们 就 可 以 按照 上 述 想 法 构造 一 个 具 
有 平 帘 独立 增 量 的 有 限 和 计数 过 程 {N,，: 之 时 ， 使 得 它 具 各 鼎 
《2-4-1 世 和 (2-4-2) 式 给 出 的 概率 母 画 数 。 

为 此 ,首先 以 给 定 的 4 作 强 度 确定 一 齐 次 注 松 过 程 M = {M 
t> 0}, 并 用 这 一 过 程 规 定 过 程 N = {Nr > 0} 的 点 发 生 时 刻 ， 
FH, ERE 0,2) 内 有 了 个 “点 发 生 时 刻 "的 概 举 是 

Bilt) = PCM, =f) me MCAD Tet me 12,77, 
其 次 , 令 在 任意 给 定 的 点 发 生 时 刻 恰 好 有 大 个 内 的 禄 室 是 a, E 
与 点 发 生 时 刻 的 具体 镇 无 关 ， 而 且 各 个 时 肇 发 生 的 点 数 是 相互 独 
立 的 ， 由 这 些 规 定 和 和 过程 MM 的 平稳 无 后 效 性 容易 推 知 过 程 N 也 是 
具有 平稳 独立 增 量 的 、 下 面 证 明 N BERR GAD 由 (2-4 
-了 式 给 出 。 轩 为 在 每 一 个 点 发 生 时 刻 的 点 数 是 一 个 随机 变量 , 它 
取 值 的 概率 是 pyC A 一 1,2,°°-), ATR AS PE E 





GG) = PD pe. 
任 取 个 不 同 的 点 发 生 时 刘 , 并 以 Pe) 表示 在 这 = 个 时 刻 共 有 
# 个 点 的 概率 。 因为 各 个 点 发 生 了 时 肇 的 点 数 是 相互 独立 局 分 布 
的 , 故 任意 PARENT RA RE Ge RE 


G(s) = SIP,(n)s* = {GOs} 


aed 


的 随机 变量 ， 另 一 方面 ,由 全 概率 公式 得 


P(N, =n) — SOPCM, 一 Po) 
放 N, SOBER EERE | 
GAs} = SPN, = ss" 


= Ss SPM, =P Aa) 


-0 rome 
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= > P(M, =r) SP kaye 
= SPU, {GO 


= 5 er 


-g 
RUA: NH A A ip} 给 定 的 广义 齐 次 油 松 过 程 ， 
如 果 我 们 把 广义 齐 次 泊 松 过 程 对 应 的 概率 母 函数 (2-4-1) 可 


dl Gin] 
2 





成 


GAs) = g AGC 1) ` 


-A ptt ly 
£ :名 k 


m 


= I anton 


= [| Gitst), (2-4-7) 


这 里 GMs) 是 ME HMA Mt om (ME 0} 是 强 
度 为 in 的 齐 次 注 松 过 程 。 由 比 我 们 不 难看 出 一 个 具有 概率 oF 
函数 (2-4-1) 的 广义 旗 次 泊 松 过 程 N= {N,; 2B 0} FIDL 29 
数 多 个 相 下 独立 的 齐 次 泊 松 过 程 M Dam. 每 一 M? 的 强度 
是 ip. Mt 的 每 一 个 点 发 生 时 刻 有 过 程 太 的 个 点 、 这 一 事 
实 也 可 写成 


N, 一 STAM}. (2-4-8) 
kel 
根据 (2-4-1I) 或 (2-4-8) 式 容易 求 出 N, 的 数学 期 望 和 方 受 是 
EN, = LiEX (2-4-9) 
和 
VatN, 一 GEX, (2-4-10) 


RAXRARER- ARS AAR, MARA fe} 的 
BRULE. 4M 


EX = Di kpr» 


EX = 5 pp, 


Cov N, N) = mins, PCE XÐ, (2-4-11) 
POSE RIA a Es A UMEM eA BR HS HE 
队 问题 中 。 
例 2-4-1 我 们 可 以 应 用 广义 齐 次 泊 松 过 程 的 模型 来 讨论 例 
2-3-1。 最 然 , 荐 以 N, 表示 在 区 间 (0, 1 中 由 小 汽车 送 到 飞 视 
场 的 旅客 数 ( 这 时 可 选 上 午 8 时 为 时 间 嘎 点 ), 则 由 


4 
N, = DAM? 
gut 


给 定 的 过 程 {N06 1:12} 是 一 广义 齐 次 泊 松 过 程 ，N, 的 概 
SE AY DBR FE 
G,(s) p et 
其 中 
[有 

我 们 可 以 利用 (2-4-9) 一 (2-4-11) 式 计算 N, HRSA. Pe 
协 方差 。 为 此 先 算出 EX 一 2.9 和 EX 9.3, 4% 

EN, =— MEX = 87r, 

VarN, = MEX = 279r, 

Cav(N,,N,) = min€s,2)CAEX*) = 279min(s,#). 


§ 2-5 带 时 从 强度 的 注 松 过 程 
PRR IEE VPP RES RRA, ROR SH 


RARE. EAK-NANRURNERPE, HERE 


号 ől >» 





是 常数 而 可 以 依赖 于 时 间 + 的 情形 ， 为 此 我 们 从 似 条 件 2-1-4 形 
式 出 现 的 齐 次 泊 徐 过 程 定义 册 发 进行 推广 ， 即 把 (2-1-25) 式 中 的 
MAK 1 改 为 变 元 EA 1(z)， 这 样 一 来 就 得 到 

定义 2-5-1 计数 过 程 IN... SO) RMR 10) 


HAE (Poisson process with time-dependent intensity), 如 
RERE PPR: 

d) PCN =O) 一 1。 

(D WER SO 和 之 0 


PEN, aa 1) = AGA + ofA), (2-5-1) 
PCN, a5 2 2) = ofA), (2-5-2) 
(3) 有 独立 增 量 . 




















这 里 UG) 是 R+ 上 的 非 负 函数 , 它 在 任意 有 限 区 闪 是 可 积 的 .我 
们 把 由 





AC) = | Car (2-5-3) 


定义 的 函数 ACH) ARATE RUE DO 〈 或 简称 累积 强度 ). 
当 过 程 是 齐 次 时 ，hK5) 柱 等 于 某 一 常数 a, AG) 一 2 BAG) 
AUK ESE :成 正比 。 

闫 似 于 章 次 精 形 ,我 们 可 以 证 明 党 时 倚 强 度 MD 的 泊 松 过 程 
WAE Nors m Nev 一 Ne 有 参数 为 





it 
ACE + —- AGO = | MCF ad 


RHA RAER an St, 
PCNgas, = n) = exp {—LAG + 5) — AC) ]} 
x LAC +s) — AG) Ifa, (2-5-4) 
事实 上 ,对 商定 的 :2 OREM 
PCs) S| PCN, a, Ds 
则 电 谱 量 的 独立 性 和 《2-5-1),《2~5-2) 式 知 对 任意 之 0 有 
Pal hy PON, osa =O) 
一 PON ts m ONiptms m O) 
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= PN = OPON eanetete = 0) 

= PaL — As + 4 — olh) 
故 

Pals + A) — Pols} = PAG)L—ACt + JA — ofA], 
由 此 看 出 Pols) 是 变 元 * 的 连续 函数 。 AAR EA A 
站 一 0 得 
Pos) 一 ade 十 5) Pols), (2-5-5) 

(2-5-1) ABA PCO) = 1, AIK eee ERR 


logPy(s) = 一 f ir + wjdu 
或 
PCs} = exp f- i Cx)az} 


一 exp{—[ACGe + 5) — AG) I}. (2-5-6) 
对 于 aS 1, 由 (2-5-2) 式 和 独立 增 是 性 质 得 
Pits A) = PON, 一 0) 
+ PON, a, en — LP ON teeta = 1) + Ch) 
am P COLL — Att + a — oC] 
+ Paala + A + olk) 
= [1 — le + sal P,(s) talet SAP, Ce) + of), 


于 是 
Pils HAYS PGs) m= ale + APCS) 
Ce DAP, Cs) + of 4), (2-5-7) 
HAARLAN MES 上 一 0 得 
Pal) = aa LPa PC) (2-5-8) 


若 令 PG) = 0,04 # 一 0 时 (2-5-89 式 就 变 成 (2-5-5) 式 , 即 
(2-5-8) RR ERR neo SRW. 
Full] A EB HERA 2-5-8 aoe, @ 


FGs,2z) = > P ase", (2-5-9) 





对 每 一 一 0,1,… ECI -BARER at JE a QO fe 


OPE) La (z NC t SFC) 
Os 

或 

人 = {z — Iir + 5), 
由 此 得 

log F(s,2) — iog F(0,2) = Cz — 1) {x + uddu 
=(s— 1) 全 i(z}dx, 
因为 
FCO,z)— P0) = 1， 

故 


F(s,z) = exp {Cz 一 1) fa (s)az} 
= exp fz MEOT exp 全 [ace ax} 


<= È exp {— (n Ux)éxt TECON z1 


n! 


将 上 式 和 母 函 数 PKs,z) 的 定义 (2-5-9) 式 比较 即 得 
P(S) = exp {— [age | [raa] fa. 
(2-5~10) 
Rw 0,1,2，-…, 这 就 是 参数 为 | Ada 的 泊 松 分 布 
ROX RE (Mar 0} 的 增 量 Nun 有 参数 为 
Alit AG) = [a (wddx 


的 治 松 分 布 , 则 容易 验证 它 必 然 满足 定义 2-5-1 中 的 条 忻 (2》， 这 
样 一 来 ,我 们 就 得 到 带 时 佑 强 度 的 泣 输 过 程 的 男 一 等 从 定义 。 
定义 2-5-2 计数 过 程 {N,, ¢ > 0} 称 做 带 时 们 强度 的 洽 松 
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过 程 ,如 采 它 满足 下 绚 条 件 : 

(1) PCN, = 0} = 1， 

(2) SEHR SoH > OLB Ny 一 Ni 一 NN 有 
参数 为 | ” Lede KOE, XAG) 是 R 上 的 非 负 函 数 ， 
它 在 任意 有 限 区 间 是 可 积 的 。 

(3) 有 独立 增 量 . 


定义 2-5-1 HR O WALLA PR RS: 对 任 高 
1218 























lim PiN L) — Ce) (2-5-11) 
和 
PON, + = 29 = olh), (2-5-12) 
或 | 
lim EN ects 2 2) = 0, (2-5-12 


aee PON, an — 1) 
这 里 AG) HR. 上 的 非 负 函数 ， 它 在 任意 有 限 区 间 是 可 积 的 。 
有 些 作 漠 ,例如 Parzen (1962), Khinchin 《1955)， 就 是 以 
此 作为 带 有 时 集 强 度 的 泊 检 过 程 的 基本 定义 ， 易 见 它 和 上 面 两 个 
定义 是 等 价 的 。 事 实 上 ,由 定义 2-5-2 中 的 条 件 (2) 容易 推出 C2- 
5-112 和 2-5-127 式 [或 42-5-127) 式 ]。 另 一 方面 ， 由 (2-5-117 式 
可 推出 





PON, ik > 1) = CDA + oCh, 
据 此 和 (2-5-12) 式 [BE(2-5~12') sh AC -S HC 2-5-2), 
在 $271 中 我 们 引信 了 章 次 泊 松 过 程 的 发 生 率 
pp EN, ft 
这 一 wee. PM RHTUEAA PES, MA eR EBT 
ARR OW, MARINET SS RE 4 
因为 带 时 倚 强 度 的 泊 松 过 程 并 不 具有 平稳 增 量 ， 故 尽 符 区 总 
《0,*] 和 Gats) 有 同样 的 长 度 +, EN,/s, 和 五 Ne — 
般 是 不 相同 的 ， 因 此 , 这 时 我 们 应 对 所 有 不 同 的 上 关 0 Reet 


= $5 « 























发 生 率 


et) ~ lim EN uu, (2-5-13) 


我 们 知道 Ns+， 有 参数 为 “Xx)dx AAD, COREA 
GRETA, AiE r) 在 :点 连续 , 则 


ter 
ao) 一 lim St 一 lim [oes =- AC, (2-5-14) 

FAR E B (FO a J EJ E Ad 5) A 

FIFRA RAE, RUB RES A EA 
Wich FE AG ee tt AS BU PB BAK 4 a. SRI 
BE, 我 们 已 经 证 明了 当 给 定 过 程 在 《0， 了 ] 中 有 = 个 点 发 生 
时 ,这 = 个 点 发 生 时 间 S,,---,S, 的 条 件 联合 分 布 和 = 个 在 (0, 了 1] 
上 均 怀 分布 的 独立 随机 变 暑 的 次 序 统计 量 的 分 布 相 同 (定理 2-2- 
1。 利 者 类 似 的 推进 可 以 把 这 结果 推广 到 时 做 强 度 的 情形 

定理 2-5-1 设 [Ns co 0} 是 带 时 佑 强度 2G) 的 汽 松 过 
程 。 对 于 任意 实数 Tos So MEREK n, MAEN, mn 
时 ,过 程 在 区 间 GT) 中 的 个 点 发 生 时 间 (Spes) ARE 
联合 分 布 密 度 少 数 是 


fa sli aan otal Nr =n) 


at [Li /lAcT) — AG) nE SST, 


im] 











0 其它 情形 

(2-5-15) 
RREH, CA n ARAARA OLEE Ui K 
序 统计 量 有 祖 同 的 分 布 ,这 里 UG 一 1 的 共同 分 布 的 密 
度 函数 和 分 布 函数 分 别 是 


— # Zus T, 
foa — JACT) — ACS) (2-5-16) 
0 其 它 情形 。 


« $66 + 





| g as, 

A Cu) 一 s 

Fy(#) = eee, swells, (2-5-17) 
1 “>T, 


式 中 AO) = [ae 是 过 程 的 累积 强度 函数 ， 当 然 ,在 上 面 的 


式 子 中 要 求 A(T) 一 ACs) > 0, 
证 明 ”由 浪 松 过 程 的 有 序 性 不 妨 设 1 宇 w See LRE 


T , 别 
中 人 一 Ar 一 


0 
PIN, — 2) | 





hx)dr | exp f- 人 ”xd 
ET t ag oo (= Eca 
/ = {- FE zora (F Ade ) /| 

d (I DPN exe 人 | God 


一 oy 
exp {- | Codz| LACT) 一 A(s)]" 


“(BC 


jej or 





— a! (H a AC) de jj TACT) — AGH 


ERRI BE eM, 
Fanda ttt Bai Nyy m= n). 
= lim PC — Or < SS 5,1 SiS ai Nyr — 2) 


Ue dE pet 
Hs 
f = I 


=n! TGACT) — AGI, z 
下 面 研究 点 发 生 时 间 的 无 条 件 分 布 ， 类 似 于 引 再 1-1-6 给 出 
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的 关于 章 次 泊 松 过 程 的 结果 ,我 们 育 以 下 定理 . 

定理 2-5-2 ik {N,; te 0} 是 带 时 倚 强 度 A) 的 浪 松 过 
fe, MTEREBR ”过 程 的 前 # 个 点 发 生 时 间 (51,-… ,5,) 的 
联合 分 布 密度 是 


fa sai . n sty) 
(1 (7)) exp {= 天 adds}, (a PE- ++: = 
0, 其 它 情形 . 


其 实 , 我 们 还 可 以 证 明 更 一 般 的 结果 , 刚 有 Cane 

定理 2-5-3 设 {N te 0} BN AGREE 1G) 的 沪 松 过 
程 .对 于 任意 整数 So A o> 0 过程 的 ?个 点 发 生 时 人 间 S41, 
Spe 的 联合 分 布 密度 函数 是 


sr Prt ee 


(Ber) Pree eso) 





imi 
Oe, Sc Sha, 


0 其 它 情 形 . 
C2-5-19) 
Wy 
Pha T Abas < SiS tis l SIS 2) 
= PON gy dtr =r rd = 1,1 = F S n5; 


fri tit 


N =—0,13a— 1) 


-om 
x Jf exp |- p Geo (人 amd] 


r=4 peg Oi ei Cra Binge 
a= 7 一 
Ht 
x I apf | iCx)dx 
tel irti 


-í Į] (‘rr A(x) dx | exp f- (ages 


FRR Sem Y, 
I srg Siege Freie e.. ?在 


lim ( II Ate) Pea 一 Aba E Sr+. 


= ae < i< a) 
= (LEC) exp {— ear) ([ 1dr) Sri 
注意 当 r 一 0 肘 (2-5-19) 式 就 化 约 为 《2-5-18) 式 ， 又 当 n= 
时 则 得 到 第 7 -+ 1 GA O 个 点 发 生 时 间 的 密度 函数 
fa) Ae {— faces} ò" aa) /Ck- Du 
R12 C2-5-20) 
应 该 指出 , 当 我 们 讨论 无 条 件 分 布 密度 函数 时 要 假设 
imale) 一 EG 一 co。 
固 若 不 然 ， 由 洛 松 分 布 的 定义 锥 知 在 (0,co) 没 有 点 发 生 的 概率 等 
F f- [racedde} > 0, 即 过 程 以 正 概率 在 R RARE 
点 ,这 时 讨论 点 发 生 时 间 的 分 布 就 没有 什么 意义 了 。 事 实 上 ,也 只 
有 在 上 述 假定 下 ,由 (2-5-19) 式 [当然 也 包括 (2-5-18) 和 C2-5-203 
式 在 内 1 确定 的 函数 在 整个 空间 的 积分 才 等 于 1, 即 是 真正 的 分 布 
密度 函数 ， 
利用 定理 2-5-3 容易 证 明 如 下 结果 。 
定理 2-5-4 PHARE 1( AIA IN, 1 > 0} 的 
点 发 生 时 间 序列 5.,8,, ……,5,,… 是 一 马尔 可 夫 序 列 ，、 它 的 转移 
密度 是 


Psy -Ce = ACe,exp{— |" acedas}, C5-21) 


证 明 只 须 证 朋 Psnida—t tp stelle “ss #,) Al pscis,_.Cial 
4.) 都 有 由 (2-5-21) 式 给 出 的 表示 式 。 事 实 上 , 按 转 移 密 度 的 定 
义 和 Kk2-5-192 式 有 


外 69 « 


站 sta) 


| 
B (Ico ) ox {— N Ace) ax} 
(Theo 】 exp {- artes dx) 


=m A(t, ) EXP {— W ilada), 





Pipsa- sKial ls “* - 58) = f 





而 


fsg pS ia ta) 


Pantanal faa) 一 icp tts) 
De) ep 伟人 :dz 人 -ace fb 一 2! 


Alta 1) exp [pioa (iaoa /Co 一 2) 








= epep f~ | Goer}, a 
我 们 已 经 知道 ， 具有 常数 强度 4 的 齐 次 泊 松 过 程 的 点 间 同 距 
Ty S, — Sail = 1,2, 5°77 AID AMA BR 1 ATE 
数 分 布 ， 当 强 度 不 再 是 常数 而 随时 间 变化 村， T. -RRRA 是 
HERT, PRB AAAS. 但 是 ,由 过 程 的 无 后 效 性 易 见 当 
给 定 了 Stt tpa 时 ,第 n+l A 53 EE 了 Set 一 3, 是 
独立 于 1 - Sur 的 ， 事实 上 ， 基于 定理 2-5-3 和 定理 2-5-4 
可 以 推出 给 定 9 Se 时 Tan 的 条 忻 密度 饥 数 是 
Frepiiter nti? [sn oh Psegifarn rer + rfs? s5) 
= 和 + els) 
— Ali, t F) exp] — \" KOLGE (2-5-22) 
认 人 而 条 件 分 布 函数 是 
PCT y+ S Fla = Sas” Si = 59 


t 
— r,s pres sit | 了 of Jax 
i liat 
- | as, + r)exp \- | ududa 
i i fa 
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-oo 
= 1 exp {- i aujdu}, (2-5-23) 


从 (2-5-22) 和 (2-5-23) 式 都 能 看 出 ,给 定 ,56 时 Tes, 
的 条 性 分 布 函 数 和 密度 函数 的 表示 式 中 不 洛 dpetas Bll Tes 
EIU Sige Ser 的 。 

SERS Sie a BE FE PAS FD Be LE 

当 带 时 倚 强 度 的 消 松 过 程 {N,,1 > 0} 的 强度 1G) ARM, 
我 们 可 以 把 这 过 程 看 作 是 由 对 一 齐 次 沂 松 过 程 作 随 机 选择 而 得 的 
过 程 。 设 4 le) BEER, {Mer SS 0} 是 强度 为 4 的 齐 次 
学 松 过 程 。 如 果 假 定 过 程 【Mr 0} 在 上 时刻 + 发 生 的 点 以 概率 
ON 被 记录 , 则 对 被 记录 的 点 计数 得 到 的 过 程 {N,, +> 0} 是 
—T MARE 2G) 的 泊 松 过 程 。 事 实 上 ,这 过 程 满足 定义 2-5-1 
中 的 条 件 人 1 和 《537， 因 为 它们 可 由 齐 次 泊 松 过 程 [Mer > 0} 的 
相应 性 质 得 出 。 其 次 


PON aera =~ 1) — DPN +s == l], Marsi = R) 


ket 
=E PON, ts — Le Mya = 1) + oCh) 
- PCN aera = I | M aita = DP CM arta ™ 1)-+2(4) 


= PEM Ltn — Lace) fr t oCh) 


mm ACA + olh). 
由 掌 件 的 包含 关系 (Nia 2 2S(M a 2) BD 
PCN, aa = 2s PCM peta = 3) ok), 
因此 ,过 程 {Ne > 如 亦 满足 (2-5-1) 和 <2-5-2) 式 ， 

FRE TON SEER OAS eee ERR 
直接 推广 ， 它 在 点 过 得 的 随机 比较 中 有 和 要 的 应 用 { 参 A Deng 
(1985) #0 Miller (1979)]， 同 时 也 为 带 时 竺 强度 泊 松 过 程 的 模 
所 提供 一 种 有 效 的 方法 . 
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定理 2-5-5 设 {Nir > 0} G = 1,2) ERRIRE PO) 
HARE, 如果 Mog Wa r0 网 {No 
ALB (Nie > 0} MAPLE. Mee, AE 
带 时 情 强 度 VO) 的 泊 松 过 程 4Ni,t 0} 在 时 记 + 发 生 的 点 以 
BK 1 一 FH oR RT IE OR ws) 的 
FALL AR, . 

证 明 前 面 我 们 已 就 Ce = 2 BON IEA T EET E 
用 药方 法 是 以 定 久 2-5-1 ORM, STRATA RU 
的 方 革 加 以 和 证明。 我 们 也 可 以 基于 定义 2-5-2 给 出 另 一 种 证 明 方 
法 , 详 见 定理 10-4-2 的 证 明 ， 

$i 2-5-1 CM /G/oofkBKL RAAB) 设 排 了 系统 有 无 
穿 多 个 服务 员 ,顾客 的 到 达 形 成 一 强度 为 4 SF RAE. TR 
务 时 间 有 一 般 的 连续 分 布 6@. 则 这 系统 的 输出 ! 即 结束 服务 后 离开 
系统 的 顾客 ) 形 成 一 有 时 倚 强 度 10) 一 1G69 的 油 松 过 程 。 为 确 
认 这 一 事实 ,我 们 先 证 明 在 区 间 Cr, 十:] 中 离开 的 顾客 有 参数 


为 | GG)ay ARDE, BE G 十 9] 中 离开 的 顾客 为 7 


一 顾客 , 则 一 个 在 时 刻 ?》 到 大 的 顾客 是 了 上 型 顾客 的 狐 率 等 于 
GG +i 9) — GO — 9) BH ye, 
Ply) = IGG +:— y) Bicyaits, 
0 oy mst 
根据 定理 2-3-5 SUT MEMRAM, RRS ee 


1 Frowa] [TGG + s— y)— GG — ydy 


ite 
+ | GOs 十 上 一 vay} 
[i 











—2{{" corey — feay+ KZO: 


ma 全 GG dy, 
KK, RUZI DAER A OL. RARER 
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RERA s, E het, L, 是 性 意 # 个 互 不 相交 的 区 间 。 用 N, 
oN, SHARED SRAM HMMS, 则 它们 是 相互 独 
THL. WLR Nw 表示 不 是 在 LU- Uj 中 高 于 的 
HRH, MUREA 2-3-5 的 推广 知 和 Ni, NoN, 是 相互 独立 
的 。 这 就 证 明了 输出 过 程 满足 定义 2-5-2 的 条 件 ， 

注 1 Yt oot, (2) 一 GO — 1, AR Re 滞 
人 过 程 一 样 是 具 契 恒定 强度 4 WAKE. 

注 2 者 把 和 输 弄 过程 的 点 看 作 是 由 将 输 人 过 程 的 点 作 随 机 平 
PCERE NDAL G) 而 得 , 则 这 一 例子 表明 ， 齐 次 泊 松 过 程 
经 随机 平移 后 变 成 一 个 带 时 倚 强 度 的 治 松 过 程 。 

例 2-5-2( 医 浣 的 管理 ) PEI oe BBS Sat 
RCI, HERO RADU. 假定 需要 特别 照顾 的 
对 象 是 随机 地 出 现 的 , 醒 皇 发 生 的 强度 有 很 经 的 局 期 性 ( 按 不 同 的 
具体 情况 ， 周 期 可 以 是 一 天 ， 也 可 以 是 几 天 , 几 个 月 ,一 年 或 者 数 
©), ELEH , A AAA io ACEY =m exp {et 十 at + nyt? + 
Ksin Ci 十 日 站 的 强度 的 泊 松 过 程 来 神 氢 这 种 现象 ,其 中 0 所 + 所 
tos TH Oe, Gy, 2x 是 某 些 常数 ， 
































§2-6 非 齐 次 泊 检 过程 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 用 到 带 时 售 强 度 20) KANIA {N 
10} 的 增 量 Noa 有 参数 为 4(z 十 9) AW 的 泊 松 分 布 ， 
US URE AG) 有 如 下 的 特殊 形式 : 


AG = | As) dx, (2-6-1) 


因为 AC) 是 非 负 函数 ie) FER (0,1:] 上 的 积分 ,因此 Ace) 
是 一 单调 不 减 的 连续 函数 ， 而 县 按 泊 松 分 布 的 柱 质 知 AC = 
EN,。 据 此 ,我 们 可 把 定义 2-5-2 推广 为 

定义 2-6-1 pl eA {Na s 0} 称 做 非 齐 次 泊 松 过 程 ， 








(nonhomogeneous Poisson process) WE (73552 PURE: 

(1) P(N, = 0) = 1, | 

(2) SESS eS OAs SON GBA AGA 
1) 一 ACr》 的 泊 松 分 布 , 这 时 AG = EN, 是 Re 上 的 非 负 单 证 
不 减 连 续 防 数 ， 并 称 做 过 程 的 累积 强度 函数 (或 简称 累积 强度 ). 

(3) Ae. 

HAREM, aU ARE 10 的 泊 松 过 程 是 一 类 特殊 的 
非 齐 次 泊 松 过 程 。 

下 面 引 人 非 齐 次 汽 松 过 程 的 另 一 等 价 定 交 ， 它 是 通过 把 条 和 忻 
2-1-2《 齐 次 泊 徐 过 程 的 一 种 等 价 定义 ) FEB (2) 除去 而 
SF, 

定义 2-6-2 有限 值 计数 了 过程 IN, :之 0} 称 做 非 齐 次 泊 松 
HE, to Ci PURE: 

Ci) PCN, 9) = 1, 

(2) 过 程 是 普通 的 , 即 对 任意 Sos A> 0, 

PON, +a 2) = oCh), 当 A 0, (2-6-2 } 

(3) AGE. 

根据 浪 检 分布 的 表示 式 不 难看 出 ,定义 2-6-1 REOS 
普通 凰 ,因此 在 定义 2-6-1 下 的 非 齐 次 让 格 过 程 满 足 定义 26-2 的 
所 有 和 条件。 下面 证 明 相 反 的 葵 含 关系， 六 此 我 们 沅 证明 一 个 重要 
的 定理 , 它 表 遇 任 一 非 讲 次 泊 松 过程 ( 暂 时 理解 为 在 定义 2-6-2 的 
意义 下 ) 可 通过 时 间 学 标的 变换 从 一 单位 强度 的 齐 次 汽 松 过 程 导 
出 ， 令 














AG) = EN,, += 0, (2-6-3) 
根据 计数 过 程 的 定义 知 对 尾 曾 s AON, 2 N ARE EN, 
> EN,, 即 AG) 是 变 元 1 的 单调 不 弓 函 数 。 再 由 N, WAER 
性 和 单调 收 做 定理 知 AG) 是 右 连 续 的 。 事 实 上 。 我 们 还 可 从 过 
程 的 普通 性 进一步 推 知 AG) 是 连续 的 《参看 下 一 节 关 于 一 般 泊 
(tHe BMD. Al ,我们 可 以 定义 AG) HEAR iT: 
MFR reo, 
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int{w: Aa) > th, 
0 BAC St MIA r, 
(2-6-4) 
ACs) 和 Fo 的 关系 如 几 2-6-1 ros. BA ro 也 是 单调 不 减 
Ww. 


r= A) ~ | 


定理 2-6-1 ig {Nai = 0} 是 一 莫 齐 次 泪 松 过 程 ， AQ) 是 
(2-6-3) 式 给 由 的 累积 强度 函数 。 邻 

M Cw) = Naoko, 对 所 有 rr OR we 2, (2-6-5) 
出 了 过程 {Mora 0} 是 单位 强度 的 齐 次 泊 松 过 程 。 
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证 明 Pitit {Nar 之 0} 满足 定义 2-6-2 的 条 件 ， 现 要 
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证 明 过 程 【Mr > 0} WR ACE 2-1-2 的 要 求 ， 显 然 ,性 质 (1)， 
C3) 和 C49 可 从 {Nt = 0} SOTA IES]. RP RAI 
M, 有 平稳 增 量 昌 强度 为 1， 事实 上 ， 对 任意 问 定 的 :,: 守 0 和 
MR RO, POM, =R) = PON =A) 和 PCM = A= 
PN eunero A, OM, MMi, 分别 有 傅 数 为 EN) 和 
ENnnnatsn CURBS. BL EN = ACs) = ACA CGY) 
=s 和 ENanruto = ACG + 59) — ACG)) = ACA Cr+ 593 
ACA) mets — ts, BP EN an 一 BNup.rorn = s. PF 
别 地 ,过 程 M, 的 强度 是 EM, 一 ENyp=ACr(1))= ACA) 
=1, E 

们 助 点 发 生 时 间 表 达 上 述 定理 ,我 们 就 得 到 下 画 的 推论 ,这 推 
论 的 真确 性 易 从 图 2-6-2 SH. 

推论 2-6-1 5,,5,,--- 是 非 齐 次 泊 松 过 程 {Nar 0} 的 点 
发 于 时 间 的 充分 必要 条 忻 为 ;AC5)，A(5;),，*…* 是 单位 强度 的 齐 
次 泊 松 过 程 {M37 = 0} AUR REBT, AC) = EN, 

庄 上 述 推 论 易 知 , 对 于 任意 固定 和 的 ne 0,4 mY ACS) 
MERI (AG, AG +) MOS, BARA Gets) 中 (参看 
2-6-2), 歼 由 定理 2-6-1 HAER” > 0 

PCN, 4, | n) e PC Maar =n) 
= exp{—[ACGe+ s) — AG] 
x [LAC +s} — ACS)" int, (2-6-6) 
BNE N,,+， 有 参数 为 AG 十 5) 一 AG) 的 泊 松 分 布 ,这 样 一 来 
我 们 就 完成 了 定 史 2-6-1 和 定义 2-6-2 等 价 性 的 证 明 ， 

我 们 可 以 把 定理 2-5-2 推广 到 累积 强度 AC) 不 一 定 有 导数 
10) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 , 这 时 仍 可 证 了 月 过程 的 点 向 间 更 有 条 件 指 
数 分 布 。 

WM 2-6-2 设 非 齐 次 泊 松 过 程 (Nt 20} 的 点 发 生 时 间 
是 $1,5;，,*… ,累积 强度 函数 是 AG), ANTE * SOF 

PÈS aei me Sa DI jS SR 
aw exp{— ACS, +2) — ACSI}, (2-6-7) 











证 明 ”下 函数 AG) WARRANT i SO 有 如 下 的 事 
HEARR: 
{ACS,4,) > ACS, + OST Sn —S, > e} 
AC 2 AGS, + 2D}, 


PCACS, 44) > ACS, 二 DS) 
Pisin — 5, > 11 8,, +++, 5,) 
< PCACS 44) @ ACS, + NSS) 
(2-6-8) 
因为 ACS)),-+-, ACS.) 和 Sorteos, CUBES 1 AAEE ah 
Se, WHEE 2-6-1 A ACS), e, ACS) EMIS AI 
松 过 程 的 点 发 生 时 间 , 故 ACS) 一 ACS.) Bae ACS), ---, 
ACS.) AT Seersant B AG) 一 ACS 有 参数 
HL 的 指数 分 布 。 于 是 
PCACS a) > AG, + E) Sist tSn) 
m= PCA CS A 一 ACS, D> ACS, H IA ACSA Sag ,5.) 
= exp{—[A(S, + #) — ACS,)]}. (2-6-9) 
利用 ACs) 的 连续 性 同 样 也 司 推出 
POACS 4) 2 AG, + DESS) 
= exp{--[ACS, + 24) — ACS.) 1}, (2-6-10) 
HE (2-6-8) , (2-6-9 AC 2 - 6-10 DER BIG (2-6-7 aR, a 
Pst ae RIB Bs EERE RR. 
Ci) 若非 齐 次 深 和 松 过 程 IN,, 22 0} 的 累积 强度 AG) 一 oo 
当 ~cof 竺 别 地 ,具有 常数 强度 1 > o 的 齐 次 泊 投 过 程 攻 满 丰 此 
条 件 ), 则 它 的 几乎 所 有 样本 闻 数 是 不 连续 的 ， 事 实 上 , 令 
Aa m iN, 在 [0,o) EES}, 
A, =m {N, 在 [0,4] 上 连续 }。 
显然 ,当下 一 oo 时 有 A, f AK 
PCA,.) ~ imPC Ay) lim PCN, — Ny) 


所 以 





= lime SU ve 人 (2-6-11) 


ee 本 


广 意 上 面 只 是 证 明了 儿 平 所 有 祥 本 函数 在 [0,oo) 中 必 有 间断 点 ， 
但 并 没有 给 定 间断 点 的 具体 位 置 ， 因 此 它 仅 仅 是 肯定 了 几乎 所 有 
样本 汞 数 有 流动 间断 点 . 
(2) 非 齐 次 泊 松 过 程 IN,, +20} FEMME SO 上 
JU Bra FAR ee ERA. II, CLEARER RE 
没有 固定 间断 点 。 为 证 这 一 论断 ,首先 注意 由 PO 一 0) 一 1 He 
知 ACO) 一 EN, = 0, MH AG) 的 连续 性 知 mA) —0, & 
PCN, — N, > 0) = 1 — 49+ 0 Bs 0 (2-6-12) 
这 证 明了 几乎 所 有 样本 函数 在 原点 是 连续 的 。 NERA EN 
t > 0,5 AG) 的 连续 性 知 当 e 一 0 有 
PÈN pta — Nios > 9) 
= 1 — exp{—[ACy + 8) — AGs— 8) 1} — 0, (2-6-13) 
PRA ESE BN STS eA AR 
HBS. BILAN Re, 
如 果 想 在 定义 2-1-1 RR BB SRS), MU A 
(DEB RIE 入 ,在 任 章 区 间 中 的 点 数 有 泊 松 分 布 起 码 加 强 为 在 
任意 有 限 多 个 不 相交 区 闻 之 并 中 的 点 数 有 泊 松 分 布 。 对 于 非 齐 次 
情形 了 有 类 似 的 结果 , 
定义 2-6-3 计数 过 程 (NM, > 0} 称 做 非 齐 次 泊 松 过 程 ,如 
RE WE TFIA: 
(1) PN, 一 0) =], 
(2) 设 . 史 是 Re 上 所 有 能 表 为 有 限 多 个 不 相交 区 间 之 并 的 
集合 组 成 的 集 族 。 对 任意 4e -er 有 
PCNCA) = R) m UC ALARI k, km 0,1, ttn 
(2-6-14) 




















这 里 AA} = SLAG) — AG)! # A= U fe; Ñ bs F 
im] j= 

ARKH 万 的 左右 端点 ,而 AG) 一 EN, 是 变 元 + 的 连续 非 负 

BE DA Dac BEE, 


- TH » 





RTE CLE a ae (2 EET I BR (2-6-14) 
式 对 R LASER BAe 4 均 成 立 . 但 熟悉 测度 论 或 实 恋 
黄 效 论 的 读 背 会 知道 ,这 实际 上 和 定义 2-6-3 是 等 价 的 . 

定义 2-6-3 和 星 些 时 给 重 的 爽 个 定 尺 的 等 价 柱 是 由 Renyi 
C1967) 给 出 的 。1965 年 Szász 就 齐 次 污 松 过 程 提 出 如 下 问题 : 泊 
松 过 程 的 独立 增 盟 性 质 能 否 由 过 程 在 任意 区 间 中 的 点 数 遵 从 沪 松 
分 布 这 一 条 件 推 出 9? Renyi 于 1967 年 证 明了 上 上 上面 的 定义 2-6-3 和 
定义 2-6-1 SM. BRS HM, Shepp (1967), Moran 
(1967) 和 Lee 《1968》 分 别 独立 地 构造 出 在 任意 区 闻 的 点 数 有 
AAS AEB. 这 些 工作 对 Szász 的 问题 给 员 了 完全 的 
答案 。1970 年 Sz4sz 本 人 在 前 人 的 例子 的 基础 上 ,又 进一步 构造 
了 一 个 例子 ,其 中 的 过 程 在 任意 区 间 的 点 数 有 泊 检 分布 ,而 且 对 基 
Bee MAAR + OSM) 互 不 相交 区 癌 的 点 数 是 
相互 独立 的 ， 但 这 过 程 不 是 泊 松 过 程 ， 

现在 就 给 出 定义 2-6-3 和 非 充 次 泊 松 过 程 的 其 它 两 个 定义 等 
价 姓 的 征明。 由 于 其 中 要 用 到 某 些 较 高 深 的 数学 理论 和 工具 、 初 
学 的 读 省 可 以 先 咯 过 这 些 内 容 。 

WMS, Renyi (1967) 事实 上 证 明了 较 强 的 结果 : 设 
INS 0} 是 一 计数 过 程 ，. 人 是 由 及 上 所 有 有 限 多 个 不 相交 
仅 间 之 并 组 成 的 集合 族 。 BE Re 上 的 局 部 有 限 非 原子 强度 
AC?) (BE FE, 上 所 有 者 界 可 测 售 与 有 有 限 的 4- 测度 , 而 且 记 有 
单 点 集 的 4- 测 度 部 等 于 零 ) MAME Ae 有 

PCNCA) == 0) = e #4, €2-6-15) 
PCNA) > 2) = of A{4}), 85 ALA} +O, (2-6-16) 
则 {N,,2 0} ER RIB, AAR AG, 

HSC BORA, Re EAE MUR RK 4(9 唯一 
确定 Ry LMP oN A PERI R SE ,我 们 仍 用 同 
一 字母 ACO BRAWE, SOR, BA MAAR AG) 在 R, 
上 连续 于 由 它 产生 的 测度 A) 是 非 原子 的 。 

我 们 通过 建立 几 个 引 理 来 完 胞 上 述 论断 的 征明 。 这 些 引 理 在 


. 79 >» 





























点 过 程 一 般 理论 中 有 独立 的 意义 。 为 管 明 起 见 ， 丰 这 里 我 们 只 就 
点 过 程 的 状态 空间 是 Ry 的 情形 来 讨论 。 但 这 些 结 论 反 其 证 阳 
方法 原则 上 可 应 用 于 更 一 般 的 状态 空间 ， 下 述 引 理 可 以 看 作 是 引 
理 2-1-2 的 推广 

引 理 2-6-1 设 {Nr > 0} 是 一 计数 过 程 , 敬 存 在 一 局 部 有 
限 的 非 原子 测度 4(.), 使 得 条 件 (2-6-163 成 立 , 则 这 过 程 是 有 序 
的 , 亦 即 是 说 过 程 没 有 重点 . 

证 明 ”对 于 和 任意 下 整数 K 和 任意 上 > 0。 因为 AC) BSE 
原子 的 , 故 对 闭 区 间 0K] 中 每 一 点 x, 恒 存 在 它 的 一 个 开 邻 域 
U, Ot Re WARISE EE P(N(D,) = 2) < eA{U,}, 
于 是 可 以 得 到 [0， KIO—KITHR OW = {U,,xe10, K]}。 由 
ARRECATI BW 中 选 出 有 限 多 个 开 区 间 , 璧 如 说 ，D。， 
---,0,, Bai (0, KL Rip Uye (i 一 1,.…,n) [事实 
上 ,车 规 定 .er 中 的 党 合 是 由 闭 区 间或 半 开 闭 驻 间 构成 时 ， 我 们 
可 把 VU， 的 两 个 或 一 个 端点 乱 加 上 去 ， 因为 由 ACO 的 非 原 于 
PE RIS RHR ee ACU) 的 值 ]。 于 是 ,通过 Uns Ue, 
可 构造 00, KJ 的 一 个 划分 A, ee, Ans EE AE 和 
P(NCA,) E 2) S 6ACA) G= 1, ym) AX 





m 


(U INCA) & 2 二 {3x€ [0,K], E NG > 2}, 


is 


P{ax€ [0,K1, 使 得 NG) 22} < SY PONA) BD 


<= >> eA{ Ai} 


. 一 sA{{0,K}}, 
Ax A{[0, 天 ]} 是 一 有 限 数 , 故 由 5 HERES 
P{axe [0,K], 使 得 N(x) > 2} 一 0， 
Fa > Koo RG 
P{Axe {0,00), 使 得 N(x) = 2} = 0, 


+ 8&0 « 





即 过 程 N, 没有 重点 。 a 
% 从 上 面 的 证 明 可 厦 册 ， 落 条 件 42-6-16) 减 弱 为 对 所 有 区 
间 4 成 立 , 引 理 的 结论 全 成立。 
引 理 2-6-2 若 有 限 值 计数 过 程 {N12 0) 没有 重点 , 则 这 
过 程 由 它 的 空缺 函数 Pa) PNA) 一 0) 在 .ez 中 所 有 有 
界 竺 4 的 值 唯一 确定 ,这 里 of 仍 如 前 表示 Rt 上 所 有 有 限 多 个 


互 不 相交 的 区 间 之 并 组 成 的 集合 域 。 
ER ”因为 点 过 程 由 它 的 有 限 维 分 布 唯一 确定 ， 赦 只 须 证 了 明 
Bin 
PCNCA;) = mpi = 1, e, (2-6-17) 


WJA BE AE o> te Bee Ay Ea a ee P, 唯一 确定 ， 这 里 是 任意 正 
整数 ， Mya" * * phy 是 任意 非 负 整数 ,而 A; 是 A TBARS, 
首先 定义 -ez 上 的 集 函 数 
0 若 NCB} 一 0， 
aB) = { 1 NCB 21, 
其 次 ,对 wo hE ARE 4 我 们 可 用 类 似 于 证 明 引 理 2- 
6-1 时 使 用 的 方法 交 造 4 的 一 个 有 如 下 性 质 揭 划分 系 LAI: 
CD Fat Ai ls kats 456.08, ANAL H 


(1-6-18) 


tn 
对 所 有 iM 4 一 |) Aum 4, SRR FY, 是 4 的 一 


个 划分 。 

C2) 对 任意 m > ”，,。 中 任 一 元 素 必 是 SF, HHH 
FR. MAN, A. hE TRB FT 
之 并 . 

(3) max dai) +0 当 noo, 这 里 Aul 表示 集合 An 
的 “直径 ", 即 Au 中 任意 两 点 距离 的 上 确 界 ， 

利用 o M LF} RTE 





BA — Cd (2-6-19) 


+ al 


AEG, UD RR FY. PAN, 的 点 的 集合 数目。 因为 
WEN, 没有 前 点 且 在 尾 癌 有 界 化 取 有 限 信和 的 ,又 届 LF.) 的 性 
质 易 知 序列 {6,4)} BBW Rm, Hh imp, CA) 存在 并 且 正 
好 等 于 NCA) 
现在 证 明 PaA 的 分 布 , 愉 而 {PAi m l, 的 联 
舍 分 布 可 以 用 空缺 函数 PCO 表示 。 为 此 先 引 进 一 些 记号 、 设 
$0) EEEF wf LHR, 我 们 利用 递 淮 关 系 定义 
算 子 入 如下; 
ACA) PCB) = CB) — $CAUB), (2-6-20) 
ACA, + Ap Agee CB) 
= AC Ap ACA dB km 1,2,-°+, (2-6-21) 
式 中 LA A BS wee 中 的 集合 。 
容易 验证 
P(NCA,) > 0,NCB) = 0) = PCB) — PAUB) 
= ACA) PCB). 
DEA 2 TE EM TERRA KA 
ACA, +++, 4e) PCB) 
mt PCNCA;) > 0,8 = 1,°7°,K3N(B) = 0), (2-6-22) 
利用 上 面 的 记号 ,可 将 0,04) 的 分 布 写 为 


POLA) = m E AAs An)P AAU Aer) 
(2-6-23) 

起 中 的 和 数 是 对 从 划分 Sa m Ansi m lyt, Aa) BAe TE 
来 中 选取 rf 个 的 所 有 可 能 不 同 组 合 ( 具 C4。 种 ) 求 和 的 。 根据 
(72-6-23) 式 :我们 可 以 写 册 (0.4), m1, RAD 
HE Pol) HAMAR, 而且 当 盖 一 co 时 由 POING) 不 难 推 
APR E LpA) = net we ister, k} 单调 下 降 于 {NC A; <i Niy 
1 一 ] -A AE Pt¢,C4) =< Ms im l, CA) < 
igi = ],-> -ÅJ 于 是 PCN(A;) = His m 1,--*,4), 从 而 有 限 


> B. 





fe 4) 7 DBL 2-6-1 7) BY ch RAA Po 和 确定， E 
引 理 2-6-3 ithe {N 1 0} ME 2-6-1 中 的 
RCI WUE Me AAR PRA EE MRIS PONC > 0)> 
OM xe RO RAMA. 
证 明 F AG) Bec Be ad eee Pe a a ati 
WE A) 是 非 原 子 的 ， 从 而 推 知 对 任意 *E R; 有 PCN(s)= 
0) 一 ee f= 1, AR, BA 


PCNCA) 2) = Sle CAL AL im LAAN. 








访 满 足 [C2-6-16) 式 。 根 据 引 理 2-6-1 及 其 后 的 广 记 即 得 知 过 程 没 
ABA. m 
推论 2-6-2 非 齐 次 浪 松 过 程 没有 辕 定 原子 和 重点 . 
联合 引 理 2-6-1 一 引 理 2-6-3 容易 推 得 
引 理 2-6-4 ARAIRE Nor > 0} 满足 下 列 条 忻 : 
(D 定义 在 Re 上 的 单调 不 减 非 负 冰 数 AG = EN, Be 





Seay. 
(2) 《2-6-15) 和 (2-6 162) 式 成 立 。 
Wht FE RRR AG) 的 非 齐 次 泊 埃 过 程 。 

WEAR hi 2-6-1 知 过 程 没 育 旱 点 ， 故 又 由 引 理 2-6-2 知 
过 程 的 有 限 维 分 布 由 (2~6~15) 式 给 出 的 空 扇 函 数 PoC) EL 
bE, PRR AC) 的 非 齐 次 浪 松 过 程 是 没有 重点 的 有 
限 值 计数 过 程 , 它 的 空 续 消 数 也 由 (2-6-15) 臣 给 出 , 故 {N,,1 > 0} 
Rit AR AG) 的 非 完 次 注 松 了 过程， 

AAW EEN 2-6-3 条 件 的 过 程 显然 世 满 足 引 理 2-6-4 的 条 
件 ; 由 此 立 知 定 文 2-6-3 各 定义 2-6-1 是 等 价 的 .同时 还 可 看 出 , 引 
理 2-6-4 的 条 御 事 实 上 给 出 非 齐 次 泊 松 过 程 的 又 一 等 价 定 灸 。 器 

作为 非 齐 次 泊 松 过 程 各 种 等 价 定义 讨论 的 结束 ， 我们 介绍 一 
个 例子, 它 表明 若 把 定义 2-6-1 GEREN 2-1-1) 的 独立 增 最 要 
求 除去 ,所 得 的 过 程 就 不 一 定 是 拍 松 过 程 [有 些 作 者 把 这 样 的 过 程 
Be GW IBA te (quasi- Poisson process], 








. BS = 


Bi 2-6-1 在 这 时 我 们 只 构造 在 区 间 [0,1] 上 的 过 程 , MRR 
得 到 在 R OF, Rae SPRUE Oo) EMA 
HLE ARRI. 

设 N = {A0 rs 1} 是 [0, ESRO 1 A aR 
‘2, BEEM 2-2-1, 我们 可 用 如 下 方法 产生 N: Aimi 
PIN, = n) 一 /nl 选 定点 数 ， 然 后 按 [t,1] 上 的 均匀 分 布 相 
互 独 立地 配置 这 些 点 ， 于 是 , 当 已 知 Men Le SARS 
53 iE 

Ft, hppa) Fh hye, OS mote, Sl, 

(1-6-24) 

Dm i N = {N,; 0al 令 PCN,= 
n) 一 PCN, =n) = rfn 当选 定 Nin 时 ,这 # 个 点 的 联 
Ooo 7 rh FARE: 


F(x 2) wey Re n =Æ 3, 
(Cr) = { 

arw 十 SN 上 -一 Al — al — x5) 

x Cn 一 n) Cr, 一 ra — xy)" 


一 Fil wa Yas 45) + HC ai,r X) 
OS yt 1 (2-6-25) 








式 中 e B+ BB NYE, 

容易 验证 Kns +42.) 是 一 ?2 AA CFO, +++, 0)= 
0,PO,-…1) 21, 428 BB FCx,,---,2.) 的 所 有 一 阶 偏 
导数 是 非 负 的 ,因而 F 是 它 的 每 个 变 元 的 不 减 函 数 等 )。 因为 
和 五 相 异 , 故 N 太 是 泊 松 过 程 。 

下 面 证 明 对 于 任意 区 间 《〈《a, 绿 C[0,1]， 增 晨 N. 也 有 参数 
为 a(b 一 a) 的 泊 松 分 布 。 为 此 具 须 证 明 对 任意 me 0,1, o 

P(N a Hm) 一 PN — m), 
HSL N AE AR MRA EE n m 
PCN, = m|N,— 2) = PON, ml N =n), 
然而 ,上 式 的 证 明 可 归结 为 证 明 
P(N {(a, 61} == m,N{(0,a]} == m,,N{Cb,1]} -= miN =s) 





和 E4 a 


Fea 


Lowe ee, H 


一 PCN{Ca,b]} —=m,N{C0,a}} = m,,N{(b,1)} 
_ m| 了 =”), 

式 中 的 m, 和 ms 是 任意 满足 m +m = m AROMA 
样 根据 N 的 定义 知 上 式 左边 和 右边 分 别 可 表 为 有 限 和 i ECs 
(ai ao) 和 SCL Fi (aya), 其 中 上 sa。 的 可 能 
值 是 0 以 和 1。 OF, EMM AB Fila, 2) 一 
F Cest, ao. A FRAEN 4 e 一 3 时 也 有 同样 的 等 式 ,为 此 
BAYE (2-6-25) RPA Alea, m, a) 一 站 HARRE eer 
91,0, 和 和 as 中 有 有 一 个 是 1 或 0 时 H garna) = OFM yee 和 
m 中 必然 至 少 有 两 个 同居 4 或 5, 这 时 Hlama) 中 至 少 有 一 
个 因子 等 于 零 ， Natt HC, 4024503) =h 

Szász (1970) AA LAA WA T EAS AR AAT a, 这 
过 程 在 任意 区 间 了 中 发 生 的 点 数 有 泊 松 分 布 ， 听 月 对 一 任意 给 宣 
HRA M, GREE nT as M) 不 相交 的 区 间 ,1 
中 发 生 的 点 数 是 相生 独立 的 。 事实 上 ,在 上 面 的 例子 中 如 果 在 Fa 
的 定义 (2-6-25) 中 用 天 一 23 邮 十 1 RB RSet 
Æ. 

PSU3EFR ARH 

RNA MFA AYE BE Ka, ŒE 
前 而 药 讨 论 中 已 经 看 到 ， 广 六 弃 次 泊 坡 过 绊 实 质 上 是 具有 平稳 独 
立 增 晤 的 有 限 值 计数 过 程 ， 由 亚 稳 独立 冀 屋 性质 可 推出 它 在 区 条 
Col 中 的 点 数 有 由 ezp{fTitTCti) 一 11) 给 出 的 概率 母 畏 效 。 如 
聚 把 增 量 的 平稳 梓 要 求 除去 就 引导 到 好 下 的 定义 

定义 2-6-4 计数 过 程 {Wuit 产 0) 称 做 广义 非 齐 次 泊 松 过 程 
(generalized nonhomogeneous Poisson process); 如 如 它 满足 下 列 
条 件 ， 

(1) PCN, 一 0 一 1。 

(2) 对 于 每 一 > OLN, HRP ARE 

Gis) — EARO (2-6-2565 

这 里 AG) 是 Ri EMER RARER, CO) 是 基 一 正 


=» AS œ 




















Re RA NLS A 
SPH, T a rRAGE AT Be EE 
TIE, PRARAEN SER -ARAR ERR AC) 的 非 齐 
次 泣 松 过 程 ， 而 在 备 个 点 发 生 时 刻 的 点 数 刚 是 租 互 独立 同 分 布 的 
正 整 数 信和 随 机 变量 ,其 共同 分 布 由 概率 母 油 数 GCs) Se. OR, 
BORE GO hl (2-6-26) BK 
GG) = exp {ACL GCs) — 1]} 


一 SEOD pet — D|} 
= |F eeir A — 1} 


= TI GiG, (2-6-27) 


式 中 GO ERA RARER mA) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 
Mt= {Mt,t 0} EXE] (0l BAR Mi 的 概率 母 函 数 . 
PERGE (Ne tS 0} 可 以 看 作 是 可 数 多 个 组 巨 独立 的 非 齐 次 
泊 松 过 程 M! 的 合 开 ,其 中 过 各 Mt 的 每 一 个 点 发 生 上 时刻 有 过 程 
A, WA Pa DAD He 

N, = SAMs, 


2-6-2 IEA SWARM RAR OR BR 
AG) = aP + bila > 0,6 > 0) AAR RMR, MRAP 
ATR BNA Ok A Bl AL, A A 
BGG), SUN, ARARIRE (0,3l AEA REKASA 
数 , 则 {Nn 0} E AA a E. ET 

GAs) = exp{(ar + 62)(GCr) ~ 17} 
= expiar G(s) — t]hexp{421GCs> — 11}. 
于 是 ,可 以 认为 迁 和 的 家 庭 有 两 个 独立 的 来 产 , 其 书 一 个 以 平 广 增 
长 速度 ar 迁 入 ，。 另 一 个 则 以 线 往 增长 速度 br EA., MORR 
的 家 庭 人 口 数 均 直 相互 独立 同 分 布 且 与 迁 人 时 河 无 关 。 值得 指 


» Bo ~= 





























ia BREAN BAR GES SSRI, 
着 GCD) HAG + H+ e+ e)a m 1/12 Ñ b = 1, 而 县 时 


闻 计 算 A fire A AE AR RABE Nj。 这 时 
Gis = exp{((2/12) + OfC6s 4+ P+ 8 4 0/4) Y, 





故 
Gus) = exp{6(s + 8 + + 5) — 24}, 
dG (5) 
ds 
= 6(49 + 3s? + 2s + Lepil + f+ fF +5) — 24}, 
从 而 


EN, == dG | — 60C A), 
dy | 


=] 


§2-7 一 般 泊 松 过 程 


如 果 在 非 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 中 放弃 对 票 积 强 度 函数 AG) 
的 率 续 性 要 求 ,我 们 就 得 到 一 般 泊 松 过 程 , 邵 相应 于 定义 2-6-1 有 

SM 2-7-1 计数 过 程 {M SO} BRR BARE (ge 
-naral poisson process) ,如 果 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) PCNo 一 0 一 工 

(D 对 于 任意 实数 上 产 0 和 s> 0, HE Nun 有 参数 为 
AQ+s)— AG) 的 河 松 分 布 , 这 里 AG) 一 EN, 是 有 只 上 上 的 非 
负 单 调 不 减 的 右 连 续 范 数 , 它 称 做 过 程 的 票 积 强度 函数 。 

(3) 有 独立 增 量 . 

可 以 证 了 明 上 述 定 多 的 一 种 等 价 形式 是 

EM 2-7-2 

(1) PCN, = 0) 一 1。 

(2) ev 是 R 上 所 有 月 限 和 多 个 豆 不 相交 的 左 开 右 财 区 间 
之 并 组 成 的 集合 域 。 于 是 ,对 于 任意 AE 有 











PCN{A} = R) | eTO AJA] ki, Rm 0,1,.**, 
(2-7-1) 
wh A{A} 是 4 的 长 度 , 即 组 成 4 的 各 区 癌 长 度 之 和 ,和 而 里 积 强 
EHAR AC) = EN, Em 1 的 非 负 单调 不 减 右 连 结 极 数 . 

注意 在 定义 2-6-3 中 我 们 只 是 笼统 地 说 -ez 由 R 上 所 有 
有 请 多 个 互 不 相交 区 间 之 并 组 成 的 集合 族 。 并 没有 有 具体 规定 这 些 
及 由 是 开 的 ` 财 的 或 半 开 财 的 。 因 为 那里 的 AG) 是 连续 的 ,由 它 
所 产生 的 弄 度 AL) 是 不 含 原子 的 ， 即 任意 单 点 集 的 4- 测 度 都 
EF, ATEEK! ENBER, 测度 At} 都 一 样 。 但 是 ,现在 
的 情形 就 不 同 了 ，4 (5 仅仅 是 右 连 续 并 不 能 保证 所 有 单 点 混 的 
1- 测度 都 是 零 。 因 此 一 个 这 间 是 否 包 省 端点 就 可 能 有 不 同 的 A- 
MURS, Sy Cl PR OA ABs .ex 中 的 集合 是 由 哪 一 类 区 间 组 成 ,在 
这 里 我 们 腰 上 嵌 左 开 右 闭 区 间 刀 取得 和 计数 过 程 定 六 一 致 ， 

上 是 外 ,类 伺 于 齐 次 和 非 齐 次 泊 松 过 程 那样 , 若 在 定义 2-7-2 的 
Stee (2p BER (2-7-1) At R 上 所 有 讼 雷 导 可 测 集 成 立 ， 我 们 
就 得 到 一 般 河 松 过 得 的 又 一 等 价 定 义 【 对 于 熟悉 测度 论 或 实 变 函 
数论 的 读者 来 党 ,这 种 等 价 性 是 亚 然 的 )。 

对 于 任意 固定 的 “> 0, ROER AD) Hs MARR 
lim A(t) 记 为 AG- BAYA RY AG) SACS ADES 


Bye, tet ACs) = AC-), H ACG) 一 ACt-) 一 a 之 0, H 
MM 2-7-1 HSE (2) REAM RRA ON, CERRY s 以 正 概 
Ee TARRE MEERMWREWRRKASRY a 的 泊 松 分 布 . 
Hal, BR. 上 的 音调 函 获 最 多 只 能 有 可 数 多 个 第 一 燃 同 断 点 
CHRR) VE AG) NBER SAE isiatt’ MENRE ow, 















































. MRE 
AKG) = pay LAC) — AG-)I, (2-7-2) 
这 是 一 个 在 5 AIRE a AEDO R ENEN., 而 
Ae) = Alt) — Ale) (2-7-3) 


ME -AEH TR UAB RE SR, TE, PA AG) 有 如 下 的 分 
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HEN: 
AG = AMG + A. (2-7-4) 
我 们 把 AG) 和 AC) 分 别称 人 散 AG) BOWSER SY Er HU 4 Bea 
AER AC) WSEAS N = IN ;了 之 中， 
WARDE ANG) 则 对 应 一 个 这 样 的 过 程 NM = {Nie So}, 它 
的 点 只 能 在 确定 的 时 刻 ha 发 生 ， 在 不 同 的 i 发 生 的 点 数 
是 相互 独立 的 ,而 且 在 时 刻 发 生 的 点 数 有 参数 为 mi MARD 
布 * 妈 有 大 个 点 的 概率 是 
PCNM{s;} = R) = ce tak {RY R= 0,1,2,7, (2-7-5) 
我 们 还 可 以 进一步 证 明 过 程 N' 和 N Se BOTY. BELA 
于 R, 上 的 任意 区 间 Ca, bl, Nia = NL— N) 和 Ni, 一 Ni 一 
Ne ETRE SB AE PRR RR 
GaC) = exp { Dals— 19} 


— ap {LA — Aa) Cs — 1}, 
(2-7-6) 
Gis) 一 exp {LA Ch) — A — 1), (2-7-7) 
TĒ, Na. = Ns — N, AOA SS A pe Be FE 
Gya(s) = expf[4 + ACS) 一 Aa) — Aa) Cs — 1D} 
一 exp{{A'(d) 一 Aa} ]{s 一 L)}exp{[ ACs) 
— Aal DD = GLC) e Gaal). 
DORAN, 是 NA FONG, SOR, RUAN EA 
个 相互 独立 的 过 程 N' 和 N* BAH, BA 
N,= Ni +N, 对 所 有 o, (2-7-8) 
我 们 把 N MRE N Is TORR 它 只 可 能 在 
确定 的 (有 限 或 可 数 无 穷 多 个 》 时 刻 有 点 发 生 ; N° AR RCE ON AY 
有 序 分 量 或 规则 分 量 ， EEIE KIA N'A HR 
PERE PAR BE AC) BRR AG) 和 连续 分 量 AG,- 
4A AEF 3) SEAS AAA ET Fe tel singular 
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Poisson process), 


§2-8* 一 般 的 无 后 效 点 过 程 


在 $2-1 中 已 经 指出 ， 点 过 程 的 无 后 效 性 和 具有 独立 计量 性 
质 是 我 们 使 用 的 两 个 同义词 。 其 些 作 者 ， 如 Kingman(1937) 使 
i 的 术语 “完全 随机 柱 ” 也 有 相同 的 售 义 ， 按 照 定义 ,前 面 讨论 过 
的 各 种 泊 松 过 三 都 是 带 有 这 样 或 那样 附加 条 忻 的 特殊 类 型 无 后 效 
点 过 程 。 本 节 将 对 一 般 的 无 后 效 点 过 程 理论 作 简 要 的 介绍 ， 

我 们 先 回 忆 计 数 过 程 的 国定 累 子 的 概念 ， 点 x € B+ PRT 
数 过 程 {Nor 之 0} 的 男 定 原子 ,如 果 P{N{x} > 0} > 0, Khir 
chin (1955) FRA REMI FM AHR. WA, t 
没有 有 重点 的 点 过 程 必 然 没 有 置 定 原 子 。 反 之 则 不 热 , 刹 如 , 广 六 齐 
次 泊 松 过 程 没有 固定 原子 ,但 它 可 以 有 重点 ， 

现 设 有 限 值 计数 过 程 IN, 0} 是 无 后 效 的 。 仍 把 A= 
EN, RHR RAE. TEBE AG) < œ 对 所 有 rE 
Re, 电 过 程 N, HERA AG) 是 R 上 的 非 负 单调 不 减 右 连 
续 函 数 , 它 在 任意 有 限 区 间 内 只 能 有 有 限 多 个 跳 蜂 点 , 从 而 在 R 
ERS RAAZ TPR SRR ton, ++ REAR 
BE o,m,---, BR ATER: > 0 有 Sacco, 如 前 


我 们 仍 用 同一 字母 Af 表示 R 上 由 ACD 产生 的 勒 风格 -斯 
蒂 阶 斯 测度 ， 它 是 局 部 有 限 的 , BD 芋 ， 上 每 一 有 界 可 测 梨 都 有 有 
最 的 4- 测度。 TRA, A AER EWE A) 的 原子 当 且 仅 当 
h 是 函数 AG) ARAKA, WANE Ain) STAA AC) Ey 
AKE AC 一 ACen), BW, RARE BW AER, 是 
过 程 {Ni; +20} 的 固定 原子 当 且 人 芭 当 » 是 测度 Ai) 的 原 
+ ADS {Nt 关 叶 的 固定 原子 就 是 它 的 累积 强度 AG) 
的 既 版 点 na 。 这 样 一 来 ,类 似 于 一 般 治 松 过 程 的 情形 ， 一 
般 的 无 后 效 点 过 程 {Ni;r 之 0} RRR AG) 也 可 以 分 


= $9 + 
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MEX VEE IP RE AG) PBR BH AKD， 相 应 地 ,过 程 1N,, r 
OF KAEA i Woes EE BR APG) 和 AM) 的 连续 分 
BOWIE) N PARI OI HRID) w+。 更 确切 小 说 ， 
FTAA Re. 

定理 2-8-1] HAR RPE AG) Wao Fe {N 
120} AR EEA Ao E N SINE, peo} 和 

= {Nj r > 0} MBI, Bh 
N= Nit N,, tied, (2-8-1) 

其 中 Nt 起 过 程 Nor 0} WAS, 亡 具 有 以 下 三 个 性 质 ; 
(1) ee JE eR ne Te PE ee Ag RR) PE 
RU UP EER, AEE R 上 最 多 有 可 列 多 个 这 栏 的 时 
ROA feta, 

(2) 在 名 个 n 发 千 的 点 数 是 相互 独立 的 ， 

(3) i& g S4O,i Sl) 是 在 时 站 5 有 七 个 点 的 概率 ， 则 
of Fh >o fe 




















>) D>) upao, (2-8-2) 


Dat Fae 
NEE {Ne 1220} MINUS a. ATER] a] 
COR, Nie = No Ni ERE SRA 


Gis) = exp [Ena 一 Xa) 1st} (2-8-3) 


fly ie BRS GOA = 0,1,2,---) RAU FHE JE: 

fi CO 是 R LER, A XC0) = 0, 

Gi) HCO ERARE CGE x, 是 不 增 外 盯 作 的 H RE 
减 的 )， 


























Citi) SHER eS > AX (2) < 00, 


Civ) 对 任意 tS os Kel 一 0。 
k=0 


注意 (2-8- 3) 式 也 可 写成 


Gi) = ow {DY RD) la Db 02-8 4) 


XR See tO EN! = AM) 和 ENS = AC), 

P LGR RI, RA AEE N 和 N 登 
Tin AO EA. Alt, (2-8-3) Be (2-8-4) sR BEGET 
则 的 无 后 效 点 过 程 的 -一 般 吉 示 。 这 就 是 说 ， 每 一 规则 的 无 后 效 战 
过 程 都 有 形 如 (2-8-3) 或 (2-8- 匀 的 概率 母 函数 ， 有 反之 ,出 (2-8-37 
或 (2-8- 有 式 给 定 的 概率 母 两 数 都 确定 某 个 规则 航 无 后 效 气 过 程 . 

以 上 论断 的 证 明细 节 及 有 关 论 题 的 详细 讨论 可 参看 Khin- 
chin(1956,a), 

下 面 著 察 一 些 前 面 曾 讨论 过 的 无 后 效 点 过 程 的 例子 

例 2-8-1( 带 时 集 强 度 2G) 的 泊 松 过 程 ) 显然 ， 这 类 过 程 
是 规则 的 ,而 且 有 


RCo) -- 40a) = | aludu, 


Xt) — Xala) = 0, A>], 
ZE cb 是 任意 实数 。 于 是 Ns KREA A E 


b 
GaC) = eof 1) auh, 
例 2-8-2 (OXF KRAAIE KLEE, E 








有 
Xle) = hipi, kel 
» No HARRAN E 


Gr) = exp {> asp, (at — D} 





£ 
d 


Fall 


= exp (È pyst 一 1). 


例 2-8-3 《一般 泊 松 过 程 》 在 $2-7 中 已经 知道 这 类 过 程 可 
分 解 为 一 个 非 齐 次 泊 松 过 程 N ATS RE ON, EA] 


« OF æ 





分 别 是 定理 2-8-1 HALE IAA) BAARS MT, AB Geek 
WPA Pot BRA ARE 
G(s} = exp{(s — DACE) — Aa) }, 
即 是 在 2-8- 和 村 式 中 有 有 
KPI — Vay = MH) — AC a), 
XC) — xla) = 0, Ofek = 1, 
我 们 再 给 出 一 个 关于 规则 却 慑 效 点 过 程 的 一 般 结 时， 
定理 2-8-2 设 有 限 值 计数 过 程 {N,，! 之 0 是 没有 固定 不 
子 和 沈 后 效 的 ， 则 存在 一 个 R 上 的 局 部 有 限 非 卡子 的 玻 雷 耳 测 
度 A{-} ,使 得 
P(A) = P(N(A) = 0) me M4, 
这 里 4 是 任意 有 界 波 雷 耳 集 ， 
证 明 令 OCA) = — log P(A), BR OCA) SO, 又 由 过 
E ON, 的 独立 增 量 性 质 知 C) EART. WEWE OC) 
的 a 可 加 性 ， 只 须 证 明 对 任意 满足 Add 和 O(4,) o 的 有 
界 波 需 耳 集合 序列 {4.} 有 OCA) 一 0。 Hy NC) 是 一 计数 
测度 和 Abb, NCA.) +0 当 n— 00, T etae PA) 
=P(N(A,) = 0)-+1 当 n->co, 这 就 证 明了 O( 4.) +0 当 
n= o, TENER OC) 是 非 原子 的 ， 因 为 过 程 N, RARE 
TRIEB xe R A 
0= P(N{r} > 0) 1 — TO, 
从 而 Q(x) — 0, 
余下 还 要 证 明 QC，》 是 局 部 有 限 的 , 这 也 就 是 说 要 证 明 对 任 
意 有 界 波 雷 耳 集 4 有 Pol 4) > 4。 假若 不 然 , 设 对 某 有 界 波 雷 耳 
BBA PB) 一 0， 不 失 一 般 福 可 以 假设 8 是 一 闲 集 , 因为 对 任 
意 有 界 波 雷 耳 焦 8, 若 以 BE ARCADE, 则 由 PAB) 一 0 可 
推出 P,(B) 一 0。 由 8 的 有 和 曾 性 及 实数 的 性 质 知 8 可 表 为 可 列 多 
个 互 不 相交 的 法 雷 耳 集 妃 ,B1,-…- 之 并 ,而 且 每 一 8。 OECD 
该 集合 中 任意 两 点 距离 的 上 确 界 J 小 于 1。 令 p, 一 PCN(B.)> 
0)。 由 过 程 N, 的 独立 增 量 性 质 易 得 























PCB) = PCNCB) = 0) =P ( Awa, = 0)) 


ami 


= [[ «-p,). 
FH RSD oF AA Ft ALA i WE 5 ERO A AE 














一 名 一 1 或 级 数 Dp, 发 散 , 在 后 一 种 情形 由 Borel -Can- 


teii ELM ABS NCB) > 0, Aik NCB) 一 ee。 这 与 
NCB) SUCRE UR PIS A SEA op, 一 1 HEER m, Y 
是 有 PCB.) = PCNCB,,) = 0) 一 0。 不 头 一 般 往 再 假 波 B,, È 
PUM, Sb wig HE SB PRI Bn BuBa, 的 本 还 小 十 
1/2, PaB, > 0, SPEAR FE, RITA 
E 18,3, CiLRA MEL: PCB.) 一 0 对 所 有 k OLB, 
WE PRMACMNARATS. SPREE ASEM rE 
By, RAT Bual BERDAN (u) E- ATEI OR 
RÆ Emu =, MG Ba ERRE MUR kA nE 
B,, ATH Bayviteds HETET NCB, IN {49}, 从 而 Pa {x} = 
im PCB) = 0, 这 等 价 于 PN > O}— 1, Bl x, 是 这 程 
w 的 固定 原子 ,这 和 定理 的 仍 设 未 盾 。 

根据 上 而 的 定理 ， 引 吾 2-6-3 FESR Re E 
可 得 如 下 推论 ， 

推论 2-8-1 没有 图 定 原 子 的 元 后 效 有 限 值 计 数 过 程 {N,， 
120} 是 非 齐 次 泊 松 过 程 当 且 仅 当 这 过 程 感 有 序 的 ， 

考虑 到 一 般 泊 松 过 程 的 分 解 定理 , 根据 定理 2-8-2 和 推论 2- 
8-1 又 可 得 到 

推论 2-8-2 无 后 效 的 有 限 值 计 数 过 程 {N,,1>0} 是 一 般 
HREIG PERE: C) 它 的 规则 分 盟 是 有 序 的 。 (2) 
它 的 奇 孚 分 量 是 一 奇异 泊 松 过 程 ， 即 它 的 点 只 能 在 某 些 确定 的 时 
Hots tts te -发生 ,市 且 在 n 发 生 的 点 数 有 参数 为 a= 


* 94 a 


























AC) 一 ACi-) 的 沟 松 分 布 , 这 里 AG) EN, BEN, OR 
FARR SK, fp ERA AG) 的 间断 点 ， 


$2-9 特征 泛 范 和 样本 函数 密度 
1. FES 


如 同 哺 机 次 最 的 统计 特性 可 以 用 特征 函数 来 表征 那样 ， 作 为 
特征 函数 的 推广 形式 的 特征 泛 涵 能 为 随机 过 程 的 分 布 规 律 握 供 完 
全 的 统计 描述 ,因此 , 它 是 研究 随机 过 程 的 一 种 有 用 工具 ，、 设 N 三 
{Nat 29} 是 一 计数 过 程 ,我 们 把 


plir) = E {exp E TOZAN (2-9-1) 
LENORE, BE oO 是 R， 上 的 任意 具有 有 界 支 
FRAN AACE Eee T, WB r> Th vm 0) 和 f= 


w 一 1， 式 中 出 现 的 积分 称 艇 计数 积分 , 它 可 用 下 式 计算 : 


0 Nr — 0, 
Vr 


| vAdN, = > vs) Nr. (2-9-2) 











eet 
现在 ,我 们 求 当 过 程 N 是 带 时 倚 强 度 AG) AAA eR E 
泛 函 (62-9-1) 的 具体 天 达 式 ， 由 条 件 期 望 的 性 质 知 


bulir) 一 be {exp Gn vAN. [Nr bean, =a) 


= P(Nr = 0) + SE {æE so] 


x P(N =a). (2-9-3) 





Nr=n } 


注意 在 和 数 DSO H, 9 BNR k AERE, BD 
kmj 

SS。 是 依从 小 到 大 的 次 序 排 列 的 ,如 果 我 们 月 随地 的 方法 抒 

这 半 个 变革 重新 排列 并 设 SooS, BERNAR, AIAR 

数 的 值 和 和 它 所 含 各 禄 加 项 在 求 而 中 的 次 序 无 甘 , 政 





= 95, 


DS? = > oS), 


男 一 方面 ,由 泊 松 过 程 的 特性 知 当 5.,………，5。 是 油 检 过 程 对 的 点 
发 生 时 间 前 一 个 随机 排列 时 ,它们 是 相互 独立 同 分 布 共 随机 变量 、 
它们 的 共同 分 布 密度 由 (2-5-16 式 给 出 。 于 是 ， 


z [eel Secs] Ne= a} 
= Eliexp| i > so) | 一 n} 


k=1 
= li Elexp |ioCs)| 
~ [cou [fsa 
(2-9-4) 
将 上 式 代 人 (2-9-3) 式 并 利用 Ne 的 泊 松 分 在 ， 我 们 就 推出 带 时 
fej RE TAS cd BS AS fC Z Bi ak 
pyCiv) = exp fe 一 Dds}. (2-9-5) 


iy AXE HS ER? Ba BK AC2-9- DRIAN s) 作 如 下 的 特 
HHE: 


1 


Ny =n 
J 





-Ü Ur 
v= a s<cligia, (2-9-6) 
0 Ta S 


出 i 
| DDAN, = Ny, 


Fuk, REN TIES OR Bh ae TER Ma m N, — N 的 特 
fi pe. KEENE, et (2-9-5 ABR RG 


dulin) = exp {| Mo 一 De 
= ep AC) — ACON — 1}, (2-9-7) 





a 96 a 





易 见 这 就 是 参数 为 | dt 一 ACW) 一 AG) 的 泊 松 分 布 的 特征 
函数 ， 

设 Coml R= mm》 是 (0,7] 中 任意 mw 个 互 不 相交 
的 区 间 ， 令 


Oy rE 《ra 
=i 其 它 情形 ， 
即 eO BERE Co] WIE a ARMEES. A 


| oan, = S Naas 
a kal 
FRI TEP BA (2-9-1) BSE BN mA Naak 一 1，……， 
m) DR A il a 
E {pt >, Nam) 一 E { ii erpi ya) 


Hi(2-9- 533 式 易 知 当 六 是 带 时 倚 强 度 Ce) te EAS E 
一 步 改 写 为 


II exp iV" alee — lai } 


(2-9-8) 





一 II E {expCiagNsy.ug dt (2-9-9) 
fe 


这 又 一 次 导出 我 们 已 经 知道 的 结果 ， 即 汽 松 过 程 有 狸 立 增 量 ， 因 
此 , 带 时 和 众 强度 泊 松 过 程 的 特征 泛 函 的 两 种 特殊 形式 (2-3-7) 和 
《2-9- 纪 完全 肇 划 了 这 类 过 程 的 统计 特性 。 贝 紫 看 出 RE 
能 为 随机 过 程 提 供 一 个 完全 的 统计 表征 .今后 我 们 还 将 会 进一步 
者 到 它 在 点 过 程 理论 和 应 用 中 的 作用 ， 


2. 样本 和 函数 密度 


现在 给 出 另 一 个 重要 的 概念 和 工具 一 一 样本 涡 数 密度 ， 它 在 
点 过 程 的 研究 特别 是 在 有 关 点 过 程 的 统计 推断 闻 题 ) 中 起 普 痢 楼 
的 作用 . 

RN = {Nor 20} 是 一 计数 过 程 , THER Om, < 了 了， 我 


+» 9f s 





们 把 
PUIN sit = THI == 人 Nuwar = 0, 
Be ons N, „o . ates), N, ran z= 1 
” (2-9-10) 
fs r -rt staon) 
=PCN rT” Sn ht (2-9-11) 
HLM ME MA weil. 


pl{Non << TH) (TI An) 


aw PCN, 7 = BE (一 和 0] 一 1， 94] 

AUR Di, AAR RA ARN 的 在 区 间 
(4. TILER EA RR EOE A BSD ES , EEE No 
= n Mite PARSER Sim h, +++, 5, 1。 熟悉 统计 
SHORES GLB, RKBKHEROONRRAATERP 
RS ALAS AGA pa. 

下 面 证 明 若 入 是 带 时 倚 强 度 AC) HARA, WE RR 
ROGE E 

PUN 6 te TH} 


[ exp( — [aoas \, Nir = 9, 





(1 a) exp( — | a@dt),N,.0 mal, 
(2-9-12) 
EAU Bak St RS aK: 
PUNto <i = TH 
= ep 二 | Modi + ("log DAN, |}, (2-9- 13) 


其 中 第 二 个 积分 用 下 式 计 算 : 


= 48 + 








0 > Nia =O 


| 
| log AG) dN, = | wr 
ty me 2 log 205, ), Ner >l, 
这 里 SG = Lye, D BIENE Go Tl 中 的 第 站 个 点 发 


生 时 间 . 
事实 上 ， BERIA n 开始 对 过 程 进行 观测 , 则 由 带 时 恰 强 
度 沿 松 注 各 的 点 发 生 轩 时 的 联合 分 布 窗 度 C2-5-18) 和 样本 哎 数 密 
E WE 2-99-10), -IDAR TEE a OM a Ca 
-LRT 





FR 
fs vss, a 1 gas ) 


= PON, 4 == ajs = fra tt Sa tah gps Chas r stp) 
= PUN, = OM ass Ch te 


= exp i- 1. unas} (II us| exp J- j rk 


一 (1 un) exp J- Pawan, 
当 Nar =O 时 结论 是 显然 的 . 

MRAP NABI, FET CUE int ea 
E An eS ee AR AC 2-9-1290 


PUN ga = n) = exp {= fT ed faoa} fa 


Se BIG H se BB 2-5-1 中 给 出 的 点 发 生 时 间 条 人 忻 分 布 密度 
fs galt “tala [Nr — s) 
a pl{Nests <#< Th] / PCN, ~ 2) 
的 表示 式 (2-5~15)。 

SPREE MT FARE PN Con ore TT 
E— Pa Ue SCA oo A. ET CLEAR 2S Snydert13 .1】， 
pisaur ao INE HOR A PBA A Bir Ab AS 
4i; 








ECPN ,nn < ST} 


“了 
= exe { | Lat) — Cet adds I (a-9-14) 


$ 2-10” 泊 松 过 程 的 机 报 


在 实际 中 , 当 便 用 分 析 方 法 对 随机 系统 进行 研究 过 于 复杂 时 ， 
大 们 可 以 利用 随机 模拟 方法 直接 求 得 所 关心 问题 的 解 。 由 于 这 种 
方法 使 用 起 来 比较 便捷 、 所 以 它 常常 得 到 实际 工作 者 的 偏爱 ， 在 
这 一 节 我 们 准备 介绍 泊 松 过 程 的 一 些 常用 的 模 报 方法 。 为 此 首先 
简单 回忆 一 下 将 要 用 到 的 某 些 有 关 随 机 变量 模 所 的 基本 知识 ， 

众所周知 ,随机 模 拱 方法 的 基础 是 获得 在 区 间 19,11 上 均 义 分 
布 的 随机 变量 的 现实 ， 即 通常 所 说 的 随机 数 ， 产 生 随 机 数 的 方法 
有 多 种 多 样 。 人 们 可 以 直接 通过 试验 来 获得 ， 但 更 常用 的 方法 是 
按照 一 定 的 程序 用 计算 机 产生 (因为 这 样 产生 的 数 实 际 上 是 按 轨 
确定 性 的 算法 算出 的 ,所 以 它们 并 不 是 真正 的 随机 数 。 但 是 ,如 果 
计算 方法 选 得 恰当 ,它们 是 确实 其 有 类 似 于 在 [0,1] 上 均匀 分 布 随 
机 变量 的 独立 最 样 值 的 性 质 ， 因 此 人 们 常 把 这 和 栏 产生 的 数 称 做 拟 
交 栅 数 或 多 随 机 数 )， 目 前 ,已 有 许多 产生 说 随机 数 的 程序 可 殿 俐 
用 .此 外 ,还 有 人 把 用 各 种 方法 产生 的 随机 数 编 制 成 表 , 用 起 来 也 
It, 

— RR, (ERD T ASL BET h EO, 1) 95953 Th OL 
SUTRA RRS. BURR A AREOLA X AED A 
数 ,而 0 是 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 则 变量 y= FU) 
HAAA F, RP" BPO, Ro Pik A 
È faum BELO, LES) 55) AAALAC, Woo AG F ARELES x, 可 
由 方程 



































“= 全 fle)dx (2-10-1) 
PH. Aan, (ORJ [4,6] 上 均匀 分 别 的 随机 数 x; 由 


~“ 100 * 


r; = a + (b— a)n, (2-10-2) 
给 出 . 〈22) 参 数 为 和 的 指数 分 布 的 随机 数 x, 由 
x; = —log(l — #;3/2 (2-10-3) 
给 出 。 因 若 m 是 [0,1] 上 均 名 分布 的 随机 数 , 则 1 一 亦 然 。 故 
上 式 又 可 写成 
x; = — log wll. (2-10-4) 
AROMI EE aT ACO, JESA PL , 
Pin ERER aE 0,1,2, RR 是 
as KOA {pi】 的 随机 数 x; FOIE SOS 
“u 由 下 式 确 定 : 
x 一 此 Daces ye (2-10-5) 
KH A=0,1,2,°°'M p= 0。 特别 地 , 对 于 参数 为 1 的 为 松 
EAA pp 一 ee Mt RPAH p 值 代 人 (2-10-5) 式 即 可 
著 得 泊 松 分 布 的 随机 数 。 


1. FURIES 


分 中 从 齐 次 泊 松 过 程 的 点 闻 间 距 特 性 和 点 发 生 时 间 的 条 件 分 
布 出 发 ,人 们 很 自然 会 得 到 如 下 两 种 模拟 方法 . 

方法 1 根据 定理 2-1-2 知道 ， 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 的 
ABAE 了 sm 一 1, 2 》 是 相互 独立 问 分 布 的 随机 变量 ,它们 
有 参数 为 1 的 报 数 分 布 , 邵 对 任意 e o, 

P(T, Sr) mle, n= Leyes, 
基于 这 一 事实 就 可 以 通过 下 列 步 又 得 到 这 样 的 齐 次 汽 松 过 程 的 现 
实 ， 

让 令 5 一 了 和 ww 一 0. 

Gi) HF s= 1,2, 

(a) 利用 计算 机 产生 或 从 随机 数 表 查 出 在 [0,1] 395999 Hi 
的 随机 数 i, 

(b) FÆR n = — log 4;/A, WFC 2-10-49 AA n; 是 参数 为 
1 的 指数 分 布 随 机 变量 的 一 个 现实 。 





Ce) & 5 一 3 十 二 WW {S = 1,2,-°°} 就 是 我 们 所 要 
RUM Rie tS, AE S 是 过 程 的 第 PR 发 
+: BY iB. 

方法 2 这 一 方法 的 焦 据 是 定理 2-2-1, BERETE 
T >0, 若 已 知 强 度 为 2 的 齐 次 泊 松 过 程 在 区 间 (0,T] Laat 
Re Wx s PARE AEN TA] S, SL ae PE COLT) 上 

434) 46 OR TEAL SE ACK FP eT BA I OTe. TERA] 
以 用 如 下 方法 得 到 过 程 在 (0, 了 ] 上 的 一 个 现实 . 

Gi) 选 定 T > 0, 用 前 面 介绍 的 方法 或 其 它 方法 产生 套数 为 
AT 的 沪 松 分 布 随 机 变量 能 一 个 现实 x. 

Gi GE LEAHY r= n, n 着 某 一 正 整 数 ， 独 立地 产生 
n 个 在 [0,11 上 均 名 分 布 的 确 宙 数 nye, ER ORES 
到 大 的 次 序 排列 得 Oa) <i eee i E La RD (is el 是 
fa- eI AP REAP, 5, = Ta; Gm lees, 
#44), 我 们 就 能 够 以 5; 作 过 程 的 第 i 个 点 发 生 时 间 而 得 到 这 过 程 在 
KE 0,7] 上 的 一 个 现实 {5;,i 一 nh 

一 般 说 来 ， 方 法 ? 和 方法 1 相 比 有 较 高 的 速度 ， 但 这 是 要 付 
出 代价 的 。 首 先 , 它 要 求 模拟 消 栓 随机 变 地 。 贡 次 ,为 了 储存 区 间 
(6,7) 上 的 ( 瑚 机 ?点 数 , 需 要 占用 计算 机 更 多 的 认 忆 单元 . 








2. 非 齐 次 泊 检 过 程 的 模 氢 


RUT POR TSO ROA Cee 
定理 2-6-2) ARAN RU ES (SB BER 2-5-1, 这 只 限于 
存在 强度 1G) 的 情形 ), RID TS Le 1 和 方法 
2 FARR. BEER EAA IR EAA a E, 
我 们 将 着 重 介绍 其 它 两 补 不 同 的 方法 。 

方法 3 根据 定理 2-6-1 和 推论 2-6-1, 我 们 知道 任 一 非 齐 次 
汽 松 过 程 部 可 以 经 由 对 单位 强度 的 齐 次 泊 松 过 程 作 一 时 间 尺 度 的 
变换 而 得 天 ， 因 此 ， 如 时 已 经 获得 单位 强度 的 齐 次 泊 松 过 程 的 现 
实 。 则 只 须 对 它 的 点 发 生 时 间作 一 变换 就 得 到 韭 齐 次 泊 松 过 程 的 
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现实 。 下 面 给 出 这 方法 的 上 共处 做 法 。 假 姐 我 们 要 寞 投 的 非 齐 次 泊 
检 过 程 IN,,: = 0} 的 累积 强度 珊 数 是 AG), 

Gi) 用 方法 1 或 方法 2 产生 单位 强度 齐 次 泊 松 过 程 (Mi 
0} 的 一 个 现实 {sf ,i 一 1,2,---} ,这 里 of 是 这 过 程 的 第 个 点 
发 生 时 间 。 

GD 令 s= ACS), WRF {557 一 1，2,*…*}》 ABE 
的 一 个 现实 (点 发 生 时 间 序 列 ), 而 及 N, = 时 -onto 对 任 
Bros 20, 

hr Be8 UF BE BL RR BR RAE 
布 卫 的 连续 随机 变 插 的 现实 可 用 分 布 了 的 反 通 数 FO 对 [0,1] 上 
均匀 分 布 的 随机 数 作 变换 而 得 。 它 的 原理 简单 ,易于 掌握 ,而 且 有 
时 还 能 利用 一 些 已 有 的 标准 结果 ,但 是 ,这 方法 的 最 大 缺点 是 ACD 
的 反 永 数 常常 且 很 复杂 其 至 不 能 写 出 明显 的 表达 式 ， 从 而 又 要 对 
此 作 数 值 计算 , 因 此 效率 不 高 。 

下 面 介绍 映 一 种 概念 简单 而 效率 又 较 高 的 模拟 方法 . 

方法 4 这 方法 适用 于 带 时 位 强度 的 泊 松 过 程 . 设 N' = (Ni, 
BOOM 一 1,2) SRR 1G) 的 泊 松 过 程 .如 果 满 足 条 件 : ANE) 
< Mt) 对 每 一 上 30， 则 由 定理 2-5-5 知 过 程 N' 可 通过 对 过 
E ON? 的 点 作 随 机 选择 而 得 。 基 于 这 一 事实 就 得 到 如 下 的 利用 较 
简单 或 已 有 有 的 过 程 M 的 现实 获得 欲求 的 过 程 NSLS Ae 
He, BaP RE: 

G) AHENATA PERLE N 的 现实 {5,i = l, 2, 
…}, 这 里 of 是 N? 的 第 7 个 点 发 生 时 间 ， 

Gi) 对 每 一 站 一 1,2,-…, 独 立地 产生 在 [0,1] 上 均 名 分 布 的 
随机 数 m m; S VOD ICD) URRA 1 BMSHE. 

(iii》 设 被 保留 下 来 鸭 点 按 从 小 到 大 的 次 序 排列 为 ” 筷 ,，………， 
由 $ hod, HES EEM k, M {人 ,万 一 1,2,"…*} 给 
出 过 程 N! 的 一 个 现实 . 

KHER ATE EAR VO. DEE 
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A) — [Vode 的 反 明 数 较 易 确定 的 情形 。 例如 当 a) 有 
上 界 时 可 取 C) = 2° 一 supa'(e), 又 如 在 例 2-5-2 的 医院 管理 
问题 中 ， 人 们 常用 带 时 科 强度 o = epia + mt 十 四 下 十 
K sin (wot + 9)} 的 泊 松 过 程 描述 医院 中 一 些 需 要 特别 护理 的 病人 
的 一 现 , 这 时 要 写 出 “四 ( 的 反 函 数 是 困难 的 ， 但 可 取 VG) 一 
exp{a + K+art+oa} 与 UG) he, BOA UG) 所 CD) 
和 OF) 一 exp{K[1— sin (az -+ 071}. 

显然 ,这 种 随机 选择 方法 的 效率 可 以 用 被 舍弃 的 点 数 来 衡量 . 
Se AS ,效率 就 越 低 , 易 见 合 弃 点 数 随 比值 
LAIT) 一 AGO)1TAKT) 一 AC0)] = | Mae /\ eras 
WAIN KB (O.T) ERE HOM, ECD W 
选 得 尽 可 能 接近 1O). 

还 应 当 指出 , 当 XD at, BD (NY, 2220} 是 一 齐 次 泊 松 
过 程 ;而 且 已 知 e) 的 下 确 界 为 4 时 ， 著 在 模 氢 过 程 中 已 经 产 
生 了 询 习 和 分布 随机 数 oo, WG vw Sasa 时 车 一 定 被 保留 ， 这 
时 就 不 必 计 算 UG, 而 且 还 可 以 把 444;/14 当 作 下 一 个 均匀 分 
ATURE na 来 使 用 ， 事实 上 ， 对 任意 介 于 0 和 ! 之 间 的 实数 














By 
PCat fA E rl LA") 
= Pu, Arja * P Cu; < a1") 
= (ax/a*)/Ci/a*) = x, 
PRT LU RRA. 


3. — AT HH A 
EE, BERTE N 一 {N3 SO} RRR AG) 是 
A PEAUIE SATA ROB. WRA $ 2-7 中 所 指出 那样 ，447) 
可 以 分 解 为 连续 分 是 AG) MKO Ae), FER, ENA 
以 表 为 两 个 相互 独立 的 过 程 N 和 N BN, Eh N 是 以 
+1046 

















AC 3 ERRE OIE eR, ON? 则 是 一 个 这 样 的 过 
H TEN AR FL EE ME ott 发 人生， 在 不 加 的 大 发 
生 的 点 数 是 相互 独立 的 ， 而 且 在 时 亡 Ci m= 1, 2,--°) AERA 
KAER a KIS (2-7-5). RRB h, ete 和 ms, 
az ST ARE AR ACO PRE RA OS 
根据 上 述 ,我 们 不 难得 到 RAR AP UR, 

Ci) 利用 (2-7-2D 和 C2-7-3) 式 求 出 案 积 强度 AC) 的 连续 分 
BRAC) MARDE AG). E 


MG = SS LAG) ACH 


ACD = ACE) — ACH, 

Gi) AIRBUS AME rE RA RR Ae) 的 非 F 
RARER M 的 现实 。 

Gili) LETS YES PORE MRL (OTT AC 的 每 ~ 站 
Ba a ST, HO ROR MBSR a Cee AG) AKA y WREE) 
的 浪 松 分 布 随 机 变节 的 现实 sa FART AIK Guno 就 确定 过 
fe NM BEI (0,T] 上 的 一 个 现 交 ,确切 地 说 ,由 

TT Yan, OS ST 


定 尽 的 函数 给 出 计数 过 程 N 在 区 间 《9,7T}] 上 的 一 个 现实 
Civ) 最 后 ,根据 次 系 式 
N: =N +N! 
将 已 求 得 的 N 和 N! 在 区 间 《0,T] ERA BIRR 
一 般 泊 松 过 程 N 在 (0,T] 上 的 一 个 现实 。 


4 MARR RR 


现在 著 碟 由 定义 2-6-4 fe BRI SER, 
一 般 地 ,广义 非 广 次 沪 松 过 程 可 以 看 作 是 这 样 的 点 过 程 , 它 的 点 发 
AAT RY RARER AC) 的 非 齐 次 入 松 过 程 确定 ， 而 在 各 个 局 


„10> 











Be Ae Bt AIA R RE A ee Uf 2 fe FTE BLE Ek, KE 
LAU SE E AE A Be 


G(s) = > Pst 
bed 


因此 ,我 们 可 以 对 广义 非 齐 次 泊 松 过 程 N = {N > 0} 按 如 下 
步骤 进行 模 氟 . . 

(1) 遂 预 先 选 定 的 观测 区 间 是 (0,T]。 利用 前 面 介 绍 过 的 方 
法 产生 累积 强度 为 AQ 的 非 齐 次 泊 松 过 程 在 区 间 (0, T] 上 的 
现实 {h KE n 是 这 过 程 在 区 间 (0,T] 中 的 第 主 个 点 发 生 时 
ial. 

(2) 对 在 上 一 步 求 出 的 每 一 0 独立 好 产生 离散 分 布 {pr} 的 
随机 数 n. ERAR Gom) 按照 时 间 响 序 排列 就 得 到 广义 非 
齐 次 泊 松 过 程 克 在 《0, T] 上 的 一 个 现实 。 如 果 这 现实 用 计数 的 
形式 给 出 , 则 可 以 写成 

pa) = >) 


idigi 


§2-11 泊 松 过 程 的 检验 








在 实际 应 用 中 ,人 们 常常 对 他 们 感 兴趣 的 现象 进行 观测 ,然后 
用 某 种 概率 模型 拟 含 所 得 的 观测 数据 ， 并 且 根 据 这 些 数据 对 不 能 
直接 观测 的 模型 参数 作出 统计 疮 断 ， 从 而 能 够 对 被 研究 现象 的 绕 
计 特 性 有 一 个 较 全 面 的 了 解 ， 当 然 , 这 时 要 有 一 个 前 提 , 即 被 研究 
的 现象 和 使 用 的 概 谈 笑 型 点 该 是 相 适 应 的 。 换 句 话说， 收集 到 的 
观测 数据 应 确 能 合理 地 用 被 选取 的 寞 型 来 模拟 ， 这 就 是 一 个 统计 
检验 癌 题 。 尖 我 们 选用 齐 次 泊 松 过 程 作 模 型 时 ， 可 以 利用 前 面 已 
经 得 到 的 有 关 这 类 过 程 的 一 些 特性 进行 检验 .下 面 就 介绍 几 种 灌 
用 的 简单 粒 验方 法 ， 

(1) 我们 已 经 知道 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 在 任意 长 度 等 于 
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+ PDK A EEO SAA u STE ATO A So RY 
数学 期 望 和 方差 是 相等 的 , 改 它 们 的 比值 等 于 1， 于 是 ,人们 常常 
AAR Bes ee et Ree A 
AL MUIR TE BS BR Ee RT De Er 
tee RELA RE AAA BS ALY AS, 2 
后 看 看 这 了 丙 者 的 比 秆 是 否 接近 1, mR 1 BRE. 
RITA SEAT (eA eR a ER EE (ER, 
aA 22 Be BR POL 时 我 们 说 被 观测 的 点 过 程 下 fa 
FKE e, DORMS AR EES RIBAS 
PAM, Aiki eet AF 1 AN PRT ie ae LE tase ec es 
过 程 ， 这 意味 着 被 观 调 到 的 点 发 生 更 象 比 并 次 泊 松 过 程 更 分 葵 。 
C2) 我 们 可 以 利 甩 如 下 的 数 度 指标 检验 祖 松 过 程 的 时 间 齐 次 
HE. H om, com ERLE E NGIA PRR, #5 一 (zn 十 
toe a/R RRR, Fi, it 


d = > (nm 一 aya (2-11-1) 


FILA FA SRA k PL OR AAT 2 Ra A a 
体 ， 已 经 知道 当 这 有 个 观测 值 确 是 来 自 同一 汝 松 总 体 时 ， 家 由 庆 
为 下 一 了 的 Y 分 布 基 统 计量 4 的 一 个 很 好 的 渐 近 分 布 ， 因为 齐 
次 泊 松 过 各 具有 时 六 性 村 ， 盈 车 把 观测 区 间 分 为 万 个 有 相等 长 度 
p= T/k 的 子 区 间 时 ， 则 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 在 这 多 个 区 间 
上 发 生 的 点 数 都 有 参数 汐 am hz 的 油 松 分 布 。 如果 我 们 记录 到 
过 程 在 这 起 个 子 区 闻 中 发 生 的 点 数 是 mye ey ms 则 可 以 利用 由 
Q2-11-1) 式 给 出 的 散 变 指标 对 过 程 是 强 谋 汐 4 的 齐 次 泊 松 过 程 这 
一 假设 作 统 计 检 验 、 

(3) i (Na «2 0} 是 强度 为 1 RK, Wee 
E Nr 一” 的 条 件 下 ， 在 《0, T] 区 疗 上 的 # 个 点 发 生 时 间 S, 
oS. 和 于 个 在 《0, T 均匀 分 布 的 独立 随机 变量 的 次 序 统 填 量 
有 相同 分 布 , 因 此 ,我 们 也 可 以 通过 检查 驱 油 到 的 点 发 生 时 间 是 否 
有 在 观 油 区 闻 (0, Tl 上 的 均 名 分 布 来 验证 齐 次 泊 松 过 程 模 型 的 合 
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理性 ， 当 观测 到 的 点 数 # 比较 大 时 ， 根 据 中 心 极 限定 理 知 个 在 
O, Ti 上 均匀 分 布 的 相互 独立 随 汰 变量 之 和 本, = > 5， 近似 


t= 
地 有 正 态 分 布 ， 其 均值 和 方差 分 别 是 
ET, = akS, = Tf? €2-11-2) 
和 
VarT, = 2VarS, 一 2T#/12,  (4-11-3) 
FH, AEDES KES A I5% 99S 时, 柯 应 的 置信 区 闻 
分 别 是 


(一 1.96 J T/2, (2 + nsej) T/2] (2-11-4) 
(a 250%) 7/2, (a+ 258 VS) 772], G11-5) 


这 就 是 说 , 淄 了 。 的 观测 值 落 在 出 (2-11-4) 式 [或 (2-11-5) 式 ] 给 
出 的 区 间 中 时 ,我们 就 在 相应 的 显著 性 水 平 0.0 玉 或 0.01) 接 受 被 观 
渡 的 点 发 生 现象 是 齐 次 汽 松 过 程 的 假设 . 

(4) 设 {Se nel, 2, 0} 是 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 
{Nf 20} PR RAMA, WARE 了 。 一 Se 一 Sie = 1， 
2,.……) 是 相互 独立 的 参数 为 1 AD SAL et, ATA 
利用 这 一 间距 性 质 检验 观测 数据 是 否 与 齐 次 泊 松 过 程 模 型 有 显著 
差异 ， 有 具体 做 法 是 利用 数理 统计 中 的 标准 六 法 《例如 ,斯 米尔 谱 夫 
- 柯 尔 莫 困 洛 夫 检 验 》 将 由 观测 数据 给 出 的 一 系列 点 间 闻 距 iT,} 
所 确定 的 经 验 分 布 与 参数 为 4(4 可 根据 观测 数据 算出 的 估计 信 ， 
具体 的 估计 方法 参看 $ 2-12) ATER EMA REE. 

G) 齐 次 泊 松 过 程 路 了 具有 于 型 氟 到 的 点 癌 辐 距 {Ts} 的 独 
THES ATi. ABS yam N, 一 Nae M 
序列 {yn n= i, 2,0) 是 相互 独立 同 分 布 的 泪 松 随机 变量 序 
列 ， 区 可 以 通过 秀 察 (T, 或 {7。} 的 相关 性 质 检验 这 两 序列 各 
自 的 独立 性 。 这 种 独立 性 检验 的 一 般 方法 可 大大 第 三 章 关 于 更 新 
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sot FE EIE yh r EB AS ES Ee RBS AA 

应 当 捐 出， 上面 介 绍 的 检验 方法 都 只 是 从 其 个 方面 对 齐 次 沪 
松 过 程 模 型 的 合理 性 进行 检验 .在 实际 工作 中 不 能 仅仅 根据 一 .两 
个 方面 的 检验 就 简单 地 作 冉 这 种 模型 是 符合 理 的 判断 。 我 们 应 该 
尽 可 能 从 多 方面 进行 检验 ,并 对 检验 结果 加 以 仔细 的 比较 和 分 析 ， 
然后 再 从 中 得 十 较为 符合 实际 的 结论 ，。 


§2-12 沪 松 过 程 的 参数 估计 


从 这 一 兹 开始 ,我 们 假定 党 松 过 程 是 观测 数据 的 合理 模 苞 ,在 
这 前 提 下 分 别 讨 论 烧 型 参数 的 估计 和 假设 检验 问题 . 

在 对 一 个 点 过 程 进行 观测 时 ， 通 常 使 用 如 下 两 类 收集 数据 的 
形式 。 第 一 类 是 把 观测 的 区 间 (0, T) 按 某 种 原则 分 为 若干 个 互 
不 相交 的 子 区 闻 (04), G.4],-775 ey 一 了 ,然后 记录 在 每 
一 个 这 样 的 区 章 中 发 生 的 点 数 momot ty RO A E 
直方 图 数据 。 显 然 ,由 直方 图 数据 形成 的 计数 率直 方 图 

Cnil Cr 一 tiad Gi; RaM 一 1 Å) 
是 强度 函数 iG) 的 一 个 常用 而 又 简 单 的 估计 。 

直方 图 数据 副 掉 了 可 能 包含 在 被 观测 点 过 程 的 点 发 生 时 人 间 内 
的 关于 参数 的 任何 有 用 信息 ， 因 此 , 如 兴 把 在 (0:T]1 中 发 生 的 点 
数 以 及 这 些 点 的 发 生 时 间 , 亦 即 把 整 个 计数 轨道 {N,,0 1 ST} 
SAR Fk, RATES TNT RBA BES RTS 





k +s a 0 + t 


就 是 re 类 数据 形式 . 

我 们 首先 讨论 基于 观测 数据 的 参 笋 估计 向 题 ， 侧 且 注 意 力主 
RRS RAMA. 

1. 齐 次 泊 松 情形 

齐 次 泊 松 过 程 N = {Nyt 20} 在 绕 计 上 可 以 用 它 的 唯一 参 








数 , 即 过 程 的 强度 1 表征 ， 由 于 观测 方法 不 同 ,得 到 的 数据 形式 也 
AR. FRO RRS RE Ae 的 估计 。 

C1) 固定 时 间 区 向 上 的 连续 观测 数据 

设 在 一 于 定 的 时 间 区 间 (0,T1 对 过 程 导 进行 观 浏 ， 假若 在 
《90,T] 中 总 共 观 测 到 Nz TRB, CIN REN ARR n, 
fag tt ate 于 是 ,了 ， 一 Fy 一 5 一 12 0) 可 以 
奉 作 是 参数 为 的 指数 分 布 戎 机 变量 的 WwWz 个 独立 观测 。 因此 ， 
这 Nz PRR pee 


log | iarem [一 = T] expl—4(T 一 ar] 





=N,logi — AT, (2-12-1) 
BEAM 1 RS RSE ST SR ARR 1 KR tt 
i= N/T., (2-12-2) 


HA Ny 有 参数 为 17 WAKE, HBB FU)—2 和 
Var(aA) 二 4/T， 可 以 进一步 证 明 1 BR LAA. 

(2) 随机 区 间 上 的 连续 观测 数据 

如 果 我 们 从 +: 一 0 开始 对 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 入 进行 观 
BU, fp IIR BERR mw PEER Mb. KI 加 基 预 
先 选 定 的 正 整数 ， 设 这 m 个 点 发 生 时 间 是 tot tt Fan FO 
ROC AMR OLE BD nm PRO Ti = a, T= 
h= hytta E g T ia T Faa MRAR E 

log {Ase 47} = «Joga — aT, €2-12-3) 








if T = > T,. BMA Re 1 的 最 大 似 然 估计 是 

l- golT, (2-12-4) 
AATE m 个 相互 独立 的 参数 为 1 的 指数 随机 变量 之 和 和 ， 夏 它 
有 密度 为 





AC Aste te 
(m,— 131 
a4 Ai. 由 附录 五 的 密度 变换 公式 〈4-5-9)》 算出 随机 变量 


llie 


fríe) = > tO (2-12-5) 





U=1/T 的 分 布 审 麻 是 
we l Afat g Mw 
folu) wt 《nm 一 D! + «> 0, 
we | Lata tele ie 
E(1/T) E i (nm 一 D dn 
一 全 A AG) te” dv 
ov Cm le 
-| å 1 ip Waa 
ml {wn 2)! 


一 一 一 (2~12-6} 


ap— i" 
ERE OS ESR Cae ete Fim 一 2)1 EE A 
r(i,a,— 1) HERAA, RB SP, AC 2-12-49 C2-L2- 
6) iz fs 





ECA) = MECT) = mAn 1), (2-12-7) 
RENEA- -ATA mAAR 
A= Cm 一 Lai my, (2-12-8) 


BBE aA AEREI 我 们 还 可 进一步 证 明 i 是 的 一 个 
BLAST. 利用 类 似 于 求 E/T) 的 方法 可 推出 当 
m >> 2 BP AT 





Varli) = 4 (Cm — 2), (2-12-9) 
Pm i Peat. aoa aa 4p Ape me A 
附录 三 ) 易 知 247 有 自由 魔 为 2m 的 公分 布 ， 据 此 即 可 构造 4 
的 置信 区 疗 。 设 给 定 了 显著 性 水 平 a, 令 a 和 5 是 由 
PO Za) ~ PCM, > 一 人 (2-12-10) 
确定 的 两 点 。 于 是 有 P(e < 247 < BD=PlaliT <4 < 6/27) 
=1 — e, BD Ca/2T,b/2T) 给 出 4 的 一 个 (1 一 az)100 多 的 置信 
RA, 
(3) A-E ASB BLA A ET TR 直方 图 数 
fa. 


«ile 





设 在 了 时刻 a <--> oo, 对 过 程 丸 的 取 值 进行 观测 竺 到 
Na Fes Ny, = Tm’ 这 里 m 是 预先 给 定 的 正 整 教 ,观测 
时 间 ,ea， 是 哺 视 的 ,它们 由 如 下 方法 确定 : r = rg — Pei 
(A= bo amo 一 0) 起 相互 独立 同 分 布 的 随机 变 最 ,其 共同 分 布 
密度 是 f(z18), 而 且 这 分 布 与 过 程 入 又 是 独立 的 .于 尼 ,z4"=x54 一 
tog, Ch Lette) 是 过 程 N 在 长 为 n 的 区 间 中 发 生 的 点 数 . 
这 时 ,我 们 的 观测 分 现 步 进行 。 首先 , 按 密 度 f(t19》 由 随机 抽样 
确定 证 ,Tm 然后 在 点 Op Ty My eb ee, 对 
N, 的 值 进行 观测 。 易 知 在 给 定 rotista EEF, RARE 


log {HI Lente ary) /zal]} = Kloga— aT > 《ri el， 
(2-12-11) 


其 中 Kx, 是 在 长 为 了 一 rs。 的 区 闻 中 发 生 的 点 数 ， 由 此 易 
得 1 ASE EEE DUA fit 


i= K/T, (2-12-12) 
在 给 定 T 了 的 笨 件 二， 合计 C2-12-12) 和 1) 中 的 估计 2-12-2》 


有 同 祥 的 性 质 ,内 不 过 这 里 的 的 无 条 件 分 布 除了 依赖 于 天 外 也 
RMT 了 ,从 而 与 密度 AOI WERAK. FEMA fja) 
的 两 种 特殊 选择 说 明 这 一 点 、 
情形 1 BELG) be "> 0, 色 有 套数 为 9 的 指数 
Sh. BATHS OM m MNES A. 这 时 由 42-12-2) 和 
2-12-9) 式 不 难 求 出 
ECi) = ELECL|IT)Y] =a, {2-12-13) 





Varli) = ElVar(A|T)) + VarlLECAlT)] 


-E [žl 十 Var[i] =å [| (2-12-14) 


这 表明 可 以 通过 适当 选取 8 使 得 1 有 我 们 所 党 要 的 准确 度 。 A 


为 了 “SMB STG Orm) k ET = 19.. 车 把 7 (4 D KS 


* kids 





为 imi 一 DIET) 时 易 见 对 于 大 的 m 值 有 
Vari) ww AJET. 
情形 ERA n= h, e+, oy = mh 观测 NN,， 其 中 
k 是 任意 选 定 的 正 数 ， 这 时 mA 对 所 有 大 一 1， ，m 和 
Tank 是 固定 的 ， 于 是 , PRESB, Ba 的 最 大 似 然 
估计 是 4 一 Nz/noh, CERF HANDED EG) = 和 
Varli) == af ma, 





2. 非 齐 次 泊 松 情形 

设 非 齐 次 泊 松 过 程 N = {N 6 > 0} 有 强度 b0), KEE 
强度 写成 we) 表示 它 是 MIMS, bbe 是 到 值 于 蘑 一 空 
闻 扫 的 未 知 参数 。 我 们 的 估计 问题 是 要 利 月 对 过 程 叉 观测 得 到 的 
数据 去 估计 参数 9， 当 强度 LO) 的 形式 为 已 知 时 可 以 利用 最 大 
似 然 估计 : 设 在 一 连 串 不 相交 的 区 间 (nl Casals oo) Cees 
n) 中 观测 到 过 程 NN 发 生 的 点 数 分 别 是 momon. FRE 
非 齐 次 泊 松 过 程 的 性 质 易 知 当 给 定 9 时 ， 得 到 过 程 NN 的 如 上 观 洲 
值 的 概率 是 
PCN = ms i lpi RIO) 


= I Int) (Vo ox) dx y" exp [- roads |, 


at 








(2-12 15) 
Bsa be FORT BOR A PRK 
+ tt x 
KO) = — [toar + D mog (|" asear), 
(2-12-16) 
å 


其 中 了 一 Dos, 参数 8 的 最 大 似 然 估计 就 是 在 满足 约束 亲 H 


GEO 之 下 使 得 I0) ABA 0 fa. 
下 而 分 别 就 AC 的 黄种 特殊 形式 给 出 8 Kime ATR Air. 


+ 了 全 上 各 = 


GQ) 带 有 尺度 因子 的 强度 


UC) 一 9G), 20), a) Et HARK, Mi 
9 > OWE RAM RAAT. ht, (2-12-16) ka PBR: 


T 
KO} = —8 | lx)dx + Nrlogd 
+ A 
+ 及 togi f, pz)dz|， 《2-12-17》 


t 
其 中 Nr = Son EARE OO, T] 中 观测 到 的 点 数 。 于 是 , 9 


i=. 


的 最 大 似 然 估计 是 。 F 
a Nr ps) ds ) ， (2-12-18) 
易 见 RR mooom 之 和 效 以 及 芽 , 但 与 mov, 各 
别 的 具体 值 无 淮 ， 当 a) = 1 开交 是 强度 为 8 的 齐 次 沂 松 过 程 
时 ,C2-12-18) 起 简化 为 (2-12-2) 式 ， 
可 以 证 明 ， 估 计 6 是 无 凯 的 和 充分 的 ,而 且 它 在 利用 直方 图 
数据 作出 的 所 有 估计 中 有 最 小 方 郑 。 





(2) 带 有 洋 后 常数 的 强度 


这 样 的 强度 形 邵 
lle) = w(t — O) ias (2-12-19) 
其 中 8 ERGER. TARORA RN GEER DH SB 
到 这 种 形式 的 强 魔 。 这 时 ，pCt) RRP REM, L ERE 
子 发 生 率 。 我 们 的 目的 是 要 估计 和 参数 日 ,为 此 假定 如 为 已 知 。 T 
EE, (2-12-16) ABR 


T 
KO) = — | Lala — 8) — hldr 

















+ ("tow us I + wldN,. (2-12-20) 
当 了 足够 大 时 ,可 以 认为 我 们 已 经 获得 所 有 URN Hie S REE, 


ella. 








内 此 上 式 右 六 的 第 一 项 实际 上 与 9 无 关 ， 故 可 不 必 光 虚 它 ， 这 样 
一 来 ,为 了 求 得 9 的 最 大 似 然 合计 6 我们 只 须 确定 使 得 
log [ ulr — 6) + haN, (2-12-21) 
达到 最 大 的 6 信 。 
可 以 证 明 , 这 样 得 到 的 最 大 似 然 估 计 6 WEE MER 
分 的 ， 





§2-13 浪 松 过 程 强度 的 检验 


在 这 一 节 我 们 讨论 非 章 次 泊 松 过 程 N = {N,yr 0} EY ft 
强度 AC) 的 统计 检验 问题 ， 

首先 ,我 们 考 雹 一 种 简单 的 情形 , 即 对 形 如 AD 一 ne ”的 强 
度 中 参政 8 的 假设 Hy: 8 一 0 作 检 验 。 这 实际 上 是 检验 过 程 N 的 
et. SHWE H: 8 > 0。 我 们 已 经 知道 当 A, HRN 





程 是 齐 次 汽 松 过 程 。 因 此 ,在 假设 H 之 下 , 太志 是 # 个 (0,T] 





上 均 名 分布 的 独立 区 机 变量 之 和 ,这 里 5,… ,1 是 过 程 在 (0,7] 
中 的 = 修 点 安生 时 间 。 对 于 大 的 #4, 统计 量 











aT 
2 2 
r j» 
N12 


EesniEa N(0,1) 分 布 的 。 当 给 定 了 显著 性 水 平 “ 后 , Sa 
正 态 分 布 卷 确定 《1 一 a)100% 的 置信 区 间 并 据 此 对 是 否 接受 假 
设 M, (ELE. . 
RTE BMRB ANNARRA H MERE N H 
HAEE ERER E, ARE miT ETE AAA A 
BT DL a A AC SBE, APENE ee 
E: EKK (0, T] 对 过 程 六 进行 观 蛮 并 得 到 数据 Dr CRIN 


站 

















一 个 这 样 的 程序 称 做 一 次 试验 ), 这 里 Dr 可 以 是 直方 图 数据 或 计 
SUG BUR, Wa OR MS AR H, 和 
和 的 项 个 基本 机 珂 中 的 -一 个 支配 。 现在 机 求 根 淆 观测 数据 判定 
0 AA, 中 哪 -一 个 是 起 支配 征用 的 基本 山 理 ， 这 时 有 四 种 可 能 
的 结果 
a) 当 








Hf。 是 支配 机 理 时 判断 Hs 

(2) 4H, AOL Al H; 

G) 3 H 是 支配 机 理 时 判 央 Ho; 

(4) 当 H, SEACH PT H. 
结果 (1) 和 (C4) 是 正确 的 判断 。 结 从 (2) 和 (3) 是 错误 的 判断 ， 在 统 
计 学 中 分 别 把 它们 称 做 第 一 类 错误 和 第 二 类 错误 .假定 我 们 按照 
由 时 斯 准则 选 定 判 断 策 略 ， 这 就 是 说 我 们 采取 的 判断 策略 依赖 于 
这 些 结 果 的 相对 重要 性 ， 而 这 些 重要 性 又 通过 每 一 可 能 结果 招致 
的 支付 来 表达 。 我 们 的 判断 策略 是 要 使 在 大 量 狸 立 的 重复 试验 中 
每 次 判断 的 平均 支付 为 最 小 ， 每 一 种 可 能 结果 的 去 付 一 般 以 算 阵 
形式 给 出 : 








le HE l 














其 中 Ca 一 1,2) BS H; SACL EA H, WA. 
于 是 ， 一 次 第 一 类 错误 或 第 二 类 错误 的 作对 支付 分 别 是 Cw 一 
Cw 和 Cu 一 Cn 假定 名 们 都 是 正 的 . 
现在 求 每 次 判断 的 平均 支付 , $ PCBojDpr) 和 P(H|Dr) 
分 别 表示 给 定 观 测 数 据 Dr 时 五, OH, 是 支配 机 理 的 概率 , 于 
是 , 当 给 定 Dr 时 作出 判断 H 的 条 件 平 沟 支付 是 
. CCHy| Dr) = CoP, | Dr) + CR 五 | Dr). (2-13-1) 
因而 作出 判断 A 的 (无 条 性 ;平均 支付 是 
CCAy) = E[CCH,| Dr)] = CPH) + CaP (H). (2-13-2) 
类 做 地 ,对 于 H 有 
CCH, | Dr) = CoPOHo Dr) + CuPC(H,|Dy) C2-13-3) 





和 


©1166 


ow. 





CLH O = CyPCH,) + CPCCA. (2-14-43 

我 们 必须 提出 一 个 判断 策略 一 一 对 Dr 的 每 一 可 能 的 现 冯 人 先 

出 判断 H. BR H 的 准则 。 这 种 策略 可 以 用 如 下 责 个 未 性 函数 
In(Dy) 和 InCD) BAR: 


1 对 Dr 的 判断 是 Hos 
InP 一 |。 福 反 的 情形 . (213-5) 
1 对 D, WHY H, 
MOOT. 相反 的 情形 (2713-6 





易 风 对 任意 的 观测 数据 Dr KAT ARZADS T 1, mR k 
HFT CMAR EUn CDr] 和 Ella CPs) 8! 
是 作出 判断 A 和 日! ORR TRS EU (Dp) itl 
和 EUa Dr) A] Warp ELA — AR aS BR 
率 ， 因 此 ,对 于 给 定 的 现实 Dr, 每 次 判断 的 支付 可 以 窟 成 
C(Dr) = Hy Dr) CCH (Dr) + In, CD ICU, Dr). 
(2-13-7) 


Bh if Eee AUT OP eg Sz 

C = EL[CCD7)) 

— Ella (Dr)CCH | Dr) + Ts( Dy) CCH, | Dr}. (2-13-8) 

我 们 自然 希望 使 得 C 达到 最 小 ， 这 可 以 通过 使 CCD) 对 
Dy 的 每 一 现实 达到 最 小 而 实现 .特别 地 , 当 Dy iec] Dr) 
小 于 CCHiDy) 时 ,应 使 函数 I (Dr) 和 TskDr》 分 别 到 人 入 1 
和 0。 在 相反 的 情形 , [pCDr》 和 In( Dr) SUMD SIE 0 A 
1。 当 Dr 使 得 CCHsDy) 一 CCH,|Dr》 时 ， 我 们 可 以 随意 定义 
TaCDr)=1 《从 而 In(Dr) 一 上 ) 或 Ia CDr) 一 1 人 这 时 lnk Dr) 
二 0)，、 上 述 使 得 平均 支付 C 为 最 小 的 策 路 可 以 归纳 为 





ay 
SH Dr) Z CCDs). (2-13-9) 


利用 C2-13-1) 和 C2-13-3) 式 久 可 把 上 式 政 瑟 成 


alive 





H, 
PCH|Pp) = eS PCH] Dr) (2-13-10) 
iI, Cn Cy 


对 于 Dr 的 一 个 特殊 的 现实 , 若 条 件 概率 POD) SPS, Ml 
由 (2-13-107 式 容易 者 出 这 时 应 作 判 断 Ha 4P Cg Dy) = 0,01 
(2-13-10) 式 又 可 改写 为 
_ PU De) > Ca 一 Co oo 
MP = HID) < Coo | TD 
55 UREA CD,) 就 是 似 然 比 ,而 (2-13-11》 Ri HAEE E 
然 比 检验 。 由 〔Cu 一 Cu) 人 cu 一 Cn) TRIER RRA RY 





当 两 类 错误 的 相对 支付 祖 等 , 即 
Cu Co = Ca — Cu 
时 ， 由 C2-13-10) 或 (2-13-11) 式 给 出 的 判断 准则 就 是 选取 使 得 当 
结 定 观测 数据 Dr 时 条 件 慨 率 较 大 的 那 一 个 假设 ， 不 难 证 明 , 当 
支付 矩阵 形 如 
eC, C, 
cm [e cl, 
即 作出 正确 判断 和 错误 判断 的 支付 分 别 是 C。 和 C,, 而 且 犯 第 一 
类 错误 和 第 二 类 错误 的 相对 支付 C, 一 5 为 正 时 ,这 种 使 得 平 沟 
支付 和 最 小 的 准则 等 价 于 使 总 的 错误 概率 
P (#8) = PPH) + PuPCHD (2-13-12) 
为 最 小 的 准则 ， 式 中 P, 和 Py 分 别 是 犯 第 一 类 和 和 第 二 类 错误 的 
概率 . 
# (2-13-11) 式 中 定义 的 人 已然 比 显然 与 数据 的 形式 有 关 ， 江 
于 直方 图 数据 , 设 P (Cn: ,~ vt phy |H.) 和 Pm, -r ml Ay) 分 别 是 
在 假设 4H, 和 A 的 条 件 下 ,在 区 闻 Giot] 由 的 点 数 Ne an 等 
于 (i 二 1,…… 不 )》 的 联合 计数 概率 , 则 似 然 比 可 表 为 
PCH |m, = eang) 


ACen) = BC Tg 3m) 








* LEB ¢ 


Pm tt tte | A PC EL) 
一 BG TH PY’ (2-13-13) 
Aa PCH.) FIP CH.) SHERI A 和 A, 的 验 前 概率 。 

对 于 计数 记录 数据 , 设 P[{N,0 <2 S T}/AL) 和 ?[{N,,0 
< 过 了 | 中] 分 别 表示 在 假设 H AH, ORE FORA 
密度 。 这 时 位 然 比 可 写 为 

PCH IN 0D <1 <T 
AGN, 0 << T} = rer Ne <s 2 
_ PEIN, 0 < << THH JPCH) 
PL{N,,0 <2 <T}/A,IPCH,) 


在 (2-13-13) 和 (2-13-14) 式 中 的 验 前 概率 PCH.) AIP CHL) 与 观 
测 数 据 无 关 , 我 们 可 以 把 它们 并 入 检验 的 门限 常数 中 ， 

应 当 指 出 。 上 画 的 似 然 比 检验 并 不 要 求 被 观测 的 点 过 程 是 泊 
松 过 程 ， 基 此 它 原则 上 可 应 用 于 更 一 般 的 点 过 程 。 但 是 ， 在 非 泊 
松 过 程 的 情形 中 应 用 这 检验 的 困难 在 于 人 们 往往 难以 求 得 联合 计 
数 概率 和 样本 区 数 密度 的 显 式 表示 ， 

下 面 设 被 观测 的 和 过程 N 是 一 带 寺 简 强度 的 泊 松 过 程 。 假设 
Hy: 过程 N 的 强度 是 POE H: 过 程 N 的 强度 是 UO. 4 
观测 数据 Dr 是 直方 区 数据 时 , 似 然 比 (2-13-13) 可 进一步 写 为 








(2-13-14) 




















AC thy ++ 一 om exp{—LA(T) 一 A(T)]} 
(AG) 一 A)" 
x i Re — | i 
将 上 起 代 和 (2-13-11) 式 怖 在 不 等 号 耳 边 取 对 数 得 
iC, “ -+ yay) = log ACm, s.r sg) 


t 1 — lf, 
= —[AXKT) 一 ACT] + 之 ) 108 [知名 三 人 | 


vag | Pa Cp — Cu) ESS 
dre (2-13-13) 





n. 

> 
< 
E 


a 
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Hip Ait) 一 \, Vds CG 0,1). 
对 于 计数 记录 数据 类 似 地 有 
HN DO <S TH) = log AC{N,,0 <r < Th) 


= = [RGO = Rds + | 10g [ESD] an, 


x Z log EROA = ge], (2-13-16) 
最 后 ,简单 地 讨论 一 下 检验 的 特性 ， 对 于 最 小 错误 概率 准则 ， 
人 们 关心 的 特性 量度 是 由 (2-13-12) 式 给 出 的 错误 概率 
P (Ñ) 一 P,PC Ha) + PaPCH,), 
REFUSE, A ub oP EEEN (2-13-88 Hh RE 
均 支 付 C， 由 将 (2-13-1) 和 《2-13-3) 式 代入 (2-13-8) 式 并 演 虑 到 
ElIg,CDr)PCA,| Dr)] = PuPCAo ; 
El In,CDr)PCH,| Dr] = 《1 一 Py PCH), 
Ein, Dr)PCA,|Dy)] = PPH) 


Elfin [DPC | Dr)} = O — PPCM), 
我 们 可 以 把 平均 支付 C 表 为 
C= Coll P,)PC Ha) + CuCl 一 Pu)PCH,) 

+ CoPi PCH) + CaP PAD (2-13-17) 
因此 ,无 论 是 及 用 最 小 错误 概率 准则 还 是 贝 叶 新 准 旭 ,要 信 生 检验 
的 特性 都 需要 知道 P 和 Pn。 但 是 ， 一 般 说 来 要 得 到 P A Pu 
的 显 式 表示 是 非常 困难 甚至 是 不 可 能 的 .即使 对 于 很 简单 的 情形 
我 们 可 以 求 出 它们 的 显 式 表 示 , 但 往往 也 是 很 复杂 的 \ 参 看 后 面 的 
OIF), ith, 人们 有 兴趣 于 寻找 P A Pn 的 界 ， 下面 的 定理 就 
是 属于 这 样 一 类 的 结果 ， 

EE 2-13-21 (HARJO W N= {N SO} 是 一 沪 松 
过 程 ,在 假设 Hi 之 下 其 强度 是 UG), j= 0,1 RH, RPA 
BAKE (0, TI LMM NBO EAA Ha iT Bic RR 据 对 
Ho 或 A, 作 出 判断 的 第 一 类 错误 概 滨 Pl 和 第 二 类 错误 概率 Pu W 
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和 




















BATTER: 


P = minexp{ utr) — sY} (2-13-18) 
和 和 
Pu < minexp{ a(s) 一 (s— Dr}, (2-13-19) 
式 中 
y = log [PCH )( Cu — Cw)l — log [PCH X Ca -— Cy], 
(2-13-20) 


当 Cy 一 Cy m Ca — Ca H, ES Bh 
Y = log P( H) 一 log PCH), (2-13-22) 


d 
DALAG — A ADITA G) — ACn 
— [AGY — AGr Dl — Ci — SLA) 


gl 一】 ANG} 对 于 直方 图 数据 ， (2-13-22) 
KETONO NE KORU 
对 于 计数 记录 数据 (2-13-23) 


这 定理 的 证 月 可 参看 Snyder (1975) 《中 译本 pp.99—101), 

例 2-13-1( 二 元 驴 冲 调 位 ) 设 有 一 个 利用 光束 传输 信 号 的 
二 元 通信 和 系统， 在 假设 H。 ZF, BARET AR BREH 
开 ( 于 是 光束 可 以 通过 ) 而 在 后 一 半 关 闭 ， 指 定 其 发 送 一 个 信息 源 
数字 。 在 假设 A, zF, EK RR ES E 
打开 , 撒 定 其 发 送 男 一 个 信息 源 数 字 。 恨 定 在 区 间 〈0,T] 内 接收 
信号 的 光电 答 油 器 发 射 的 电子 形成 一 泊 松 过 程 ,其 强度 为 UR 
4, 这 盟 











+7 O<s <T/2, 
w= { 
a T/2<ararT, 
和 # 人 < TI 
<= ’ 
TOE a :se T/ 
rte Tf2<raQT, 


SE vp se Sy BN AS SS Be RT A fs SD 
平均 数 ， 


{Riz PCH) = POR, = 0.5, Cu = Cy = 0 A Cu = Cu” 
1, WER RRR] (0,T] 收集 到 的 计数 记录 对 H 或 MA 
作出 判断 。 设 om Mion, BER (0,7/2) 和 (T/2,7T] 中 
观 汕 到 的 电子 数目 ， 于 是 出 (2-13-16) 式 算出 使 得 平均 支付 最 小 
(等 价 地 ,错误 概 兹 最 小 ) 的 判断 准则 是 





> 
m Zm, (2-13-24) 
Ain 


及 由 (2-13-23) 式 有 
als) 一 T G+ OLENU + FG + A — i al. 





(2-13-25) 

这 时 易 见 有 C9) 一 a(l — s), WEEG) 是 关于 点 = 05 对 黎 

W, mA EENAA E 

p03) = TE RG + R) 055— 7], (2-13-26) 
因为 这 时 有 r = 0; 帮 由 C2-13-18) 和 《2-13-19) 式 有 

P, sexp(u2(0.59}, (2-13-27) 

pi < exp{u(0.5)}, (2-13-28) 





从 而 
F G8) = (Pi 十 Pn)72 所 exp{pC0.5)}, (2-13-29) 
最 后 ， 作 为 比较 我 们 给 出 错误 概率 的 精确 求 示 式 ， 报 据 《2- 
13-12) 和 C2-13-24) 式 有 
P (55) = 0.5P(n, > a,f Hy) + 0.5PCa, > ml AD 
— 0.5 EL P(m, & m| Hos) Ho] 
+ 0O5E[POn, > 2,( 4,231 H] 
一 05 Dy >) GUD LIG + 8/2 TH/2) 


i=) jm 
* exp{ 一 TTG + da) I2} 
+ 05 5 x CATT TCS + 2X2] Ta/2) 
isġ j=i+] 


x exp{— TC + 282), (2-13-30) 
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第 三 章 更 新 过 程 
§3-1 5| 3 Ale & 


夺 第 二 章 中 我 们 已 经 知道 《定理 2-1-2), 章 次 泊 秘 过 程 是 这 
梓 的 点 过 程 ， 它 的 点 问 间距 Tia TT;,'……* 相 互 独 立 朋 有 相同 的 指数 
务 布 。 如 这 我 们 只 保 刻 对 点 同 疝 丁 的 相互 独立 朵 分 布 的 要 求 ， 而 
侈 六 它们 有 人 竹 斋 ! 均 分 布 ， 这 就 很 自然 地 引导 到 章 次 汝 档 过 和 棵 的 一 
种 推广 一 一 更 新 过 程 ， 十 而 给 则 这 茉 下 要 过 程 的 确切 定 交 。 

设 {T。e 一 1 是 一 电 相 王 狸 立 同 分 布 的 非 负 兰 机 变 
Eo CRRA DAAR E Fe. WERE T. AE- IA 
过 程 的 第 ”一 工 个 和 第 n PO SE ZR RAP, W = 个 点 
BB PP AS ae AR By UF 














S, 一 ET, ai (3-1-1) 

肯定 义 Sp = 0. FRM HE 
N, = sup{a: 8, <2} (3-1-2) 
定义 的 计数 过 程 {Nyt 2 0} 【或 等 价 志 ,与 这 计数 过 程 相 连 系 的 
点 序列 {Ss 一 0,1,-………-}) 称 做 更 新 过 程 ， (renewal process). 
AR AG b EEE E a AAEE EA {Tu nm 1， 
2,…-} ARBRE, A, a ST ET h 了 。 的 共 
rid Fe) 完全 地 肇 划 。 对 于 更 新 过 程 来 说 , 点 事件 又 称 做 “更 

新 ”， 

昌 然 更 新 过 程 可 以 看 作 是 齐 次 泊 松 过 程 的 推广 ， 但 这 类 过 程 
的 研 容 已 有 相当 长 的 历史 并 十 现 代 点 过 程 理论 的 主要 源泉 之 一 ， 
PRR ER THI AEWA” Meat ie, Wis eee 
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璐 维修、 计数 器 .交通 … 等 许多 问题 的 应 用 中 得 到 发 展 。 更 新 过 程 
的 一 个 富 在 让 发 性 的 应 用 例子 是 恕 焉 的 零件 更 换 问 题 

例 3-1-1 (零件 更 换 ) 考察 荣 台 设备 上 的 一 个 零件 ， 它 在 使 
用 过 程 (H 于 磨 答 或 老化 等 原因 ) 会 报 坏 .假设 一 旦 零 性 损坏 使 得 
设备 不 能 正常 工作 相 ， 我 们 能 够 在 该 零件 损 还 的 瞬间 查 出 并 马上 
用 朵 类 的 放 塞 件 替换 一般 闹 来 ， 我 们 有 理由 认为 各 个 零 忻 的 报 
坏 大 四 六 独立 的 ， 它 们 的 工作 了 时间 《 又 称 使 月 寿命 ) 昆 随机 的 并 有 
相同 的 概率 分 布 。 如 果 用 了 ,Cx 一 1, 2,-++) 表示 第 # 个 零件 的 
使 用 寿命 ， 则 {7wsz 一 1:2,…-…} 直 一 个 更 新 过 程 。 伴 殖 的 计数 
过 程 {N,, I 0} 对 在 时 间 区 间 《0, *] 中 损坏 的 零件 进行 计数 。 

下 而 再 介绍 一 个 在 交通 问题 中 引起 的 更 新 过 程 的 例子 ， 

fl 3-1-2 i 5，5，-… 是 汽车 按 一 定 方向 驶 经 公路 某 一 国 
定点 的 时 间 ( 从 某 一 时 间 原 点 算 起 》. 如 玉 时 间 间 趾 T= So Pa 
5 Spt T, = 84 一 $1, 是 相互 独立 同 分 布 的 中 机 变量 , 则 
{Tan = 1,2, 0} 是 一 更 新 过 程 。 由 (3-1-22) 给 出 的 N, BEN 
IE (0,71 内 经 过 该 贺 定 点 的 汽车 数目 . 

在 更 新 过 程 的 研究 中 ， 原 点 的 选取 是 很 要 紧 的 ， 如 果 原 点 选 
在 一 次 “和 更 新 "( 邑 过 程 的 点 ) 的 发 生 对 间 【 用 例 3-1-1 的 术语 就 是 
在 原点 处 一 个 新 的 专 件 投 人 使 用 )， 则 Tofoa. 全 有 相同 的 
分 布 , 这 详 的 更 新 过 程 称 做 普通 更 新 这 稳 Cordinary renewal pro- 
cess), 另 一 种 可 能 的 选 详 是 过 程 并 不 是 从 一 次 更 新 开始 ， 尔 即 原 
点 并 不 在 更 新 区 坷 的 端点 而 是 在 一 个 区 间 药 内 部 《在 例 3-1-1 69 
情形 这 表示 设备 开始 工 征 时 零件 不 是 新 的 ， 它 已 经 使 用 过 一 妇 时 
i>. 这 时 ,第 一 个 区 间 长 合 T, 和 其 余 的 区 阅 长 度 TaoTao A 
不 同 的 分 布 ， 如 业 Tora :表示 (新 ) 零 件 的 使 用 寿命 , 则 工 , 只 
是 (在 时 间 原 点 忌 既 在 使 用 的 ) 零 件 的 剩余 寿命 。 由 此 我 们 抽象 出 
如 下 的 更 新 过 程 模型 : BANE TiTi, e RMON, 
其 中 TaT, “BRAN FP, APR T 则 有 不 




















































































































站 


然 , 当 G 一 了 时 ,变形 更 新 过 程 就 化 约 为 普通 更 新 过 程 。 


" 124. 








§ 3-2 N, AYP AL MO) = EN, ity EN 


RMA iHe cae Neth, ee ut, cei PEAR 
VBR To Teto Fae a FL OT Mem Aes. 
mi FOO) <1, caged 

a= ET, = | adF x) = 0, 
af 


对 于 任 首 ec > 0, fe COl KIER ERRE ON, 的 分 布 及 
其 特 竹 自然 是 我 们 关注 的 问 点 ， 首 先 , SPER TEPA IS > OLR 
‘Ths N, 以 概率 1 取 有 限 值 , 换 名 话说 ,更 新 过 程 在 任 总 有 限 的 
时 间 区 疝 内 以 各 1 SO AIR eR Tae ee, SE Eit 
$, 一 5 T, 
EH ny ERIA ERE AY PRI 1 有 
Sa ale 


一 rg, a] nN |> OO, 
fi 








因为 a> 0, WA n ooh Sr 一 oo, a EEEE 
的 + 六 9， 以 概率 1 只 能 有 有 限 多 个 a AER Sar TERE 
(3-1-2), LEA N, 必 有 限 . 
BE, RIER N, 的 分 布 。 因为 事件 IN, =a} SATS 
fF (Sos), ROSIER a A 
PUN, = a) = P(N, > a> — PCN, >ant i) 
= P(S, &t)— PCS, <7), (3-2-1) 
又 因为 Soa T +--+ T, 是 # 个 相互 名 陪同 分 布 的 随 视 变量 
之 和 ,这 些 变量 的 共同 分 布 是 ,所 以 $5， 的 分 布 是 FP 的 # R 
F,.， 于 是 ,(3-2-1) 式 可 写成 
PWN, = n) = F, — F panle. (3-2-2) 
RAVE N, 的 数学 期 望 MG) = EN, 称 做 更 新 级 数 , 它 是 更 
新 理论 的 一 个 重要 斌 究 对 象 。 注 意 更 新 函数 不 是 随机 变量 而 是 变 
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FL ot RP PE. OR EER, ‘SE a A Pe 
AF; 


Mtr) = $ F.C. / (3-2-3) 


a=1 


才 实 上 :二 (5322 和 得 


M(t) = D PWN, = n) = SO al Fo) Faa Co] 
asl a=] 


一 > F. 


(3-2-3) As) ARERR RA. a RR PORE fe 
Rt (3-2-3) 式 两 边 取 拉 民 变换 并 根据 导数 的 垃 氏 变换 公式 (附录 
— ADRS MOD Rar WR 


Toye MFG =+ SEG, 


$ a=] 





E py ECE e a BE te 











Grey = 上 . yea oo Hs) . 3-2-4 
O= 之 ， ELEDE fie £ ) 

ELAR SRF my 
f(s) = MOOL (3-2-5) 


L shiCs) 

这 小明 MG) 和 KO CA FOD 是 相互 唯一 确定 , 这 就 是 说 ， 
一 个 普通 更 新 过 程 可 虫 它 的 更 新 函数 完全 确定 ， 

下 面 的 定理 表明 更 新 函数 MG) EN, RAN. 的 一 些 良好 
性 质 。 

定理 3-2-1 更 新 函数 MO) BE RR, AREER 
bax. 

证 明 EX N 是 变 元 HARA. MO EN, 也 是 
不 减 的 。 现 在 证 明 MC) 的 有 限 性 ， 由 假设 FO < 1 和 分 布 图 
数 的 右 连 续 狂 知 存在 正 数 o> 0、 使 得 Fle) <1, KATES 


+1266 











EASE e, 我们 恒 能 选取 满足 :所 hr PRE A, Ate Se 
GBS, AMR eT, Dye aj 
Ree Bk, TFET 
POS, ED I— PCT, ys Ty) 
= 1 — [1 — F(a) = 1 — P, (3-2-6) 

这 里 ?一 [一 CD 0 HR BE Sm r CRRA 
#8, — Sy ety Sa o Sy tgs Sm Sewing <i}, he 
ier DX Tia) eee ar al Sy FE J S A 

PCS, ADEO SH) KS — B®, 3-2-7) 
最 后 ,因为 Sme E Smti 对 任意 整数 站 ORES GHC {Se S 
th, WEA 

















Em +l 1 


D PCS, ED < AP Sn a 


n=mà 


这 样 一 米 , 由 (3-2-3) 和 (3-2-7 ) 式 得 


Mo = >) FG) 


— SPS. <8) 


m 


<= DAP CS ma < 月 


< DU- 8)" 
= Aff Z o, 
余下 只 须 证 明 MC) 的 右 连续 性 。 对 于 任意 固定 的 和 和 任 一 
BAU IRE + 的 数列 an， 由 和 ,的 右 连 续 性 知 N,, 4 N,. 
叉 网 为 对 于 所 有 整数 nl, RAN, SN, BI EN,= 
M(t.) < co 网 才 已 证 明了 MC 的 有 限 性 1)， 根 据 控 揣 收 敏 定 
PEENES 
= 117. 


timM(1,) = EClimN,,) = EN, = MG), 
He MO AEE. 
3-2-1 KAA KWRE AD HARE 


i= eth pes, 
Fa) = { 
Ph, 





其 中 2 之 0 和 5 SPoeRK. WRA 3-1-2 中 的 更 新 过 程 具有 这 
种 间距 分 布 ， 这 意味 着 两 辆 汽车 到 达 国 定点 的 时 间 问 卫 等 于 常数 
b 和 一 个 参数 为 4 的 指数 柄 机 变量 之 和 。 我 们 可 以 把 情 解 释 为 司 
机 的 反应 时 间 , 为 了 保证 行车 安全 ， 两 车 的 时 间 问 工 不 能 小 于 b. 
SAM, FC) 可 看 作 是 常数 nb Pe 个 相互 独立 间 分 布 《参数 为 11 
的 指数 随机 变量 之 和 的 分 布 函数 . 于 是 














; i r nb, 
[g emna mt 
F, = ke 4 
| mi AG wg ya, 
ran 及 1 
(3-2-8) 


和 
MU) >) FAC) 


= Dl — pe A r= 0, (3-2-9) 
n= t k=9 


pi 3-2-2 RD AMES) 设 T, (Cn —1,2,---) 的 共同 
457i BEE 址 
fe) — pe + O — Pue ™, 
Oegrpal,i>eze>d, (3-2-10) 
这 料 的 模型 可 以 用 来 揪 述 有 两 业 部 件 的 系统 ,其 中 100 p% ABBE 
较 易 损 还 , 即 有 较 总 的 故障 率 1。 其 余 100 (1 一 p)% 的 部 件 则 有 
较 低 的 故障 率 a. HA ft) 的 拉 氏 变换 是 


人 了 3 和。 














Hs) 一 — Fh -+ Gee, (3-2-11) 


故 由 (3-2-4) 式 可 算出 MO 的 拉 氏 变换 是 





Sg) on te s (ok + Ol — pe] >. 

MO = sts pat pa] OY? 
记 a= pà + (t — pje Ñ b=(1— pA tpa, WMG) 可 写 
AE 


MGs) 一 Sib Aw 
PO4- by 


a 十 Cy 
ss -+ b) Sis + by 


we Fil 1 b+ 4a) 
bls s+! Bis 


Sep RR AY Ge EASE iG 
a -be 4 ime" 
MOm Ze) + Als } 











| 一 
eo 
| 一 

| 
a 
+ 
m 
| 
Ta, 

wW 

CA 
~ 





-= latib + e0 — @ FD, (3-2-13) 
Hh e = (ab — Aw) E = pCl — pa pY So, 当 了 等 二 
1 或 0 上 时，7。 的 分 布 简单 节 是 参数 为 2 或 4 的 指数 分 布 ， 这 时 
c= 0, Mitt Mie) SP u 可 ms, 

















53-3 REN Re Se 


设 更 新 过 程 N = {N,,¢ > 0} 的 点 间 间 下 77: 的 共同 
分 布 函数 基 F, 

定义 3-3-1 更 新 过 程 六 称 做 常 返 的 ,如 果 以 概率 1 有 了 ,< 
co; 否则 称 做 肯 时 的。 过程 久 称 做 周期 的 ， 如 果 它 的 更 新 区 间 长 
E T, 是 一 格子 随机 变量 ,这 就 是 说 存在 正 数 o tE T, 以 概率 


+ a p u a F 





L AR é 的 非 负 整数 倍 值 {0,6,26,. . *}; RAAT > PCT =R8)= 
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1. RTH AA CME IG oe DTS AK AAIE T, A 
Bera NAPE, SSSA ae Ta JEt TILER, Sas 
HARF LIMB TAA, 

WMRARERS CAERE 8, el N BPR AR 

SBA BRR RR T, se PRP SESH CM 
称 真正 的 ), 即 FCoo) = lim Fe) = 1 时 对 应 的 更 新 过 程 N 是 常 
返 的 。 换 言 之 , 当 昌 仅 当 分 布吉 效 FF 是 不 完全 的 (又 称 有 缺陷 的 或 
候 的 ), 即 FC) <1 时 对 应 的 更 新 过 程 N BRT. 

因为 N, di: DORR. RE NLS limN, 恒 存 在 【可 
能 等 于 0), 它 表示 过 程 和 NN 的 总 更 新 数 ， 

定理 3-3-1 没 N 是 常 进 的 更 新 过 程 , 则 以 概率 1 有 

Na = 00, (3-3-19) 
证 明 ite RERS ES” SLA PCT, = ©)=0, 








P(N, < co) 一 PLY {T, ~ %}) 


<D PCT, = 0) = 9, a 


基于 上 面 的 定 埋 和 AN， 的 单调 性 立 得 
推论 3-3-1 对 于 常 返 的 更 新 过 程 N 有 
MÈ) = fim MÇ) 一 ©, (3-3-2) 
PASSE HEE TB At oo 时 N, 趋 于 c 的 速率 ， 
定理 3-3-2 对 于 常 返 的 更 新 过 程 N 以 概率 1 有 
lim Mr = lff, (3-3-3) 
AP a 一 ET, 是 更 新 区 间 的 平均 长 度 ， 
证 明 令 Sy, 表示 区 间 O, 7] PRA RES, Sys 
RAEN AN + 后 第 一 次 更 新 时 间 。 显然 有 Ss, SEE Sn F 
是 , 若 N, > 0， 则 有 
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Spi N, EIN, < Sui Ni £3-3-4) 
A roo, HE 3-3-1 AARE LA N, -> 00, IAG Sy N, 是 
AD N, * SB Ee, eR Re At 一 oljk 
概率 1 有 
SylN ew. (3-3-5) 
5 Ay) ts SL oy WEB SLA 
Su = [Su CN, + LION, + 1)/N,] — g, (3-3-6) 
IK fs ¢ 3-2-4 )-— (3-3-6) ARME RIER G n [J 
AER AU reco 过 过 程 丰 在 区 问 《0 可 的 平均 更 新 数 
VARESE BT 17 wR BR. 
FR i i Boy AE, VN REY Sot, 
T, 是 它 鬼 更 新 区 间 长 虚 ; 则 PCT = 00) 一 1 一 Flo) > os A 
ef £E RE BY OA 
P(Sg 00,8, = Se ™ =) 
== PCT, Soo, Ty SOT, = co) 
= F(co)* "(1 — Floo)), (3-3-7) 
AX Ne EEO, 00 RAE Ge AL (3-3-7) 式 给 出 的 
出 就 是 事件 CN 一 下 一 1) WR ESLER ON, FER 
H1- FCO AEA Lap. eS i BERE. Bet 
期 望 是 





























Mico} = EN, 
= Flo) 一 下 (co)) <a, (3-3-8) ` 
Kx EEE 3-3-1 RAR, RATES 
root}, WEMAN Heil teak N, Al MG) Win tE 
ERA I. 
FERRAR N ERHI. $ 
L = sup{S,:5, < oo}, (3-3-9) 
ELL RE ami SRT A, A AGE ee a NGO oid. a 
I b= Sy, <0, FERRERA HME E LORE OM, 
EH 3-3-3 NER RSE, WIN eee CAR MR Sp. 
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布 是 
P(L <1) = (1 — F(oo))UG), +20, (3-3-10) 


其 中 Uf 一 SUF Gm 14+ MG) 对 1 之 0, 


证 明 令 C= P(L>). WHERE 220, SAE 
coms, >: HES 
P(L > :|/S)—=—1, (3-3-11) 

另 一 方面 , 藻 事 件 {$1 <:} 发 生 ， 则 寿命 工 等 于 3， 和 更 新 过 程 
Ne {Ña 0} 的 寿命 三 之 和 ， 这 里 过 程 N 的 更 新 时 间 序 列 由 
5, = $an a, Cn m= O,1,2,°-° -) 给 出 。 出 更 新 过 程 的 性 质 易 知 
SEN ANA TEAR-RDS, 它们 的 概率 分 布 规律 是 完全 一 样 
的 。 因 此 ,在 S) 上 有 

PCL > 218, = GO — SD). (3-3-12) 
于 是 ,由 条 件 概 率 的 性 质 得 

GQ) = EL PCL > jsh 


一 | PC > lS = dP) 
+ {PCL > S = DAFO) 
me PUPS, <<) + | GG: — AFU 


一 Flo) — FG) + | GG — AFG). (3-3-13) 
由 下 一 节 的 定理 3-4-2 知 这 积分 方程 的 解 是 
Ci) 一 | LRC) — Fr s)dUGs), (3-3-14) 


AART: >> 0 有 
U*F = MG) = UCD) — 1, 
故 
GO 一 | FCU 一 | FE UG) 


= FLO 一 CO — 1) 


=1— [i — FOU), (3-3-15) 
亦 即 
POL < D= [1 — FCoo) UY). (3-3-16) 
上 述 定 理 的 证 明 是 所 谓 “ 点 新 排 理 ”光一 个 典型 合子， 这 种 推 
理 在 和 葛 新 理论 中 是 一 种 有 效 易 行 的 方法 ， 今 后 我 们 还 要 多 次 利用 
它 。 
由 (3-3-8) 和 (3-3-10》 式 容易 看 出 ,寿命 上 以 概率 Ea 
的 。 下 面 求 工 的 数学 当 望 。 我 们 首先 作 各 下 的 考察 : BS, 一 oo， 
财 显 然 有 工 一 0 AS, 0, MLE 5 eM 3-3-3 的 证 明 
中 提 到 的 更 新 过 程 太 的 寿命 壹 之 和 ， 而 且 s 和 六 是 狸 立 的 ， 再 
注意 到 过 程 站 和 六 有 根 同 的 概率 分 布 规律 这 一 事实 ,我 们 可 以 求 
出 











ECL) = ELL iissa] + ELLA ty, el 
= EUS les co] + EPs curl 


idF) + ECLJE (lis, <n] 


= | [PKco) — Fld + ECL)FCoœ), 
SEAH EG) 得 


1 = \ a. 
E(L) = Tah. [FC — Faja, (3-3-17) 


例 3-3-1 (FTA H DEAR) 假设 在 例 3-1-2 中 的 公 
路 固定 点 是 人 行 雯 道 线 的 位 置 ， 若 一 个 行人 在 时 刻 0 BAKE 
点 并 想 要 横 过 公路 。 仍 定 为 了 保证 行人 安全 横 过 公路 ， 需 要 有 多 
于 = 单位 时 间 的 空隙 ， 亦 即 这 行人 在 第 一 个 大 于 的 更 新 区 问 槛 
DA. Ww, SERS Tae,---,T at MM Toe 
时 行人 在 L= S, 开始 横 过 公路 。 易 抑 工 是 更 新 过 程 Ne {Ñ 
120} 的 寿命 ， 这 里 过 程 访 的 第 # 个 (4 一 1,2,-…) 更 新 区 间 
ke 了 。 由 








iT. oT, <r, 
oO ET, >T 
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Mw. BT, 的 分 布 是 F, W 个 ， 的 分 布 是 
PG) = pro £ iar, 
Fir) i> tT, 
mR PCr) 一 1， 即 PCT, <r) — 1 对 所 有 a 1,2,---. A 
FARRER LRR] 等 于 oo ， 我 们 对 这 种 平凡 情形 不 感 兴 
E., Ma F(r) <1. FR SRE N RNA, Be BE 3-3-3 知 
PCL <t) = (1— PCa) 0) 
一 《1 一 FOG), (3-3-18) 





其 中 0o = D O. Ait, EC-3-17 AANE t pA i RHH] E 
nag 
1 F _ _3- 
ECL) i es ,LFCT) Flas, C3-3-19) 
特别 地 Er E- SRA n 的 齐 次 泊 松 过程 ， 则 Po 1 一 
eo, tO, KN ,C3-3-19) RM 


ECL) = +(e 1 (3-3-20) 
2 


ant So Br it Rib Sib BA. MSA, ACE 
BA RMR ee BBM. 


§3-4 更 新 方程 


在 $3-2 中 我 们 引 人 了 更 新 函数 MO) 这 一 重要 概念 ， 按 照 
定义 


MA) = DS) PON, BAY BPS EN 
k= 1 kai 


一 5 Gx Fh (3-4-1) 
=o 








式 中 G 是 第 一 个 证 新 区 二 长 庆 T, OO, Fo ERBRAT RR 
的 分 布 Rp 


= 


Fi 一 | 0 ico, 
.1 i=, 
而 FCk=1,2,---) MET, HAND HR’ BR, 
Aid 
UC) = 之 Flr), (3-4-2) 


tt FAS RR RR GG) 一 F(D， 这 时 (3-4-1) 式 归结 为 (3- 
2-3) 式 ,和 而且 有 有 





PAG) + MG) 一 UO), (3-4-3) 
上 式 也 可 写成 
I+ MD = UC), 20, (3-4-4) 
FRASER, WE MO GR UG) 满足 某 一 积分 
方程 ,我 们 把 这 种 型 式 的 职 分 方程 称 做 更 新 方程 
定理 3-4-1 对 于 普通 更 新 过 程 有 


MG) 一 PO) + | MG 一 APG) (3-4-5) 
或 
UC) = 1+ | UG— AFL. (3-4-6) 
对 于 变形 更 新 过 程 有 l 
MG 一 GO 十 | MO AFG) (3-4-7) 





证 明 ”我 们 只 证 明 《3-4-5) 式 ,其 余 两 个 式 于 的 证 明 是 类 亿 
的 。 按 定义 有 


Ma 一 > F Ce) 


#=1 


= F) + D Faak FO) 


= FC) 十 (5 F, )* FG) 





= Fi + M* FC), a 
GR AMAT ESRB VA, CR LR BR 
wi Ee 5% 
KO = HG) + È KG — dP) (3-4-8) 
AROPE AC) 和 FC) BORA. GRE gh t e o E 
SEFF MAE KO 则 是 未 知 前 . 
定理 3-4-2 更 新 方程 (3-4-8) 负 唯一 解 是 
KC) = H + | HG — dM). (3-4-9) 
上 式 也 可 写 为 
Ki) = | HG — DU), (3-4-10) 


这 里 MO 一 SFG) EDAR FO He BRR, 


a=] 





UD = D FO = Fit) + MG), 


证 明 Æ 3-4-8) AAR RHE E a OR 
HO) = 0 这 一 事实 ,我 们 得 


KC = e "Kidde 
- | eH dt 十 aan K(1— x)dF(x) de 
a q LH 

= | eH a + [enero Ce (du 

— ACs) 十 KECY). 
pee stay Ko 4 BB KAO i, m P= 
[ecg FO) SOMME FAILS 变换 , “PSHE ET 
ERAM tO RER. HEA EB 
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R(sj= - His) m- 


L — 7(s) 
= H(s) fa + _ HK 
> 1 — #€s) 


一 F GI 十 M*C)), 
Ah Mt) 一 Ke. LAAX MG) 的 L-S tHe FRAT 
i 一 fis 
EERE Y 


| e`" K Cr) dz 
"ü 
a= y ei Gaie + | eH Ce dul é dM Cr) 
Pas > 


-n ett 


-| e `FH Çi) dt + | | Hudd M ixjdu 
-ü vt -0 


| eH + | emri] 
ERA aR RRE a 
KO) 一 HG) 十 | HO — rM). 


FERI he HE h Ae R Be A — EHER. a 

AEA 3-4-2 BOR GEL ASIEN BASS Re oe FE, 
这 一 要 求 在 实际 应 用 中 常常 是 容易 被 确认 满足 的 。 倡 是 ， 如 有 果 我 
们 一 时 对 此 难以 作出 判断 时 则 可 应 用 如 下 的 同类 定理 ， 

定理 3-4-3 EAR HC 在 有 和 限 文 间 有 界 , 则 (3-4-9) 式 给 
出 更 新 方程 (43-4- 的 的 唯一 在 有 限 区 间 有 界 的 解 。 

证 明 BR UG) 旺 然 是 不 碱 的 又 由 假设 AO) 在 有 限 区 


HARA | aCe OUO 有 意义 。 注 意 到 用 (5) ETRE S 


F o RA ， 
Ki) = f HG — x)dU (x) 


= “HO = odM (x)|ae, 


4 




















一 | HG —x)dU (2) 
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=| HG— od SFC] 


a 


= (HG dF + | HG — al S F| 


HEt Odi Fe UC] 


= HO + | HG 一 a dF(x — yd) 


Hr — z — yat (y) dF) 


oo } 


ie H(t — aU (| ar (x) 

= HO) + "KG 一 2)dF (x), 
这 就 证 明了 由 《3-4-9) 式 给 出 的 KO 确 是 方程 (3-4-8) 的 解 ， 下 
证 解 的 唯一 性 。 设 KG) 是 方程 (3-4-8) 的 另 一 个 在 有 限 区 间 有 


RMR. S10) = KO — KO, FESIO- f S(1—« AF (x) 
=J FO, S&RF MMR PRES IG) 一 JeF 
Cie Fk PO) 一 Je FCO, FRIAR BEM A ERK a, 
RIG) 一 de Pb 成立。 因为 对 任 将 实数 上 有 SFG) <0, 


#4 sr 9 时 必 有 FO 一 4， 又 由 Je 在 有 限 区 冯 的 有 界 竹 
得 


iG) 一 JG —2)dF Ge) < K {dF C) 


om K« F(t D, Won co, 
式 中 天 是 JC + EL, 7) LAOH. AEA JG) = 0, BD KG 
K, fe), | 


- i3 


5353 更 新 定理 


在 第 二 章 我 们 已 经 知道 ， 荐 (Nor 20) 是 强度 为 1 的 齐 次 
WEA EE HEARRE T., FP BRO ARES A, 对 应 的 更 新 站 
RMS EN, = u 《在 那里 我 们 称 MO) 为 累 可 强度 函数 并 
记 为 ACO). FRA 

MDE = i liET,. 
AMMBRUABTARASAR BARI EO ti FORRES 
CR AIAM Ei, Feller 的 初等 更 新 定理 就 * 一 co MRA 
对 这 一 问题 给 出 肯定 的 回答 、 为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 先 给 出 一 
个 推广 形式 的 Wald AA. 

eM 4-5-1 Te eS La E KOK FL OB 
Ko Xan Ko AUST, MUR ER ERK kS 162,77, BE 
特 {K == A} 独立 于 LETITE TETTE 

AAE Kioa TESI {Xp MERS SLE RS, WE 
是 关于 (Xi FU, 

E 3-5-1 设 Xe Xoo BR AAA EX 的 
AILE a, KERRIES. B EK «o, Ml 














E Pp x, | = EK EX, (3-5-1) 


tæi 


证 明 + 


则 


E [$x] = E > X,Z,| = ST ELK Zal. 


ket ike] t=1 
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eZ, AERA Z, 由 {天 过 如 确定 ， 因 而 由 仿 时 的 定义 知 它 
独立 于 Xp BA 
& = = 
E D3 x, | 一 5) EX,EZ, = EXD EZ, 


kat kai 本 一 1 


— EX PCK > k) = EX - EK, a 


k=1 

庶 当 指出 ,定理 的 证 明 由 交换 求 和 与 得 分 的 次 序 是 合法 的 . 因 
ARETA A AX RE, SAAS FI, 这 时 
当然 可 变换 运算 次 序 。 祭 下 只 项 应 用 控制 收 敏 定理 。 黄 次 ， 定 理 
的 条 件 EK < oo RAH, Mim, Xk = 1,2,---) AD 
a PCX, = —1)= PCK, = 1) 1/2, PR K = mini hk: X, + 
vee bX 1) (A5 (Km Ap mm Xt XIN TGR 
—1;X; ++) + Xp,— 1} 与 Xene RK AKART 
(X,} 的 停 时 )。 这 时 显 有 Xt 十 Xr 一 1 和 EX 一 0， 故 
(3-5-1) ARABI , FUR A EK = o, 

设 {Nyt 20} 是 一 普通 更 新 过 程 。、 对 于 任意 固定 的 :> 0， 





























Netl 


它 的 第 N 十 1 次 更 新 时 间 可 表 为 Sma DTe RAER E 


irl 


EM n, 


#—}Ì a 
IN +e} aN ma {ST <7 > 4H, 
im 


1=1 


BI N, 十 1 是 关于 {T,} 的 停 时 , 故 由 定理 3-5-1 立 得 
u4 3-5-1 # um ET, <œ, M 
ESwn— ET, ECN + 1) = el MG) +1], (3-5-2) 
HAEA Spe 之 1， 从 而 有 ESy > AOG- 
HS EEH 
引 理 3-5-2 # e= ET, <00, W 


MO Eh 
i 














定理 3-5-2 MSH EH) 


oldie 





Mp 
t 


$ u= 00,1 / os 理解 汐 0, 
证 明 首先 设 a co, | BE 3-5-2 知 
eiM G) +1) >2, 


-> 上 上 ， 4140, (3-5-3) 
# 


由 此 推 得 





ming MD. > L, (3-5-4) 
ten t # 


的 更 新 区 闻 序 列 {全 .} 由 
P, = [rs #T,<M, (3-5-5) 
M 车 T, > M 
确定 。 于 是 ,新 过 程 的 更 新 时 间 和 计数 分 别 由 


5, = > tT 和 Ñ= mpina <7} 
给 出 。 这 过 程 的 更 新 区 间 长 度 <M,AMA 
Sn <t-+ M. 


& pum Et,, Alh5| 3-5-1 MEREN 
awiMG +1i)<a6+M, 





从 而 有 





MO <L, (3-5-6) 


F Hu 
由 f, SE MBULS ae wa f,T, Ws, < Sp H 
此 又 可 推出 N,N, 和 AO = MCD, IRE (3-5-6) 式 即 得 


lim sup 











lim sup {£42 = L, (3-5-7) 
tm Bm 
MM — 0 时 aya, RHEA 
ümsup í <1, (3-5-8) 
r= B " 


BEB C3-5-4) AIC3-5-8 LBC 3-5-3 
4 pg 一 ORT KA BH 3-5-5) MRE. 


= 14]. 


时 (3-5-7) 武 仍 成 立 ， 因 为 村 一 00 时 au um mo, FRA 
o< lim sup MO <0, 





Rp 1 > ofM Ce) /# > 0, a 
在 给 出 另外 酚 个 更 新 定理 之 前 ， 我 们 介绍 一 个 与 N, 的 分 布 
或 数字 符 征 的 极限 人 性质 有 关 的 定理 。 这 定理 的 第 一 部 分 给 出 


Mt) 一 三 的 估计 , 它 在 YarT, 存在 的 附加 假设 下 使 定理 3-5-2 


中 关于 MG) 一 4 CH > ON MICRA: SRA 
部 分 则 给 出 比值 YarN /rt 的 极限 , 它 把 定理 3-5-2 PARP 
MG) 一 EN, Wit AoW ey. 定理 的 最 局 一 部 分 断 
HH a okt N, 有 新 近 正 态 分 布 ， 这 是 一 个 甘于 旧 新 过 程 的 中 
心 极限 定理 ， 

定理 3-5-3 ik am ET, Mi = Val, AHR, MPA 

















. ` a? — g? 

1 ii ( i # . 3-5-9 
(1) lim MD a} Dal ¢ ) 
(2) lim Vaz, 一 x. (3-5-10) 

rea 了 


(3) 到 任意 实效 x 有 


. N, — Cr ze) l * =p; 
lim P £ = 一 ”一 一 rigy, (3-5-11) 
ime Oa ST Jal! 
这 就 是 涪 , 当 1 一 0 时 N, AMIE Th NCt/ 207! a"), 
TA 《1) RNAARRER. AFG) ERAR FO) 
一 后， 如 通常 那样 令 


Fs) 一 | Fle (3-5-12) 


K= | Kede, (3-5-13) 





Fs) = Ke. (3-5-14) 
RHA BE 
PF Co) = f,(2), (3-5-15) 
这 里 a) 一 | fal 一 flrYdr 是 f(D 的 # BBR 基于 
(3-5-14)、《3-5-15) 和 卷 积 的 性 质 容易 证 明 
PC) = I CG [HY Ys, (3-5-16) 
将 FG) 460 ANGE RA 


oo 


Ks) = | e “fds 
= | 1 一 st 十 Lesy + ose] fd 
L 2 


=1 sut EG te ol), (3-5-17) 
办 而 
Ms) 一 SURG) 


= 45 ELOR 


= F(s)/si1 — FEN 

a losti + g 二 ee 
ssa — Cp? + a als)] 

a tose t Ce! + of? + of") 

tall — iC nw? + fle t ots) 1 
= j] — se eC + of 2 + ory) 

x [1 + sC t a) /2ptols) /sp 
== [1 4 He) 2e so rp 
m= jju tb CP pp + ojs), 

Fa Sar Ri ta 
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MC = thet Cot — w)R ofl), (3-5-18) 


(2) M(t) = END = DY POW, = n) 


n=} 


= $) LG) — Fails] 


nm 1 


_ Zi ln — (a — 17] F.K) 


一 3 (2 — 1) F,(2), 
在 上 式 两 边 取 拉 兵变 换 得 


MG) = S320 — OF (5) 


= PED 
_ 1 Ko + FC] 
s [XOF * 
将 is) 的 表示 式 (3-5-17) 代 人 上 式 得 
MCs) = 2/8 lrgp A lt + OC1/s), 
By ty Fe eae PRS 
Mile) = Pf tat 2 t+ OCL, (3-5-19) 
联合 (3-5-18) 和 (3-5-19) 式 当 ?+ ARR A Se 


VarN, _ Mie) [M] 
i 





i 


Fa 1 20° 
一 | 一 一 一 十 二 .十 | 
[5 +S +00) 


一 [4 十 工 一 此 十 oGD| 一 工 十 o(CD， 
# a K 





4 r= oPBELA RKE e 
G) w 


= 144 + 





et) = = | eidy, 


nf dee 
对 于 任意 给 定 的 实数 *， 以 r: 表示 二 二: a 的 整数 部 


分 ,于 是 有 表示 式 
tate |o, (3-5-20) 


Et gogai RS 





PCS, 22) = P (EA cae A 
F, aay f, 
\ ae 
ta? 
5, 一 rs ps + a 
一 P| > Ef, (3-38-21) 
| or afr, 


又 当 rH oo 时 有 Of r, +0 和 
te the bef ta? = 1. 
tjn tip 
A Se= Tee tT, Br, HABA i Ao PHL 
变量 之 和 , 故 由 中 心 极限 定理 知 当 > oo 对 
PCN, & ro = PCS, Bt) 1 OC x) = oe), 05-35-22) 
A 7H, , 
yy) N tin 六 the 
Prd P| vale Taig) 
=P (Mi 一 zu rio — 8) 
vio vin 
a p (Nem tlt < x), 当 + 很 大 时 。(3-5-23) 
JM rat} i 
ik (3-35-22) F0(3-5-23) RRB RII SIE, a 
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现在 介绍 两 个 较 初 等 更 新 定理 更 为 深刻 和 有 用 的 同类 结果 ， 
RSE NORA Blackwell 更 新 定理 和 Smith RHA RS 
理 ， 下 面 仍 设 N = {N 20) 是 普通 更 新 过 程 ， 它 的 更 新 区 间 
EE T.G 一 1,2,…) 的 共同 分 布 是 下 ,其 数学 期 望 是 m 

定理 3-5-4 (Blackwell 更 新 定理 ?》 

G) 若 了 是 非 格 下 分 布 ;, 则 对 任意 «20 有 有 

MG +a) — MG) —a/p, Moto, (4-5-24) 

@) 若 王 是 格子 分 布 , 共 周 期 是 d, 则 

ECE nd 的 更 新 次 数 ) —> d/p, 5 an— œ, (3-5-25) 
E 一 %, 则 上 面 汐 式 子 中 的 e MERX D, 

当 PCT, 一 0) 一 0 时 ， 则 在 nd 以 概率 1 最 多 只 能 有 一 次 
Bete md 的 更 新 闻 望 次 数 就 是 在 nd E EPRE, O- 
5 -25) 式 也 可 写成 

P (Æ nd 发生 更 新 ) > d/a, 5 n— o, (3-5-26) 

KERRE, E EIRTO, MERA UUK o 的 
KEPER eRe aS e MALS 
的 。 因为 当 区 间 逐 新 远离 原点 时 ， 过 程 开 始 时 的 状态 对 这 区 疝 中 
更 新 响 发 生 遍 起 的 影响 应 该 逐渐 减弱 ,从 而 家 限 lim [ MG 十 9) 一 
MCe)] HRE, RTC IU ele). BHD, WRK 
限 确 实 存 在 ， 则 由 前 面 的 初等 更 新 定理 知 它 必须 等 于 ale BE 
上 ;我 们 有 

g(a + b) = lim[ Mtr +a +k) MO) 





















































sm lim[ ML: -+a + 5) — MCt+ a) 


+ MC +a) — MC] 
= gla) + gY. 
函数 eC +) PREFA, RAW RON GORE A TEA: 
g(a) = cala > 0), 
Hp e 是 某 一 常数 。 下面 证 cm le REM 
b, ™ M(n) — M(n— l}, 对 于 一 192 


. 1466 





于 是 有 iim by 一 cB ea BSAA BL 
lim M(n)/n 一 fim Cb, 二 十 bin ce, 


由 初等 更 新 定理 知 应 有 ec 一 im 

当 F 是 格子 分 布 时 ，(3-5-24) 式 中 的 极限 显然 不 存在 hd 
是 这 分 布 的 周期 , 州 异 新 只 能 在 # 的 整数 倍 处 发 生 。 因 此 ,与 其 说 
在 一 个 区 间 中 的 更 新 期 望 次 数 依 赖 于 这 区 间 的 长 度 ， 倒 不 如 说 它 
依赖 于 这 区 闻 包 含 多 少 个 形 如 ndla St) A. PARA 
关心 的 极限 应 是 在 na 的 更 新 期 望 次 数 当 # oo 时 的 极限 ， 

易 史 初等 更 新 定理 可 以 看 作 Blackwell 更 新 定理 的 一 种 特 跌 
me. 事实 上 , 令 b= M(#) 一 Mlsn 一 1)。 当 是 非 格 子 分 布 
时 ,由 Blackwell 定理 知 当 n— o 了 时 5 一 iim TM CH) a= 
Cb eee 十 加 fm 也 起 于 1/fn， 及 因为 对 任意 实数 + 有 

bel MOD ~ MAD el} Mi 

z rl 1 t iz] +1 
FIGARO, 5 F ERTO W. RAP 
地 以 (3-5-25) 式 出 发 推出 窝 证 的 结论 ， 

定理 3-5-5 (Smith 关键 更 新 定理 》 设 了 。 是 非 格子 的 ， 艾 
没 AC) 是 变 元 eC 0) SEM AR, A 


| ACK dt <0, 
a 

















则 当 1 -> co Bf 
i AC? — xd M Cx) -一 上 人 her de, €3-5-27) 


定理 3-5-4 和 定理 3-5-5 实质 上 是 等 价 的 。 容 易 看 出 ， 如 果 
在 关键 更 新 定理 中 到 
lia E GOcisia, 
iA = 
QD 一 ker 
则 C3-5-27) 式 左 端的 积分 变 成 





jac — x dM (x) = = [MOD — MG oa) 


Zr BIL 
二 | hdt =u 1/ p, 


于 是 我 们 就 得 Blackwell 更 新 定理 中 的 论断 (3-5-24) 式 。 

相反 方向 的 草 涵 关系 将 在 5 3-6 中 给 出 。 但 是 ， 在 这 里 我 们 

先 作 如 下 的 观察 (不 是 证 妥 )， 使 读者 起 码 从 直觉 上 对 这 一 相反 区 

BARAUA. H Blackwell 更 新 定理 知 对 任意 “> 0 有 
mM H MUl 








+3 f2 


He a0 时 也 应 有 


Em lim 


awl Ea 


BOE 2E HR LPR IR FE ERTS, RIR 

im MSO a L 

ra dy pe” 
这 是 关键 更 新 定理 的 一 种 表达 方式 。 事 实 上 ， 上 和 式 列 通 对 于 大 的 
z 值 有 dMCO/ar ~ lfe, IREN dMG) ~ dt /pn。 男 一 方面 ,内 为 


Ba (adds HIRAM + 一 oo 时 AD BHA BT, 





Ml: +a) Mae) _ 1 
a a" 











从 而 | aCe 一 x) 4dM Go) 的 值 主要 由 职 分 区 间 《0, 中 那些 相对 
大 的 + OREO 上 一 > 相对 地 小 ) 决 定 ， 因此， 党 * 变 得 很 大 时 可 
A5 

| Alt — x}dM (x) = p A(t — x) A 


t 
一 上 | hw)dx, 
E do 


这 就 是 Smith 关键 更 新 定理 ， 

关键 更 新 定理 是 更 新 理论 的 一 个 很 重要 和 有 性 的 结果 。 这 也 
ERATE EEDA R ME RR CERURA. SRI 
计算 在 有 时刻 联系 计 更 新 过 程 的 某 事件 的 概率 或 其 随机 变量 的 数 


= 148 。 
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PA e) 的 航 限 值 (z-> 00) I RER vs" ee” 
技巧 ， 首 先 通 过 对 在 时 刻 :前 最 后 一 次 看 新 发 生 对 间 的 多 件 化 准 
出 一 个 有 如 下 形 式 的 方程 
ECD 一 Ke) 十 | hl — 2d), 

然后 利用 关键 更新 定理 求 出 极限 值 im ga). 

为 了 应 用 上 述 枝 巧 ， 我 们 要 利用 竟 新 过 程 在 时 刻 + 前 最 后 一 
次 更 新 时 间 8w， 的 分 布 ， 下 面 的 引 理 络 出 我 全 需要 的 站 果 。 

引 理 3-5-3” 设 更 新 过 程 (N20) MORK a S) 
ARR F, M) 一 EN, REPAR, WUE es SO,Sy, 的 
分 布 由 下 式 给 出 . 

P(Sq, Gs) = PG) + FG— yam), (3-5-28) 

di F(D 一 1 一 FG) 是 存活 函数 。 

证 明 


P(Sy, <5) = PPO Ss 8,4) > 8) 
a= 


= POS, > + SPS, S Sen > F) 


eo. 


一 FQ) + >| PCS, Ss Son SFIS, ~— YFG) 
a=] 


= Fo) + D| FG — yar, O) 


5 
asl] ki 


= Fa) + È FG — yM O). 


上 上 面 的 推演 过 程 中 交换 求 和 与 积分 的 次 序 是 会 法 的 ,因为 共 中 有 
关 的 各 项 都 是 非 负 的 . Li 


注意 由 (3-5-28? 趟 容易 推出 
P(Sy, = 0) = FG) (3-5-29) 


2149+ 





和 
dF s,, (s) = FCs — SdMCs), (3-5-30) 


FN RIVE BRE — eA EAR, 
53-6 更 新 定理 的 进一步 讨论 


在 这 一 节 我 们 将 给 出 Blackwell 更 新 定理 ，Smith 关键 更 新 
定理 以 及 这 酚 个 定理 等 价 性 的 数学 证 角 ， 与 此 同时 ， 我 们 还 将 以 
AAWAASIA Smith 关键 更 轿 定 理 的 一 种 较 一 般 的 有 形式， 鉴于 
这 一 节 内 容 的 纯 分 析 特 点 ,初学 者 可 以 暂时 赂 过 ， 


首先 介绍 陌 个 引 理 . 
引 理 3-6-1 对 于 任意 +> 0 My > 0， 
M HD MG) <1 + MOn), (3-6-1) 


证 明 Nu. = Na, — N, 是 过 程 在 区 | 间 《491 +n) 上 的 重 
新 次 数 。 若 Seen ten, WR Nia, Se. BOA, 当 
Tya Pe tT yen 之 4 时 有 Syn 2 十 3 因此 我 们 有 
_ 绍 下 的 事件 包含 关系 : 
LN ity =n CAF yt 十 … + 了 w+a+l =n} 
Me By a ae PE Pyar bos + T aptat 和 5。 有 相同 分 
tis PON a, PDS PCS, Sau). FR, 


Mi bad — MG) = D), PONG, DR) 


na 


<> PCS, <9) 


we 
=} S F.C) 


— 1] + Minò. S 
引 理 3-6-2 iF PARR ORM, ERA BH 
tra, WR 
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lis) = | Ex — Jd FCs) 
ARATE ST a RAIE 
引 理 的 证 明 请 参看 Feller (1986) 第 XI B, 
现在 ,我 们 就 能 够 给 出 Blackwell 更 新 定 鼻 的 证 阴 。 设 Ce) 
是 一 个 有 界 连 续 消 数 , 它 在 区 间 [0,4] STS. EBM 


pt) = b(t) + (‘aC — MCO 





mm ied 十 | Ae O (3-6-2) 
根据 定理 3-4-2 知 这 样 定 义 的 pU 满足 更 新 方程 
pO) = hC) + yl — OFC, (3-6-3) 


由 引 理 3-6-1 和 (3-6-27 式 雁 易 推 得 
jo) ALCOIE A Ei 
< sup HADNT + LIMO) — MG — 1))} 


< sup 1h) IEZ + M), 
而 且 对 于 ¢>6 有 
[ee + 8) — qi 
< sup [ACr + 6) — A(x) lE + MCa + 8), 


~<a? 


这 表明 函数 pO) 是 有 界 和 一 致 连续 的 、 
将 (3-5-3) 式 中 的 字母 1 和 分别 改写 汶 二 和 x la, eae 
变 元 1 从 0 到 mM >a) 积分 得 
f hn)dr = | pCa 一 [asf p(s — XdF (x) 
= | gC — es — { dF (| * pls)de, 


然后 利用 分 部 积分 公式 5 就 得 到 


D SAAS FAG AE RA RAR: 没 ce) ERB rO) 
5 
MEE sm SPE) = ECF {Css 
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i kids = f ptt — ds 一 | F(x) B vd 


a 
一 | Fo ax 
业 


一 [oG — C — pfeyyar。 (3-6-4) 
$ 5 一 limsuppts), Ti ta} 是 一 中 单调 上 升 于 无 穷 且 使 得 


Pa 一 WHF, RTE Mee 
plt, + r} PE <a, 

bG) = 1 my peor, (3-6-5) 
由 epl 的 一 致 连续 性 知 对 任意 tc > 0, FA # >0， 使 得 对 所 
有 满足 [xe ce A Me”, 不 等 式 

bale) — OC] = |e” +2) — ole + ices 

对 所 有 * Saki, BOER de) ) 称 做 等 度 连 
续 的 .我 们 已 经 知道 ", 若 一 等 度 连续 的 函数 大 {g(x)} RR 
存在 常数 六 ,使 得 对 所 有 51,2, ,不 等 式 | 由 of 打扫 KR, 
出 性 能 从 序列 {$Cx)} 中 选 出 一 子 列 1¢6,,09}, IF dml) 
i Be PSE ERA be), MAIR IRE I oe 
一 致 的 。 我 们 用 OG) RAR HC3-6-5) ee ES E UTA 
{oC} 的 收 人 证 子 列 的 极限 。 TE, ERE UPR KAI a 
h(x} 一 0， 梳 据 (3-6-3) 臣 由 可 证 明 对 于 生意 实数 x 有 


oe) = | ole — ar). (3-6-6) 





又 由 由 至 3-6-2 HRC -6-6) RF FRE Kb 
中。 的 定义 立刻 推出 





d(x} = (0) — ec 
FLAT At t 


by, (8) = PU, tx} me, kw, 
因此 ,由 (3-5- 拉 式 得 
1) mgg Feller (1966), BVUI#, 


. 152+» 


A(s)ds = lim We PG, — sl — FCO eds 


一 aa — F(s))as 
= z a, (3-6-7) 
BHM cm liminf pb)， 册 用 类 似 的 方法 可 证 
[ads = cu, (3-6-8) 
联合 (3-6-7) 和 (3-6-8) 式 就 得 到 


g= = 工作 hlds, 
pete 


这 表明 极限 lm g(r) 存在 且 等 于 二 | aGdds, 因而 由 OC 的 定 


03-6-0AG LH, MEE [9.9] 外 等 于 等 的 连续 函数 
AC) 有 





lim { ae) + | als — dM) 
= tim |" hr — sjdd MC) 
=æ l | 45as, (3-6-9) 
tt Jo 


4 e == ool} EAA WAR 

设 Oey E y E n Kits EME mi > Oa, tate 
HER, ACS) RAST R1 SME, CER H In, 
m] 上 等 于 1, EKK] [im — osm, + 6] 外 等 于 霉 ， 则 53-6-9) 式 
右 端 小 于 Gz yp +28) a, HAA RSA MG — d 











让 
MG — a) MOm E| AG — dM) 


a i 
< Lf ACds H e “Cm — m + 25) +8, (3-6-10) 
pde # 
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其 次 , 若 AC) ERENT 0 ADL ZB FESR, BER lo. + 
m — 3) LET LE lnem] 之 外 等 于 零 ， 则 《3-6-9) 式 右 踏 
KFT Cn: h 25)! a, FAM NF M(t = m) 一 MG 一 n9. 
Fh NIKI: A 

MG) MG mSS AG DMG) 

> 工人 bydi — e > Ln—n—2)—s (3-6-11) 

# lo a 

HRA (3-6-10)4003-6- LL JAHA RA OS e DERENG 
lim {MC — m) — MG — m)} = (m — ad) a, 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

在 给 出 两 个 更 新 定理 的 等 价 性 证 明之 前 ,我 们 先 作 如 下 考察 . 
E Blackwell 葛 新 定理 我 们 能 够 得 知 更 新 方程 (3-6-3) 的 解 
pO 的 某 些 渐 近 性 态 。 设 e <b PRT SEM, 40) 在 区 间 
lea, b) 上 等 于 1， 在 这 区 河 外 等 于 零 ， 则 根据 定理 3-4-3 知 方程 
(3-6-3) BU RC + > bie 

PO BC) + | ACG MG) 


= Mir — a} — MO — 6}, 

Za Blackwell 更 新 定理 得 
lim p) = lim{ MG — @} — MG — 55} 

= (b —a)/ a. (3-6-12) 
更 一 般 地 ， 设 EAIN 1,2,+-+ 35; E s A BRS RIERA, 
EPERE m5 b — ap Xi 

_ 1 a, x <i by, 
MOL, tenes 


hin = > 64 Ls), 


其 中 ce， BRA, Dl) AGHA, BIL pt 
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ARER C3 -6-3 eg ay hs FAA ACO AM, Uk N Et 
应 于 AC) 的 解 po WR 


ple) = > ca Pt, 
由 G3-6-12) 式 蕊 上 推出 


lim gilt) =a lim > capak) 


f hldi, (3-6-13) 


MER Dags di) 一 [Ck 一 Ln 477), k= E,Z, 是 基 --- 正 数 . 
one 
Di lela = | aoler < o, (3-6-14) 


则 由 及 
Pe) = MG — CR — 1m) — MG— kn) 
< 1+ MCa) (3-6-15) 


HEAR ph) 一 2 epal Wt ae. Wah, RATA 
换 极 限 与 求 和 的 次 序 , 于 是 由 《3-6-12) 直 得 


lim 一 ”mm > expe) 
i+ TE kæ] 


一 af Bds, (3-6-16) 


EATE ARR AH boot AR PRR. aC) 
C > 0 EERAA E T R5 1， 2 令 
£g > int hla) 和 ci 一 sup Alr), 3-6-17} 


人 1 一 
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注意 ct Mic, MRR, id 


n= ea 和 Fa) =a Dee (3-6-18) 


tail 


我 们 把 G) A 6G) 分 别称 做 下 和 与 上 和 和， 这样 的 和 数 我们 在 
MNS) PS RS BH ese it, RRA NS RIS E 
是 有 限 的 积分 区 癌 ， 因 此 仅 涉 及 有 限 和 而 不 是 (3-6-18) 式 的 无 穷 
级 数 。 如 果 当 41 一 0 时 (3-6~187 式 中 的 两 个 和 数 g(x) 与 aka) 
绝对 扩 煞 于 同一 的 有 限 极 限 ,我 们 诚 说 函数 AD SERS TBE 
的 Cdirectly Riemann integrable), AbH FHR AAE a aR 
记号 表示 这 公共 的 极限 , 即 











HmagtCn) = lim gp) = | Atejdt, (3-6-19) 
BEH PEH US BS Re, HR MR E A ERA) 
tim |” Adr — | hla (3-6-20) 


TLEN RE BE GERTS | ode, CXR MKS 


价 。 我 们 不 难 绝 造 一 个 使 得 极限 (3-6-20) 存 在 但 并 不 是 直接 歼 受 
可 积 的 函数 。 

由 于 睛 (3-6-19) 式 定 文 的 积分 是 直接 对 无 穷 区 间 [0,co ) 
分 后 求 和 得 到 ,而 亲 妨 迁 避 地 先 通 过 在 有 限 区 间 积 分 ,然后 令 积 分 
KM FRYE M, ALLRM HEE (3-6-19) RE NO BD 

尽 答 上 面 提 及 的 两 种 可 积 性 不 等 价 ， 但 在 这 两 种 积分 之 间 存 
在 密切 的 关系 ， 

引 理 3-6-3 GEL ACs) HER SRL ESM URS 
积分 (3-6-20) 存 在 ， 则 AO 的 直接 黎 曼 积分 (3-6-19) 和 广义 各 
学 积分 (3-6-20) 相 等 ， 

证 明 ”对 于 国定 的 5 之 0,《3-6-18) 式 中 的 和 数 O(n) RI aC) 
分 别 是 阶梯 函数 
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BED = cga F AA S ljas c kask = l4,“ 
和 
got) cy, “4 A 1) St <i krk = 1,2,-°° 
的 广义 黎 曼 积分 。 因 为 
AC < AC <= alt), 
故 


an) < |, Cea aay), 


PER LARS 3-6-2052 MT CRORE. ind, E 
ERF nO, ACD A RRS RE EPEHA P 积分 
相等 ， Z 
上 面 的 推理 启示 我 们 ,如 果 Smith 关键 更 新 定理 能 由 Black- 
well 更 新 定理 推出 , 则 它 可 以 推广 到 直接 黎 蛇 可 积 困 数 类 ， 换 名 
话说 ,定理 3-5-5 有 如 下 的 更 一 般 形 式 ， 
定理 3-6-1 BEM A) HRT, F 是 禁 赣 全 随机 变 








BAIS HAR, 
ptr) = AC) + | ACt — xd MCs), C3-6-21} 
这 了 时 有 如 下 论断 : 
Cl) 若 忆 是非 格子 分 布 , 则 
工人 nayar 若 a << 00, 
lim pr) == #7’ (3-6-22) 
1 0 Famo, 





2) AFER TO, CAMRE ¢, 由 对 所 有 «> 0, 


d kail 
a bCa + nd z << oo 

lim pla + nd} = a Ca + nd) ale (36-23) 
0 F n= o, 





证 明 这 里 仍然 内 就 F 是 非 格子 分 布 的 铺 形 进行 讨论 ， 当 下 
是 格子 分 布 时 证 明 的 思想 是 类 似 的 . 
首先 要 指出 ,由 AC) 的 直接 黎 骂 可 积 性 可 以 马上 推出 
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imko = 0, Ring 


APR EE os Sookie 





我 们 记 


ACE = Shek) A 和 A) = Be Lee 


ey 


Mi pele) 是 更 新 方程 (3-6-3) 当 BG) = a(o Tiie Ao 2-6-2) 
PIRE, 于 是 ， 这 方程 对 应 - TA AC 和 Ake} "EHR apg] BE 


pi 一 > exept) Wi Gad Bb cme 


per 





根据 (3-6-137) 式 在 
lim pkr) == tim 之 | 
= 13 can 
= + gi) 
a 
和 


Hm) = lim > Eple) 
t> teeny 


A Ae ee SOT RE ik RON ES n > 9, 和 数 oC) MaC) 
Mest ae, Mew WE Ae (3-6-14), MIM RRR RRR SE 
的 。 叉 内 对 每 一 1 六 0 有 A SAG) SAG), M 9) ph) 
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Gir), “Fig, 
ala) a 一 limp) & lim inf pt) & lim sup p(s) 
<= limp) 一 GOD ms 
He ni, 由 于 
im¢(1) 一 lm a(n) 一 EOL 
改 当 上 一 co 时 pl) 的 上 、 下 极限 必 福 等 , 风 极 了 眼 Em ple) 存在 且 
等 于 LO peds, E 
aJo 
THEE HAKBERER ST RENE RM A Aa 





x. 

定理 3-6-2 (A) (OMAR PRS RR A RE 
数 是 直接 笋 党 可 积 的 

(3) 总 对 可 积 《 湖 它 的 绝对 慎 在 遂 常 意义 下 是 笋 党 可 积 的 》 
BY 2A ia pr ak SE A HERE So] AG, 

(C) SFREE-ARAMS SPEAR, PRR Sal 
PAM BRS EAS. anh, —TPeH—-ARA 
间 外 等 于 零 的 连续 函数 一 定 是 直接 黎 曼 可 积 的 ， 

(CD) kG) 是 非 负 有 界 连 续 函 数 , 则 它 是 直接 黎 曼 可 积 的 充 
DEBRA Fy) < 0 对 某 g > 0, ABA rn 是 由 《3-6- 
187 式 定义 的 上 和 ， 

显然 , (CA) 是 (CB) 的 一 种 煤 殊 情形 .在 这 里 我 们 只 给 出 《B? 
AJGERS, CC) A CD) AULA es RATER. 

BAC) 是 满足 (BY 中 息 设 的 国 数 ,这 时 只 有 丙种 可 能 的 情 
形 , 即 aCe) $E5E TONS BCE IEA A OBR, fn a CE 
形 中 都 在 AC) 一 0 当 soo, ROAM HRY, AA 
EB a SE — eh ek oe AbT. FBE AG) 0, 
于 是 ce, ACR im SO Ac, Akn) 20, A 


























an) = a Sain) < hdr < o. 


kmt 
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MING EC) = ln) + ahl), Mit oly) < 00, HY n 
0 时 

aa) on) = hb) — 0, (3-6~25) 
另 一 方面 ,我 们 显然 有 





a(n) 起 N hldi < &{y), (3-6-26) 
联 仿 (3-56-25) 和 C3-6-26) 式 就 马上 得 到 


lmg) = lim) = | Aled: < 00, 
A+ do ou 











BN ACs) PAPERS OR, 

Bit, RIE BRERA ce BE 3-5-5, 因为 它 是 定理 3-6-2 (A) 
FEH 3-6-1 的 直接 推论 .由 Smith 关键 更 新 定理 推出 Black- 
well 更 新 定理 的 证 明 在 $3-5 HAAS, AR. 

RRS DMB, SERPS eS Sl 
了 了。 是 非 独 立 和 有 不 同 分 布 的 情形 这 一 方向 得 到 了 一 些 结 果 。 参 
看 Chow 天 1 Robbins (19633), Hatori ©1959) 和 Kawata (1956) 















































§3-7 AR RIERA REE 


4S RAAB fre, FITS RR 
IDR Ste Pe, BUR Re AAR OTT Ts, EHE 
H Toro AMISH. ARAA T, 有 更 于 
TT. HOT. PR, ABT RM ER TER “SH 
fo” SRE RE CBA 3-1- Ui, EAF a RT CBT Yah) EE E 
HT BRITA, ca] RSS Blt SA te od HER 
样 的 ， 从 而 我 们 就 得 到 一 个 延迟 的 更 新 过 程 。 因 为 这 时 观测 不 是 
从 一 个 新 雯 件 投 入 时 开始 而 是 延 退 了 一 段 上 时间 ， 所 以 我 们 在 对 应 
的 更 新 过 程 的 名 称 中 四.E 延 好 "二 字 ， 下 面 给 出 这 类 更 新 过 程 的 
数学 定义 ， 
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定义 3-7-1 ig {Tni =l, +} FR Bk A a 
记 距 ,其 中 第 一 个 点 关 出 距 T, bn GHENT. = 2,3,°°°) 
有 相同 的 分 布 严 - $ 





S = 0, s= DT,, n= 1,2,- (3-7.1) 
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和 
Np) = sup anif, <2}, (3-7-2) 
我 们 把 由 (3~7-2) 式 定 必 的 过 程 Np =No, De; Ca Re 
ESR SR RR T, nm 1,2, 0} 或 更 新 发 生 时 间 序 询 
{S,,4 = 1,2, +++} RR EIS ee A (delayed renews! process) 
BO TE Barth 《modified renewal process), 
Re SPE SHR No) Sata {Se} 安 易 看 出 
PCN aCe) = 0) = PCT, > 1) = GG) (3-7-3) 
和 对 于 s= 1,2, 
P(N p(t) = n) = PON aCe) 22 n) — PONa CÒ >n + 1) 
= P(S, <1) PS <2) 
一 GeF, Go) —- Ge FC), | (3-7-4) 
过 程 Np HE RARE 


























Mol) = ENpG) = >) G# FLAG, (3-7-5) 


其 中 fF, ESTAR Foe BS, 

SOO GMP SABER eM. A Me, FRI GA 
TMp, g RO AR, 则 类 似 于 普通 更 新 过 程 的 情形 不 难 由 
(3-7-5) 忒 推出 

p(s) = ON (3-7-6) 
si — FCs) 
Ah. AeA a a 
Mop) = ENp(O = ELECNo COIT] 
一 E|Nole)|T, > 11G@) 


a éle 





+ | EUND) T, = x}dGCe), 
4 


ASST, > eh BRA NolO=0, Be ELNeG@) IT, > 2] 
=O, Ari 


Mots) 一 | ETNI T, ~ 214G(e) 


ELl 十 点 Eee) 


a 


= f Li + MG — x}]dG(«), (3-7-7) 


AP N, 和 MO 一 EN, DARRA AED t F AAE E y 
aPC RAR AH, -7-)AS HER eB H E 
BAR ALY JE a oF ET ot AS Es KH. 
全 3-7-1 ik-CREP UB TAWE T, HRA 
ta oy th BD a E pA RE 
gts) = pae + (1 — pjbe ted, 
Hohe > b> 0 l>p > 0, Ta Ta 的 共同 分 布 则 是 参数 为 
b 的 指数 分 布 , 即 有 密度 了 涵 数 
f= be", te, 
易 知 
FCG) = b/(s + 5) 
和 
RCs) = pa/(s + a) + (1 ~ pb CG + 4), 
ea (3-7-6). 
Molse) == E 
(1 — F) 
a Pajki +a) + O —pb/Gs + 4) 
x1 — B/Cs + b) 
= Pat bot C1 — pbs + a? 
Hs + a) 
fb + [pe + (1 ~ bls 
PCs + a) 
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=; t 一 
f(s + a) te ba; 
i of s 
E BY 
4 ; t 
t Lb onde og £ 
: ae te ke 4 
+ |! PEIL PZO i Ea 上 
‘ 证 5 了 十 上 上 


ESCA Pe itt 2 a3 
Eho te mmea ` 
一 十 二 (二 
a > a A 


= bt + pla = #) {1 — eo") 


MEH FR ANT os a] Be) ACS - 7-7 SRS Mae), 这 时 有 


Mr} = bI 





和 
dO = gledet = [pae + (1 — pibe* de, 
7 il BOW aR, REEN TEA ee 
类 做 的 极限 定理 也 成 立 。 县 体 地 说 ,我 们 有 
定理 3-7-1 (C1) 以 概率 1 有 


pf G —> w), (3-7-8) 
这 里 zx 一 | dR Ce) fas} ti F AOR 
C2) MoO tifa (+o), (3-7-9) 
G) EFRR Y On, o> 0, H 
Mo t a) — Mpole) >al pli > co), (3-7-10) 


(4) F FRG RAHN d 的 格子 分 布 , 则 
EAE ad SE PUR Bd) u (noo), (3-7-11) 
GO) EF EOR fon AN a BHR ST RAH, My 上 一 
oo 时 





r= “oo 
| A(t —~ x )dMole)— | Adif m, (3-7-12) 
Jw vi 


RMASBR, GPR SRL ib GRU S -3-3 的 


， 1836 


结果 , 即 相应 于 C3-5-32),C3-5-33) 和 (3-5-34) 式 有 


P(Sy, & 5) = G0) + FG — y)dMp(y), (3-7-13) 


Sy, = 0) = GO) (3-7-14) 


dF, G) = FG — sdM os), (3-7-15) 


从 定理 3-7-1 看 出 ， 当 z 一 co 时 平均 更 新 率 趋 于 一 个 与 初始 
SiR eM. BIRR MO > 1 / x( 当 1 一 00) 堂 诉 我 
们 ,对 于 任意 初始 分 布 ， 当 观测 区 疗 (0 ,+] REN, HARI 
的 平均 更 新 数 接 近 于 凡 nu， 即 是 对 于 大 的 有 Mol) t/a. A 
此 ,人 们 自然 会 提出 如 下 的 问题 ， 蚌 和 理 存 在 这 样 的 初始 分 布 ,使 
得 精确 的 等 式 Mom ijp 对 所 有 之 0 RRE Al ase 
Ale, PRE MR: 























Molt) = tf p, (3-7-16) 
我 们 用 MAO 表示 单调 函数 MoG) 的 L-S Beh, RI 


MB(s) 一 | edMHeCD。 


当 (3-7-162) 式 成 立时 





MiG) = [ew me 4, (3-7-17) 
-Ù ft HS 
及 由 对 (3-7-5) 式 两边 取 L-5 变换 得 
MAM) = GGG 一 FFG)). (3-7-18) 
HEA (3-7-17 FG C3-7-18 A FS 
Gt = aa (€3-7-19) 


fe bs Be is SE R By EEL 
vy lt, _t 1 
Gle) = al 一 | FCzdz| | (1 一 Fix) dx, 
(3-7-20) 
我 们 将 由 上 式 给 出 的 初始 分 布 Ge) 特别 记 作 PO, TE, 2H) 
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ba Sy th FCS -7-20) es Hy ,(3-7-19) shee, Mama MiG) = 
es, EAG- 

定义 3-7-2 具有 初始 分 布 (3-7-20) 的 延迟 次 新 过 程 称 做 平 
(20), BORER BR M,C) = t p 

容易 验证 齐 次 注 松 过 程 是 平 稀 更 新 过 程 ， 因 为 对 于 指数 分 布 
FD 一 1 一 ce RRA FG) = FC), 

平衡 更 新 过 程 在 应 用 中 经 常会 过 到 ， 因 而 是 一 个 重要 的 水 当 
模 昏 ， 假 证 有 一 个 普通 更 新 过 程 , 它 的 更 新 区 问 长 度 分 布 是 下 . 筷 
们 设想 这 过 程 在 开始 对 它 进 行 观测 《把 开始 观测 的 了 时刻 取 为 时 间 
BAKAT = 0) ZH SR CRD 一 00) 就 已 经 开始 运行 ,于 让， 
sheet Kl + = 0 到 其 后 第 一 次 更 新 的 间距 了 工 , 有 由 《3-7-20) she 
出 的 平衡 分 布 FA) 《进一步 可 参看 $3-9 中 有 关 剩 余 寿 命 的 讨 
to) ,这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 平衡 更 新 过 程 。 

直面 给 出 一 个 重要 的 定理 . 

定理 3-7-2 对 于 平衡 更 新 过 程 N, = {Nt SO} 有 

Cl) MAD = t/a, (3-7-21) 

(2) AY) ax} — FG 对 所 有 tO, (3-97-22) 
这 里 YG) 是 过 程 N, 在 时 刻 上 的 剩余 寿命 ,如 从 了 到 其 后 第 一 
ee Sr AT) BS, 

G) Wk N, 有 平稳 增 量 . 

证 明 (1》 因 为 这 时 有 

MECD = F209 /O) — FG €3-7-23) 




















MIES 
Fi(s) = | e dF i) = Af e Cl — FC ds 
mex 14 一 - £2 | ner da Fs) (3-7-24) 
pes 
将 (3-7-24) 式 代 人 4 人 -7-237 臣 后 解 出 MICs) 得 
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AL jit ER 


Malt) = L, 


(2) PCY,G) > 2) = PUYO > zlSw = OGC) 
+ POKO > rl Sn = DaF。 (D) 
= PKT, >t + iT, >G 


re 


十 J PCr >a Hi aml Tos — ORC — M,C 


GO) ”RE 一 站 


| 


= G+ x) + | Cs +e dM KD 


Ye 
fs 
ee 
x, ad | é SA, +6 
图 3-7-1 


将 G = F, 和 MA = si i 代入 上 式 得 
POY (2) > x)= FG 4+ 2d + mal Flr + x — s)ds 


= F(t +2) + L F(ydy 
一 上 一 PFC 十 cz 十 [PC 二 YY) 一 了 (xz 
一 Flix), 
(3) 因为 对 任意 非 负 数 Rs, NO +) — NC) 可 以 看 作 
是 一 个 第 一 次 更 新 闻 了 焉 是 YAS) 的 延迟 更 新 过 程 在 40:z] 中 的 更 
mum, HCD Ys) 有 分 布 Fo， 这 也 就 是 原 过 程 N, 的 第 … 
Re NG +O NG) 的 分 布 与 1! 无关， A 
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EEE RIX RR, BRITS A Br RES HB TTY 
满 扩 的 积分 方程 。 设 更 新 区 间 的 分 布 F 有 密度 函数 f， 我 们 定义 
BRB sa eee RES 

mG) = lim ENa EN, _ lim MG + AL 一 Mi) 


— MCs), . (3-7-25) 
RT re SE Be AAMO 的 导数 ， 它 的 概率 解释 如 下 : 
对 于 很 小 的 Ar > 0, mA 近似 好 给 出 在 区 间 Crys + Or] 中 


的 平均 更 新 数 虽 。 因 为 MC) 一 SIP), k 








mi) = >) F.C), (3-7-26) 


i Ce) 是 FO) He BBR Fi) 的 密度 疼 数 。 通过 对 (3- 
7-26) 式 两边 取 拉 氏 变 换 容易 椎 出 ,对 于 普通 更 新 过 程 有 


my = Ses) LO, 3-7-27 


ant 1 — f(s) 
而 对 于 延迟 更 新 过 程 则 有 
Pints) = E, (3-7-28) 
1 — f(s) 





这 里 zs) RB By A Hs SE EM. HG -7-27) 
和 (3-7-28) 式 分 别 写 为 


Bs) 一 f(s) + RGN) (3-7-29) 
和 
Fin(s) 一 BCs) + AOC. (3-7-30) 
BA Bic hy iat ak eR RN 7S 
ms} = pot + f mr 一 wf Cu) dy (3-7~31) 
和 


mpl) = g(t) + f molt — uj)dn, (3-7-32) 


-}67- 


AS} FEC 3-7-3 1 VAIC3-7-3 245-8 HP BAM O BM le 
WERTE By Fy AEC 3-4-6 FC 3-4-8), l 

由 定理 3-7-13) 容易 推 知 , 若 下 是 非 格子 分 布 eE 
通 更 新 过 程 或 是 延迟 更 新 过 程 , 当 上 一 oo 时 更 新 密度 mtz) ER 
限 1/g， 叉 由 平衡 更 新 过 程 的 定义 直接 得 知 ， 这 时 进一步 有 更 新 
密度 mC) = 1p 





538 交替 重新 过 程 


迄今 为 下 ,我 们 研究 的 更 新 过 程 只 涉及 一 类 睿 件 ,或 者 涪 过 程 
描述 的 系统 上 只 有 一 种 状态 ,例如 .在 零件 更 换 的 例子 中 我 们 考察 设 
备 中 -~- 个 零件 的 工作 ， 当 索 忻 发 生 故 了 辜 时 立即 用 同类 的 新 零件 替 
换 , 各 鹤 件 的 工作 是 相 豆 独立 的 。 这 样 , 相 继 使 用 的 零件 的 寿命 是 
一 串 相 互 独立 同 分 布 的 敌 机 变量 ， 对 庶 的 系统 只 有 一 种 状态 一 一 
工作 状态 和 一 种 类 曹 的 重新 韦 件 。 这 些 事 件 发 生 在 零件 出 现 故 漳 
的 了 时刻， 现在 苦 虑 较 一 般 的 情形 ， 即 是 当 霉 件 发 生 故障 时 我 们 不 
能 在 这 一 瞬间 用 凌 的 零件 去 页 替 用 坏 的 零件 ， 我 们 需要 一 段 时 间 
《一 般 阅 来 ;这 段 时 间 的 长 度 是 随 桃 的 ) 去 寻找 、 拆 邱 用 未 的 零件 和 
安装 新 的 零件 。 于 是 ， 对 应 的 系统 就 有 两 种 状态 一 一 工作 状态 和 
故障 《或 次 说 修理 ) 状态 ， 这 时 ,可 以 用 一 个 两 状态 (通常 可 以 用 
“1" 和 “0 分 判 表 示 “ 工 作 ” 和 “故障 ”状态 》 的 随机 过程 来 描述 设备 
的 工作 情况 。 过 程 交 替 地 到 值 *1”" 和 “0” 崇 示 设 备 交 替 击 处 于 工作 
和 歼 障 状态 ， 由 此 3[ 避 到 如 下 的 交替 更 新 过 程 模型 ， 

我 们 用 "二 和 "0 表示 系统 的 两 个 状态 。 旋 设 在 初始 时 刻 = 一 
0 系统 处 于 秩 态 "] : 它 在 这 状态 逗 胃 一 舟 时 间 Z 后 转移 到 状态 
“OP” 5: 它 在 “0 " 青 贸 的 时 间 Yo A M PRB AAS IT AE 
TRA 2, 的 时 间 , 以 后 又 转 到 状态 “0 ,在 这 状态 度 过 长 为 Y: 的 
ji 后 及 发 生 状 态 转 移 ,…… ,如 版 相 号 在 状态 “1” 和 “09” 之 间 交 
厅 地 转移 下 去 ， 假 没 系 统 在 这 两 种 六 访 中 居留 的 时 间 是 随机 的 ， 
于 是 我 们 就 得 到 两 溃 哆 机 变量 Zis zs ttg ast’ :和 Yis Ys 
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YY RATEALE CZ.,.¥.), mm ltt, & 
(BRE SAME ne, Za A Y, PILLE RAI. H 
对 《Z。 re) PMR {Z,.} 和 {Y。 AARE 
联 癌 分 布 的 随机 可 量 序列。 我 们 把 由 随员 向 和 屋 序列 {CZ,, Yi} 
HATE RU GEOL id Re es a Le Calternating renewal proce- 
ss), DRA Y, = Oa = 1,2,1) ATH {CZ,,¥, 97 THAR 
替 更 新 过 程 就 变 为 由 Z.) 描述 的 普通 更 新 过 程 ， 

从 上 面 对 交 替 更 新 过 程 的 插 述 可 以 看 出 ， 系 统 每 一 次 从 状态 
“0 转移 到 状态 “起 的 时 划 【《 亦 即 每 一 次 开始 处 于 武术 “人 的 时 刻 ) 
十 过 程 的 一 个 “页 生 点 ”Kregenerative point7， 这 就 是 说 ,在 统计 
音义 上 过 程 从 这 时 刻 往 后 的 发 展 如 同 这 过 程 从 头 开始 一 样 《 而 不 
受过 程 在 这 时 刻 以 前 的 让 和 中 的 影 吃 7)。 记 住 这 一 事实 是 很 重要 的 ， 
它 和 在 我 们 今后 的 研究 书 十 分 有 用 ， 

HH, GAP 分 别 表 示 Z, Y, 和 Z, + Y (a= 1,2,- 0 的 
Fm., MS 

Pit) 一 PCAEN Bt RATS"). 

Po 一 有 在 时 区 了 系统 处 于 状态 “0 ”)， 

Fa SE BE PY SEE BD A SA Toh A BE 

定理 3-8-1 设 ELZ, + Y,] <0, FRAT HA, MM 
E[Z,] 






























































i 一 一 3-8- 
lim P Ke) EIZ,1 + ELY] ( 1) 
i ELY,] 
i 一 3 -8- 
tm PO = SIZI BLY 3-8-2) 


证 明 我 们 把 系统 每 一 次 从 状态 “0” 到 状态 "1* 的 转移 称 做 
“更 新 ”。 于 是 ,对 在 时 刻 + 前 的 最 后 一 次 更 新 时 间 Sy, BRE T 
们 就 得 到 
Pie) 一 (系统 在 + 处 于 “1” Sy, 一 0)P(Sw, — 0) 

+ | PCBS FTI Sy, MPs), (3-8-3) 
办 为 
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P (系统 在 1 RFA" Sy, = 0) 
一 PCZ, > 2) Z,+ TY) = WFC), (3-8-4) 
而 对 于 了 Y 之 有 
P CRIE t SETI" | Sw, 一 了) 
= Pl2>1~y|Z+Y>+:— 7) 
= H(i— /EC — y). (3-8-5) 
将 (3-8-4) 和 C3-8-5) 式 代 人 C3-8-3) 式 并 利用 PCSx, 一 0) 一 FG) 
和 dFs, ty) = F(t 一 y)dM (y) [参看 (3-5-33) 和 (3-5-34) 式 ] 就 
推出 
PÒ) = He) + | AG — yaM O). 
BUL H(z) EET t 的 非 负 不 增 函 数 ,而 且 
("Heat = E(Z,]<.0, 


故 由 定理 3-6-2(4) A HC BARBRA DRY, A Smith 
关键 更 新 定理 (定理 3-6-1) 推 项 














EOT 
im P(e) = |, eos -El _. 
im ‘ip EZ, ] + ELY,] 


(3-8-1) AGE. 

由 PK + Ped i 及 (3-8-1) 式 立 得 (3-8-2) 式 ， 四 

上 面 的 定理 只 是 给 出 了 PAC) 和 PO REA, Fett 
论 它们 的 瞬时 性 态 。 

送 一 步 假 设 Z。 与 Y。 相 互 独 羡 (对 每 一 “一 12 0)。 如 
果 用 NOG 一 0,1) 表示 系统 在 区 隔 《0,1] 内 状态 “i” 的 更 新 
次 数 ( 即 从 状态 “i 转移 到 另 一 状态 的 次 数 ), 则 不 难看 出 (NO, 
i320} 是 一 个 普通 更 新 过 程 ， 它 的 更 新 闻 距 序列 是 (Z, 十 Y, 
n=1,25::+}, Z, +Y, 的 分 布 是 FF mHH*G, {N,(t), e = 0} 
ih :—P ERER E, CH BP Ade {ZY + Zi Y+ 
Zao YY 十 Hi 第 一 个 更 新 间距 2Z 的 分 布 是 万， FR 
的 更 新 闻 卫 的 共同 分 布 是 上 HG。 
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Poy pg 
LIAM awe. 
“a ` 
2 
:1 
ri 
BP An HE 
A 
4 
= a ` ， 
E AF aif (3-8 


EIR HE Re 的 第 #4 VTA RRS, =~ BCE FO, 


页 S, HATTE Ee HxC Yn BRR Fao REAL Ja. 
事件 {系统 在 时 部 + 处 于 状态 “1”} 可 分 解 为 如 下 两 个 互 扩 赴 





件 : 

A: 初始 状态 "1" 的 延续 时 间 超 过 ，。 

B. WA n <r, 第 有 次 玉 新 时 间 Str 一 1,2,'…) 发 生 在 
小 区 间 (wn + dw) 内 ， 而 县 系 统 在 其 后 长 为 上 一 # 的 时 间 内 仍 
处 于 状态 "1”。 
Ža M 














P(O ~ PCZ, > t= BD 
和 


2 四 


PCB) = |. DP Laan > t — udm, 
所 以 

Pio = HOD +f 于 ODG — wan, 
ERRE eee l 


iF» 


BO = AG) + E ROBO). 


注意 到 ACs) 一 HHI)=1/ Hs 和 j= [EBC], 
上 式 可 写成 


BC) = [4 - EO] + Suicpacor| + — KO] 


i 





a l kÇ) 1 + ACOE | 
s 1 一 让 站 BC 
] 一 AC 了 
5[1 一 IEC 
根据 (3-8-67 间 (3-8-7) 式 又 可 将 Bs) Br 


BCs) = MCs) a MACs) + +. 


将 上 式 取 近 氏 小 变换 即 得 (3-8-8) 和 C3-8-9) 式 . = 
例 3-8-1《 储 存 论 的 一 个 应 用 ) 某 商 店 销售 一 种 高 品 。 候 设 
到 达 商 店 买 这 种 遍 品 的 顾客 形成 一 更 新 过 程 。 其 间 虐 分 布 玉 是 非 
格子 的 。 各 个 岳 客 对 这 种 商品 的 需要 量 是 相互 独 立 同 分 布 的 随 贡 
变量 ,其 共同 分 布 是 G。 很 定 商店 采用 (S9) 进货 策略 , 即 车 在 
销售 给 一 个 顾客 后 商品 的 储存 水 平 低 于 5,， 则 马上 进货 补充 到 水 
平 5《〈 设 进货 能 朋 间 完成 ); 若 储存 水 平 不 低 于 5 就 不 进货 。 于 
是 , 若 以 恤 示 一 次 销售 后 的 储存 水 平 , 划 这 时 的 进货 量 是 
Sj x E ra 5, 
0 Box = Syu 
& XC) AMEN + ASN FE KR. 假定 X(0) So WAR 
lim P(X() S r), TERA Sy SrL S 时 才 是 非 平凡 的 情形 ， 
我 们 定义 系统 处 于 状态 “1” ,如 典 储存 水 半 不 低 于 *， 否 则 处 于 状 
态 *0*， 于 是 就 得 到 一 个 交替 更 新 过 程 。 根 据 定理 3-8-1 知 
: a HE Bh fife RO ee BET 
fea he) = 2? SL RE 
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EB ¥i—™1,2,°°°) ERB PMR, {Yi} 是 相互 
独立 间 分 布 的 随机 变量 序列 。 令 

Nt = min{#a:¥,+ -+ ¥, >S8,— x}, 
则 第 六 ”个 顾客 是 这 凯 期 中 第 一 个 使 得 商品 请 存 水 平 下 降 到 * 以 
下 的 顾客 ， 他 值得 统 系 从 状态 "[” 转 芯 到 “0”。 因 此 ， 若 {T} 是 
硕 客 到 达 的 时 间 疗 隔 , 划 在 一 个 周期 中 系统 处 于 状态 和 1” 的 有 时间 可 


nwo 


RH Sn, 一 个 周期 的 长 度 是 了} Ti。 于 是 由 Wad AG 


ial 





re 
lim PCX(e) > r) 一 E art ae (3-8-10) 
e [Er] 


Sue, RIITA N: 一 1 看 作 是 由 {Yi) Exa Ea 
在 S 一 x*] 内 的 更 新 数目 ,因此 又 有 

EN” = Mg(S,— x} +1 
和 

EN" = M,(S,— 8) +1, 


这 里 McG) 一 六 GD 是 对 应 二 分布 G 的 更 新 函数 ,将 这 两 个 


表示 式 信 入 (3-8-109 式 即 得 


a > r) = LE Mals r) -名 一 
lim PCXCe) ) i + MS L SY (3-8-11) 


例 3-8-2 (在 排队 论 中 的 应 用 ) RPM /G/) 排队 系统 . 
设 顾客 到 达 服 务 台 形成 一 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 各 顾客 的 服 
hf El aor AMO, BSP a, Rie > A CRA 
aja <1) RHR EMAAR S APPR Ri E 
SRR, BH Pa) M PO 分 别 表 示 在 时 刻 上 RS ALE 
和 空闲 的 委 率 ,我 们 希望 求 出 当 oot Pate) 和 PAD 的 极限 . 
为 此 考虑 一 个 从 系统 的 忙 期 开始 ， 由 忙 期 各 闲 期 次 欧 而 形 发 的 交 
BBR. MRT FE 3-8-1 得 知 
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E(T,) 
ELT;] + E[T sl" 
这 里 Ts 和 TT， 分别 表示 忙 期 和 内 期 的 长 度 ， 由 党 松 过 程 的 无 记 
忆 性 易 知 E[TI] 一 114。 下 面 计算 EL[Ts]。 一 个 忙 期 是 从 一 磊 窒 
ERS ABR AAT AN, RNR BTIIK,SI, 
这 里 久 是 在 第 一 个 顾客 的 服务 时 间 内 到 达 系 统 的 顾客 数 ，5 是 这 
BL ARS NT AEE. 

aie 玉 一 0， 则 这 忙 期 将 在 第 一 个 顾客 隘 务 完毕 时 结束 , 于 


Ps = lim Palt) = (3-8-12) 


是 有 





E([T,|K=0,5]—58, (3-8-13) 
其 次 , € K=], WERAMERA, ARH Ss 有 一 
个 顾客 在 系统 。 因 为 顾客 的 到 达 形 成 一 泊 松 过 程 ， 由 无 记忆 性 知 
这 时 在 统计 上 可 认为 系统 的 运行 在 时 刻 5 从 头 开始 。 所 以 有 
ELT! K = 1,8] = $+ BITs], (3-8-14) 
最 后 , iA K 一 六 ,这 里 下 是 任意 大 于 1 的 整数 。 为 了 确定 条 件 期 
望 E[Ts|K,5]， 首 先 注意 到 让 期 的 长 度 与 碳 客 服务 的 次 序 无 关 . 
记 这 二 个 碳 客 为 CC ,Ci。 我 们 用 下 述 方式 安排 服务 次 序 ; 
C 首先 被 服务 。 然 后 ， 当 除 C.,--+, Cy 外 系统 中 再 天 其 它 顾客 
时 CG 接受 服务 ; Cs WHER Cy: ,C4 外 系统 中 再 无 其 它 顾客 时 
嫌 受 服务 ,… 等 等 ， 易 见 这 时 顾客 C 和 Cali =1,---,4- 1) 
开始 接受 服务 时 刻 之 间 的 间距 的 数学 期 望 愉 好 等 于 ETa i 


ELT al K = &,S]) = S + KET. (3-8-15) 
综合 (G3~8-13) 一 (3-8-15) 式 可 得 
E{Ta K, S] =S +K- EBT,. (3-8-16) 


从 而 
ETs =~ E[S + K" ETa] ™ES+ EK: ETs, 
另 一 方面 
EK — ELECK|S)} 一 ECS) = h/m, 
所 以 


“Lae 


BS mai 
1 -— EK fi—y 
03-68-17) RAG -8-12) AH S 
P= aja Ml P=] — Pa = (a — Am, (3-8-18) 
当 2， 之 芋 时 可 以 证 有 明 P= i AP, 0, Red i A F 
服务 能 力 洲 赔 , 顾 客 到 达 太 频繁 ,所 以 服务 员 忙 不 过 来 ， 一 点 室 闲 


EF, = 








(3-8-173 





$ 3-9 剩余 寿命 和 年 龄 





在 更 新 理论 中 ， 和 虱 余 寿命 和 年 龄 是 两 个 重要 的 概念 和 研究 对 
Z. t N 二 ;Ny 20} 是 一 更 新 过 程 ， 
S, 一 S Tla — l, 2.) 
{=j 
EGES RS RN, Wem 0, 我们 用 YO 表示 从 时 
落 上 到 上 后 第 一 次 更 新 3w+t 的 距离 ， 用 AG) ARARA ¢ 到 
t 前 最 后 一 次 更 新 $n, 的 距离 (如 图 3-9-1 Pras), Ble 


be 








Sy, i Sy, +1 
aoro 
3-9-1 
YC) = Syn ts (3-9-1) 
Atoms — Sy, (3-9-2) 


我 们 在 第 二 章 曾 就 泊 松 过 程 讨论 过 YC) 和 A), H- REEE 
们 称 改过 程 在 时 刻 : 的 接 后 发 生 时 间 和 对 前 发 生 时 但 ， 在 更 新 理 
论 中 人 人 仁 常常 形象 地 把 更 新 间 蝶 工 SEERA AD Sa, T 
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是 YO 就 是 这 个 个 体 在 时 刻 + 的 剩余 寿命 ,而 ACE) 则 给 出 到 时 
刻 上 为止 该 个 体 存 活 了 多 长 时 间 ， 针 个 体 在 时 刻 SR. E 
3-9-1 容易 看 出 如 下 关系 : 
ACt) + YC = T yyt (3-9-3) 
和 . 
Sw, S E Sway (3-9-4) 
定理 3-9-1 iN PU Ea AF, 则 


(1) PCY < x) = FC + r) — f FG; + x — y)dM (y), 


f (3-9-5) 
Fa) + ("FG — yaM Oy), <i, 


f 
-0 


PCAG) Sax) = | 


1, xt, 
(3-9-6) 
(2) 若是 非 和 格子 分 布 ,而 且 它 的 数学 期 望 
| Feeds = u < 00, 
lim P(Y(Ò < 1) ~ ip EWay, (3-9-7) 
lim PCAC) <2) = 2)" FO), (3-9-8) 


证 明 0) BRB YG) > x} 一 { 过 程 在 区 间 (tel & 
有 更新 发 生 }、 令 
P(t) = PC¥( > x), 
通过 对 第 一 个 更 新 闻 距 T, BARE 
POT— | PLYG) > x| T, ~ ydF O). (3-9-9) 


Fai PYCO > rT: 一 y)， 我 们 分 三 种 情形 考虑 : 
G) y 六 1 十 x， 这 表示 第 一 次 更 新 在 “+ * CL, AKA 
YO >r, REL 
P(Y) > x|T, =y)=], (3-9-10) 
Gi) eey <: + r, PR-KER RAR GC: + 21K, 


a 17ģ.« 





从 说 居 有 YOO <a, 
P(Y) > #!T, = vy) = 0, (3-9-11) 
Cii) O<y <1, ARGUE EA Timey MK 
开始 ,于 是 有 
PCYG) > lT, = y) = PCYG— ¥) > x) me PCy), 
(3-9-12) 
联合 (3-9-9) 一 C3--9-12) 式 得 


PG) = | dF ly) + | P(s — y)dP ty) 


Ft x) + f PO dF), (3-9-13) 
这 是 一 个 更 新 型 方程 。 由 定理 3-4-3 A 
Pid 一 FG + x) 十 (FG 4+2—y)dM(y), (3-9-14) 


易 见 这 等 价 于 (3-9-5) 式 。 

现在 证 明 (3-9-6) w r iig {AG) > x} 是 不 可 能 事 
ERA PCA Selmi, Net, BELA > xj = tit 
HERI [+ 一 x;f] 中 无 更 新 发 生 }, 而 后 者 等 价 于 事件 {Y(: 一 
x) 之 xj， 所 以 

P(AQ) > ©) m PCOYG #4) > x), (3-9-15) 
Hy (3-9-14) RIE] 
P(A(D Sx) — 1 — PCAC) > 2) 


= FC) 一 \ "FG — yM Cy), 





于 是 (3-9-5) 式 得 证 . 
(2) 由 定理 假设 易 知 阔 数 FG 一 r) ZRBRS TRA, 
中 关键 更 新 定 埋 得 
kim |， 再 (fr t+x—y)dMly) = af" F(t + rdt 


一 十 | Repay, 
Has 


- }77 e 


这 样 一 来 ,在 (3-9-14) 式 两 边 令 1 一 co 就 得 

lim 已 CE 有 -> x) = H E(y)dy, 
故 

lim P(Y() < n= it Fly dy, 


其 次 ,由 (3-9-15) 式 及 刚刚 证 明了 的 (3-9-7) 式 知 对 任意 国定 
iz 20g 
lim PCAC) S x) lim P(YG — =x) <x) 





= | Fly)dy. | 
现在 考察 当 更 新 闻 距 有 指数 分 布 F(x) mb oe 的 情 
形 。 这 时 MCD = WW 于 是 由 (3-9-5) 和 (3-9-6) 式 推 知 
PCG) <x) 1 ete 一 \ eareroady 一 1 一 er， 
HH 1220, (3-9-16) 
t =r Jo "eck ady 1 eo x 


i, Hox St, 
(3-9-17) 





PCA) S -| 


于 是 ,对 于 很 大 的 :有 . 
PLAG) SD wm 1—e™, (3-9-18) 
AH AS Tun 一 ACO + YG, AARE 
AG) 和 YO AEA. EA BREE Tue 的 分 布 
等 于 AG) 的 分 布 Fa 和 YQ) 的 分 布 Fy GR. AMARA 
Ht, Tun UMA 2/2 BI A, BRE 

ET ya ™ 2/4 = 2ET, (3-9-19) 
上 式 表 明 当 AN, BO: HERR ANAK Bi 
Fi RE E. FEER, I ESATA 
AVY RRO PEE. PS DERE POW. 设想 其 设 备 
狠 和 人 工作 后 一 直 运 作 到 发 生 改 障 为 止 ， 这 时 立即 换 上 同类 型 的 新 
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“oe A TA E E RA TRF yee woth ie ist OE PR. ON, E 
API OO, A 中 发 生 帮 障 的 设备 数 。 优 定 没 备 的 寿命 分 布 
FRA, POPES Wy Pa REPEAT: 选取 其 个 办 定时 
Re 六 对 堪 这 时间 正在 工作 的 设备 的 寿命 进行 观 部 。 伍 是 ， 电 上 
述 “ 恰 查 迟 论 ” 庆 不 沾 直 接 用 这 和 几 鬼 观测 数据 作 设 备 寿 命 的 侨 计 
fA. RIOR, REAR Riek. AT A 
R— MERLE PBR Ty, 的 分 布 。 因为 

PCT yi D x) = BEPCT wis, D jS) (3-9-20) 
为 求 PUT wr, > r| SPER sat, BR PCT wal Sy, =! 
一 中 。 下 面 分 两 种 不 辐 的 情况 装 这 ， 党 设 sme, RNR AS 
的 区 闻 G 一 1,1] 内 元 更 新 发 生 ,故人 必 有 Te es >, 所 以 

PCT yi) > arl Sa = ~ 1 BF), 
EK, sax, WA 

PCT yay > 2iSy, ts) PCT >T =s) 

= FOWE) > F(x), 

内 此 ,两 种 情形 都 有 
PCT wit SN = ts) > Fi), 
政 由 (3-9-20) 式 马上 得 到 
PCT yp > x) SS FC), (3-9-21) 

由 此 看 出 Tas. ot RRR ATT. IFAR HEE 
KARLIE? KAE ATARE- GRRE, 则 T wee 实际 
上 表示 在 时 启 + 观测 到 的 设备 ( 亦 即 是 已 知 其 寿命 大于 + 一 Sw, 的 
那些 设备 ) 的 寿命 ， 所 以 ,从 统计 的 观点 来 看 了 ws METK., 

下 面 求 当 一 co 了 时 六 分 布 的 极限 ， 我 们 使 用 交替 更 新 过 程 的 
模型 , 没 一 次 更 新 对 应 一 个 “1-0” 表 期， 我 们 说 系统 在 整个 再 期 处 
于 状态 "1”， 恕 时 这 展期 长 麻 太 于 o AMAC ET AMET 
RA "0"”， 因 为 舍 上 的 更 新 区 间 长 度 就 是 工 wr， 故 

PCT uj mi 一 了 了 【系统 在 时 刘 上 处 于 "17”)。 
当 玉 是非 格 于 分 布 旦 有 将 哺 的 数学 期 望 关 时 ,由 定 玫 了-8-1 A 
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二 不 “1- -0 "My Wea eae 
|, ydF (y), (3-9-22) 


这 等 价 于 


lim P(T ya SE x) 一 4 | yaFO). (3-9-23) 
ino Ca 


下 面 让 我 们 计算 剩余 寿命 了 ( 的 期 望 什 ELY]. 通过 对 
Sw, 置 条 和 件 可 得 
ELY] 一 ELYCe)iSy, = 0 JFC) 


+ F ELY Sm = YIP sw, (9). (3-9-24) 


条 件 Sy, 一 0 ERE T, >r, BRA Y) = Te, 而 Sw 二 y 
表示 在 时 刻 上 前 最 后 一 次 更 新 发 生 在 7?， 且 以 这 次 更 新 时 间 为 起 
点 的 更 新 区 间 长 度 大 于 1 一 y, 这 时 有 Y 了 (DD) 一 TT 一 (: 一 y)， 此 
外 ,由 《3-5-30) 式 fT dF, 9) 一 FC 一 yjdM (y), SERTE, 
(3-9-2535 THRE 

ELY] = ELT — lT > rl PCD 




















+ |" BIT — G PIT > 2 — yIFG— y)dMG), (3-9-25) 
这 是 一 个 更 新 型 方程 ， 根 据 定理 3-6-2 不 难 推 知 , 当 ELT?) < co 
时 函数 AD 一 BLT 一 :IT > sR) 一 | (Cr — Oar) BEE 
RE, RHE ERS 
lim ELY()3 人 ELT —:!T > r]FQ)ae 


LV" | Ge dar 
-- vr [i (x 一 rdrdF (x) 


p 
= N vdFix) = ELT? ]/ 2a 
fig D 
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这 样 一 来 我 们 就 证 明了 下 面 塞 理 ， 
定理 3-9-2 若 更 新 间距 卫 的 分 布 是 非 烙 子 和 的，B{T1 一 « 
<o Al EIT] <0, wil 





lim ELY(O] = 五 [了 工 ] /2r。 (3-9 -26) 
基于 这 定理 又 容易 证 明 
定理 3-9-4 ”在 定理 3-9-2 的 假设 下 还 有 
Ci) 五 TY + 7 pMG)T1Y, (3-9.27) 
i a Ne ELITI o 
(2) tim ( MG) F 5 一 1 (3-9-28) 


yR 国 为 有 S Np t+ Ys), ae ES n+ =; + ELY). 
xA 3-5-1 有 
E Sy = gt MU +1), 
把 ESwn 的 这 两 种 表示 式 联 合 起 来 就 得 到 (3-9-27) 式 。 对 《3- 
9-27) 式 取 4 一 oo 的 极限 并 利用 定理 3-9-2 由 各 (3-9-28) 式 ， N 
最 后 ， 我 们 讨论 一 下 利用 制 余 寿命 和 年 龄 刻 划 更 新 过 程 的 问 
Blu N = {N7 >01) 是 一 普通 更 新 了 过程 ， 它 的 更 新 间距 分 布 


是 PR。 当 下 是 具有 参数 ps 一 | Fods 的 指数 分 布 时 ，N 是 强 


度 为 1 一 1p 的 齐 次 泊 松 过 程 。 这 时 (3-9-16) 箱 K3-9 177 KE 
立 ; 我 们 可 以 把 这 上 两 个 式 子 写成 现 一 般 的 形式 : 对 于 所 有 eee, 
PCY) <x) = F(x) (3-9-29) 








和 
Fix) r€t, 
PAO <2) = { i oor (3-9-30) 
RE, Hees YO ENKI AARNE, me i 
AO Hpt i FT: 的 截 尾 分 布 Foe 这 里 
[Fe XT 

















Fis) = 
¥ = da 
Chung €1972) TAA TE FJER TOA, MC3-9-23)- 
9-320) DAWA TP RERRNET RIB TOR È 


iie 





实 上 ,我 们 有 在 形式 上 较 强 的 如 下 结论 ， 
定理 3-9-4 没 F 十 非 授 化 的 非 客 于 分 布 ， 着 3-9-29) 或 
(3-9-30):A1H EAP REE MEPS SA R ULL OL 
aI SS TAR Ne MAAR, Pee a = || FG es]. 
WA WE FR3-9-1(2) RIN Tiree x => 0, 
lim PCY@) Sx} — lim PCA & x) = FL), 























这 里 
F(a) =| Fay 
和 
u = y Fly)dy, 

当中 一 co 时 112 理解 为 0， 落 (3-9-29) 成 (3-9-30) 式 对 某 串 趋 于 
无 穷 的 数列 (n) 成 立 , 则 由 于 F,(x) 十 一 不 恒 等 于 零 的 分 布 画 
Hoala 不 可 能 等 于 零 ， 从 而 & 天 oo. Hee, Yor, 一 oo 时 可 
推出 





EG) = | [1 一 PCODjdy， 


不 难 验 证 这 方程 的 唯一 解 是 F) 一 1 一 下 (zx >), - 
Cinlar 和 Jagers (1973) 推广 了 Chung 的 和 结果， 他 们 证 明 
了 如 下 列强 的 定量 ， 
定理 3-9-5 (1) 若 对 于 所 有 :之 0, 


ELY@I— es (3-9-31) 
这 里 e 是 某 一 有 限 常 数 ， 则 更 新 过 程 六 是 强度 为 1fc IFR H 
过 程 ， 
(2) 车 对 于 所 有 «> 0， 
EC4(D] 一 | ad F,(x). (3-9-32) 





Wl) id NEF RI. 
证 明 G) 我 们 利 月 CG3-9-13) 式 
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PYCO > x)= 1 — PU +H) + |， PCY y) > dF), 
两 边 对 * 积分 , 则 由 假设 知 等 式 左边 是 
全 Prc > adaz = BIY) = e, 
故 得 
c= f [1 — FG + x)]dz + N f P(YS2 — y) > x)dFCy)de 
-| 


[1 一 FC Jdu 十 | F PCYGs — y) > r}dxd F Cy) 

一 | [1 — FON lds + eFG), (3-9-33) 
上 拘 的 运算 过 程 中 交换 积 分 次 序 是 仓 靶 的 ， 因 为 被 积 函 数 是 非 俩 
BW. G-9-33)2 7 KEM 

eC = FG) = 0 = F(a) Daw, 
由 上 式 首 先 可 看 出 函数 1 一 下 (9 是 连续 的 , 据 此 又 马上 得 知 这 通 
数 是 可 徽 的 。 于 是 ,由 对 上 式 两 边 求 导 得 
下 (AL — FG) = fe, 
容易 难 证 这 个 简单 的 微分 方程 的 唯一 解 是 PG) 一 一。 
(2) 再 次 利用 重新 推理 ,通过 对 T, 置 条 件 可 推 得 
PCA) > r) = FT | PLAGE yy) > 2d FG), x <8 





(3-9-34) 
注意 由 PG > r)= 0 对 x 之 + 挫 知 ， 上 式 的 积分 区 间 只 有 
[0,* 一 x] 这 一 部 分 才 对 积分 有 贡献 。 于 是 ,根据 假设 


五 [罗拉 ] = i PCAC) > dx = | xd F (#) 
一 | xd P(x) + FOD = | Ear, (3-9-35) 


将 (3-9-34) 式 对 * 在 区 间 [0,4] 上 积分 得 
| Fixjda = FG) 十 ax | PCAC — Y) > x)dF Qy) 
4 ao 
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一 Fl) + | dF CO) | PC AG — y) > dx, 


EAH f PCAC — y) > ode 的 积分 区 间 只 有 0, 一 了] 这 一 
USS ARR ATR MCS -9-35 AM ERS 
| Paz = FCs) + | dF ly) | P(ACi— Y) > xD dx 


= FG) +t ER 人 (7 Pixjde 


a 


一 FC) + 


一 iF) + 全 "GF of F(x)dx 
| Fixy — FOr —x))dx, 


wA 
FC) 一 f FODFG — x)Jadz, 


当 我 们 在 上 起 两 过 可 拉 氏 变换 时 (为 简化 记号 ,用 忒 中 表示 Fo) 
BRER sh), Ay iP Ce) 的 拉 氏 变换 等 于 FO ARR FCs) 
的 导数 fs) SHH RR), 故 等 式 左边 应 等 于 一 f(s)， 而 右边 
Ri ap RRA BRERA Ol. AROS 

=F) = (ACT 
或 


从 而 有 


=F = 1, 


l/f(s} ste, 
其 中 < BHR, LEU Re eS 
FO) = e, >D, 
因为 Fo JRO ie ee, ee e 之 0。 定 理 证 完 . B 
易 见 对 任意 > 0， 当 给 定 N, 一 a(n 21), BEEN 
在 (0,0 Ane SBR 了 Tao T., ABRAHA 分 
fi. Chung (1972) ERTH ANANT CAFES R, 
(0,0) 中 最 后 -一 个 区 间 1 Sa BA TOT. OT, BIR 
otb NAR RS, WAE -9-3 C2) REJI ARED 
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上 还 结果 的 用 条 件 期 望 表示 的 类似 定理 。 

定理 3-9-6 AUTH tS Sle 

EL: — §,|N,—= n] = EIT, |N, = nj, (3-9-36) 

这 里 8, 和 T， SURNAM COM -AE 
i, AUN STUHR GALANE WE Seek I A EE 
5. 

证 明 ”对 任意 随机 变量 X ATW 8, 记 ELX; 8] 一 
| ,XdP， 和 于是 由 假设 (3-9-36) 有 


EAG); N, >0] = $, El:— SiN, = a] 


a= 


一 D>) EITGN, = n] 


=i 


一 ET T.< i] =| dP. 
wf 


所 以 
ECAG)] = ELA); N, = 0] + EAG) N, > 01 


一 Ë) + | sar (x) 一 | rd Fw) 
页 由 定理 3-9- 红 2 马上 得 到 欲 证 的 论断 。 | 


§3-10 BPR . 登 加 和 分 解 


在 52-3 中 我 们 讨论 过 一 类 特殊 的 更 新 过 程 -一齐 次 泊 松 过 
程 的 称 茧 , 登 加 和 分 解 等 运算 《或 者 说 变换 )。 这 一 节 我 们 将 对 一 
般 的 更 新 过 程 讨论 类 似 的 问题 ， 由 于 这 时 我 们 不 能 再 党 在 齐 识 河 
座 过 程 情 形 中 那样 利用 汽 松 分 布 的 可 秩 狂 及 指数 分 布 的 无 记忆 性 
这 样 一 些 良好 性 质 ,所 以 问题 的 难度 必然 会 增 天 ,所 能 每 到 的 结果 
ETRAS ARA, i LATHE dR i te ks i Repa l. 

Beit BH MR 

H N = IN, 20} EAD ree, EAS 


" £85 + 



































ER ESE {Ss am l, 2,---}, WERNER 
ER PR MALE? 一 1 - Pp SH OS p<l), ASA 
(ACI @ RoR EA AEM, FR, Bae 
A ALA 9 OLR TR © POR AUIS OAT AD EE FI {Sap im l, 
2 :} 确 定 一 点 过 程 N= {N 0}, BM A; = n — i= 
1,2,-… (定义 机 一 0)， 是 一 水 相 雪 独立 同 分 布 的 正业 数值 随机 
变量 ,它们 的 花朵 分 市 时 由 
PCR = j) m pg, 一 1:2 

给 定 的 正 值 几何 分 布 ， 因 此 ,车 用 T= 9。 一 3。， 表 示 过 程 N 
药 第 | 个 点 民间 距 G= 1,2,4), WEER JENG k AH 
连 的 竟 新 闻 距 之 和 。 由 更 新 过 程 的 柏 质 易 知 了 ,i 一 1,2,--+, EÈ 
一 由 误 世 独立 疗 分 布 的 随机 变量 ,其 共同 分 布 是 











Gle) ss F(T, Sa) D) pg Fi), C3-10-1) 


这 里 F OAH) BR. RACE N 仍 是 一 更 新 过 程 ， 
它 的 更 新 闻 距 分 布 由 (3-10-1) 式 给 出 。 
若 用 MO) = EN, & MG) = EÑ, ASARIN A Ñ H 
更 新 函数 , 则 不 难 证 明 它 们 之 间 有 如 下 关系 : 
MCs) 一 pM Ce), (3-10-2) 
事实 上 ,着 用 F* 和 G* 47 3 RD DO F AGH) L-S 变换 ， 
则 对 (3-10-1) 式 两 边 取 这 种 变换 得 


Gr) = DD eg LEG) 一 2 SD gF) 








=~ _ phrCs) 3-10-3 
l ~ gF*Csy 63 ) 
MU 一 3) G6), (3-10-4) 


EA MCs) RAR MG) 的 工 -3 变换 , 则 对 (3-10-4) 式 两 谢 取 这 
种 变换 得 
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i af nL OY Le 
So ST GOP = > od 
wa =f — 4 


F*{s}i 
=. PFC). 
一 了 BF Cs) — pF "GY 
= _ PPR) | = 不 ty 33 
1 — F*(s) PMG), {3-10 5) 


这 里 MCs) = FYi(1 一 FEO 是 更 新 图 数 MG) 的 L-S 谈 
Be. E} 53-10-5》 式 两 端 取道 变换 即 得 (3-10-2) A. ERA 
布 函数 不 臣 把 全 部 质量 集中 于 原点 《这 对 应 于 FC0) 一 1 HPA 
情形 ) 有 时， 必 有 Po 和 1， 这 时 在 上 面 的 计算 由 利用 无 穷 几 和 何 级 
数 的 求 和 公式 是 合法 的 ， 

RTA LARS eK Oe, 

定理 3-10-1 NEES Po ee, N ERYN 
PERG ALM CARRERE 9 一 1 p) 而 得 到 的 点 过 程 , 则 有 如 下 
论断 : 

.《1》 兴 是 间距 分 布 由 (G3-10-1) 式 给 出 的 更 新 过 程 . 

(2) BPRRNAN RRA MO) MMO 表示 ， 
MTE f JAYS A ea C3-10-2 B 

Fit 3—TSERLRAXORREE, PAR Awe 
Bri khis} fh PY A Re a) ba ep A ee AY Bees 
FEA ch OP HS ES FTE MA EAL ART SS, BAT ATS 
Ur LE BEG TL BG BH AE OB (ESP BREA BME, E 
Me ad FIL BEEF HT SLANE LOR SEH E. 

定理 3-10-2 AEN AS BS a F A r+), A 









































Fle) = 1 — expel | res)ésh, x BO, 
Cl) GERRI nC), Eit 
“sup Sr < o, 对 所 有 +o, 


SUL NF 了 以 通过 对 一 和 有 强度 mC deans AY 用 如 下 方 
FUME BSNL PR m et EH 设 过 程 N' 的 第 eS Cn 一 [2 在 = 


«1B? < 








tay NUR PT — ERE A r,r) (FES RE 1 一 
rt rice), AS RSE Ee TA, 
O GFE- HEZE ne) E8 
inf ， rs) = r) > 0, 对 所 有 to, 





WUE Sot FA. TAERE N eII S AR r) 
GARE MEND n A Cem 1,2, -)8 5。 一 和 
S, — Saa m x。， 则 保留 这 一 点 的 概率 是 n)a (FES 
弃 的 概率 是 1-7/7), 而且 各 点 的 奔 留 是 相互 独立 的 ， 

TRIERA RS Milter (1979). Œ 3 10-10 RITRAE 
37 SLBA RA) — te. 

EDEN aM 

我 们 在 $ 2-3 中 己 经 月 到， 任意 有 限 多 个 相互 独立 的 齐 次 汽 
梳 过 程 的 登 加 们 是 一 宅 次 泊 椎 过程， 而 且 全 加 所 得 过 程 的 昌 度 ， 
各 分 量 过 程 强度 之 和 。 反 过 来 ,对 任意 有 限 正 整 至 n, 任 一 齐 资 泊 
松 过 程 必 可 按 允 先 给 定 的 强度 比 伍 分 解 为 站 个 独立 的 齐 次 六 松 过 
程 。 但 是 ,一 般 的 更 新 过 程 就 不 再 保有 类 但 的 性 质 , 就 是 对 于 只 有 






































两 个 独立 更 新 过 程 芍 司机 来 说 所 得 的 点 过 性 出 不 一 定 具 有 独 工 同 
4} aH A SAL a. 





然 调 ， 对 于 不 个 相反 独立 且 有 相同 更 新 区 间 分 布 的 车 通 更 新 
过 程 登 班 的 情形 ， 我 们 能 够 不 太 图 难 寻求 出 某 此 有关 和 登 加 过 程 的 
HOS) ta ABET AE. 

设 NN, ,Nt 是 万 个 相互 独立 且 有 相同 开 新 区 全 分 布 F 
的 普通 更 新 过 程 。 UNO = {Me So} RRR APE 
加 过 程 , 其 . 

Mi) == N, + NP ee ENE, of oe ce (3-10-69 

PERKE (0,7) i EEE ONY, Nt UK RA, 
因为 Ni,-- +, NE BSS Aad, MEU Re I A RE 
分 量 过 程 NAS EEA Ad. MORAL GG) RAN SE 
AE, Mie Sy RAPER 
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GOCr 2) = (GG,z)}. (3-10-7) 
S SO RAPIE ME SE 2 4 aOR EINE], PL Me 
FERRE, AUT} i ORY AEE AE 
到 SSO pte i. Mat A eR 

POSS) > r= POMS <n), (3-10-38) 
RAGRE OM cifsa Wie 推 出 有 SE 的 一 些 结 末 。 首 先 ， 从 
(3-10-7) Al (3-10-38) SHEA IR, SS 的 疗法 次数 Boa ho 


PESE > 6) 等 于 O3-10-7) te eee 的 系数 之 和 ,党 
A Ale SBR BERS BIR PENE > O TO 
其 次 ,根据 定理 3-5-3 BH) NIG = 1, + k) A Mer a LE 
Aa ti, SEERA EE fe 和 re, BPA e Spi 
4) 75 F ORE Ee. RU, EO SE a e S 
ME GHEE AS, JU ea kija i 
kof, BOS ORAS eA ATA MO RIE AR NCA 
whole), TE., ROTA PCP <n) TOA 
ane 10-351 PCS > 2) 也 近似 地 等 于 这 一 数值 ， 
FRILL TDS SY 的 数学 期 望 ES. BI (3-10-83) 
和 和 (3-10-7} 式 有 









































5 PCOS > pjg" = > POM,© < nj" 


a=] 
一 $) POMP = aat bat? bee) 
ard 
= Sop iGG. (3-10-9) 
— z 
AA 


ECS®) 一 | PESE > Daa, 
9 


Ae ZEC3-10-9 A MBI SE ae e BLS BAS 


Dy ESHO - 


nel i 





Z | {Gr z) fdr, (3-10-10) 
— ft 
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原则 上 ,将 上 式 右边 展 或 甘于 变 元 z REL Rae” 
的 系数 即 可 得 到 ECSY), RAE RAR RA OS 
的 ， 但 是 ,对 于 革 些 特殊 的 分 布 , 我 们 能 够 通过 较 简 单 的 运算 求 出 


ECS) OBR. 例如, MARIE NG 1 


一) 的 更 新 


区 间 有 参数 4 一 1 k= 2 的 伽 玛 分 布 T(1,2)， 即 有 密度 省 数 


xe {TC2) x4, 


o= i < 


Et, FCO HARER 
1 i 
om (So). 
男 一 方面 ，N! AHA abe RE 
G(r, 2) = > PCN} = 22" 


(3-10-11) 


= S PON, >) — PCN! >s + 1))2" 


a= 


= ST [PCS St) PC Sin SE] 2” 
a= 


一 SOE.) — Fan()|z", 


ask 


(3-10-12) 


BF) 是 对 应 于 密度 f(r) 的 分 布 函数 Fa 的 = 重 着 积 . 在 


(3-10-12 FR LS ERS 
Ela) = DE) — Fans li" 


-DOF gor 
a Izo. 


L — F) 
将 (3-10-11) 式 代 人 (3-10-13) 式 得 


~ 2-2 
G 3 = 一 里 
(Cs) (strives 
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(3-10-13) 





Mt i A aE SA Sosy St OR ie DR eR 
f(t ayes a ze, 
Je 


























Bri 
{GCz,2)}4 
i 
= A B CHA +V Zy VE err ee, 
Hy ea ( 3-10-10 347 
> 2 EC SH) 
«Se QtV (nwt + fe ee 
-rn 2 0 b+ z Cln 2) 
(3-10-14) 
AH A = 2 时 ECS) 有 如 下 的 简单 表示 式 
ESP) 一 ”二 二。 (3-10-15) 


BUM RH T(4,20 的 数学 期 望 ( 当 4 二 1 时 a 
2), WARIS N' GRRE RRO 


ECP) = (24) a, (3-10 16) 


后 , 我 们 给 出 在 一 般 情形 中 ESEP 的 一 个 近似 估计 。 me 
SMe A MAT SRR RANA SPY 的 状况 ， 
显然 ,这 时 到 个 分 量 过 程 的 总 运行 时 间 是 丰 8， 而 在 大 个 正在 使 
用 的 零件 中 除了 有 一 个 正好 在 时 刻 Se RE kh HR k I 
个 如 译 续 工 作 ， 如 果 证 它们 一 直 工 作 到 发 生 故 障 为 直 ， 我 们 就 得 
到 站 十 及 一 1 个 零件 的 "完全 "寿命 ， 它 们 之 和 的 期 望 值 是 《# 十 
k a, AE 

RECS E) = Ca 十 和 一 la ~ Cal KO EAR, 
(3-10-17) 
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Z RAJEE S 
RE, gi 






SERA SA 仍 在 工作 的 零件 在 谈 时 刻 的 说 
cpt ASHE Re NY AS AST RL Sy tee 
且 有 有 耻 二 阶 钨 对 ,由 定理 3-9-2 知 当 5,0 较 大 时 5 一般 说 来 由 
mJ SEARED SE BRAO PRR IEE Cal bo?) 2 ik 
ga(3- 16-17 RG 





AoT De CR WDC? +07) 
R ke 
== naik HÈR — 1a? e ARa, (3-10-18) 

Sear SA Sa e =e, KATIE RENER, H 
FHA R A = 2, Aa a 4,2) 分 布 ， N ot? m a jR, 
FEG-10-1HRERG-10-16. Atn ECS) 的 精 
Bat. 

我 们 还 要 指 贡 ,起 个 相 避 独立 的 更新 过 各 和 ,Nt Bg 
过 程 MO 的 第 一 次 更 新 时间 Si?) = min(Si,--+,St), Heh 
SiG = 1, nk 是 过 程 N 的 第 一 次 更 新 时 间 , 闪 此 se 的 分 


ECS*) a Sat 



































+ 
布 可 由 PESE >) [] Psi > 直接 算出 , 下面 我 们 要 进 
fet 


一 步 证 明 , 对 于 平衡 更 新 过 程 的 情形 ,在 相当 一 般 的 条 件 下 ?# 近 
位 地 有 指数 分 布 。 这 一 事实 部 分 好 说 明了 为 什么 车 实际 生 笑 中 许 
多 点 过 程 呈现 泊 松 性 质 . 

ik A PAB I EF AR ON, +, NY 钧 分 布 律 由 间 
工分 布 Fi, ELEM BS ven hint ote & 
Ife, te > +l/a, 一 11r， 如 果 每 一 分 量 过 程 N' HSER 
ZA, mE MIRA AOR WEEP IMs 
ape oak G MIS By 0, FG) 很 小 而 e 很 大。 于 是 有 


PC SiS Dy © tes DIRE PESE >) 

















é a, . 
= J] Presi > p= T][ (1-4). 当 大 很 大 时 就 有 PKCStb > a) 
i=1 t=1 5 fea? 


swe, Bl Si Hwa BRO a TRH, 
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BA RTE SS BARR BC PORE BE 
定理 3-16-3 i N',--- Nt BA AA ISD 布 
SOF Ret rl PEL Æ N =N + ee Nt Hi et ae, 
DON +++ Ne 和 NN 部 是 齐 次 消 松 过 程 ， 
定理 3-10-4 HNN A Pee oe, AON 
Ni +N? tity fa Brut Be, NY, NP ORIN Shee Rta RR, 
定理 3-10-5 GEN thom oo a ORI te, N? de Y 
Rene E E a JE A A TA a E 
Fœ = le AL Fl = bt e eT, (3-10-19) 








ans 
V= ap, (3-10-20) 

TA NN ARS. MAMEI N= NAN? 是 一 平稳 更 
新 过 程 。 

这 定 建 的 逆 狗 题 东 成 立即 是 有 

定理 3-10-6 设 N! ORIN? 分 别 是 相互 独立 的 强度 为 的 齐 
CIA BUSS Bete. AMIEN 一 Ni! 十 NN? 是 有 序 的 于 
稳 更 新 过 程 ,由 NORA BR Di OP, AF, 由 (3-10-19) 
给 出 ,其 中 参数 e 和 或 者 相等 ,或 省 满足 (3-10-20) 式 ， 

定理 3-10-3 一 定理 3-10-6 的 证 明和 有 有 关 论 题 的 进一步 讨论 
可 参看 Daley (1972), Mecke (1967) 和 Cinlar (1972) 











I 


§3-1l 标 值 更 新 过 程 


租 略 虹 说 ， 标 值 更 新 过 程 由 将 洗 首 的 下 新 过 程 的 每 一 点 附 上 
一 个 标 逢 而 街 巴 。 在 应 用 中 许多 生境 被 部 都 可 以 看 作证 这 关 过 程 
的 特殊 情形 。 下 而 给 出 硝 贸 的 定式 。 
i N= Not z= 0} fe“ it Sele, RR ia 
是 {Ty# 1,2,°°:}, KER AMAA E PL | 
ESRC Mpa T. Poe et AS EF a LE 
(n= 1,2,-°°), Rls R RR To He, HL 
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(T. R) (aa 一 1 2 是 相互 独 立 同 分 ， 4 Chior (Je & 
Kas i 1:2， 也 是 相互 独立 同 分 布 的 )。 令 


RG) 一 >'R,, 


RD Re) RE O. 中 发 生 的 更 新 的 标 值 之 总 和 。 我 们 把 二 元 随 
机 向 量 序列 {CT,, Row 一 12 《有 时 也 把 它 对 应 的 累计 
标 值 过 程 {ROD +  O}) RRR 标 值 更 新 过 程 (marked renewal 
process), FX AA 12934 TE On (8 e OO aS Ee ROR it 
出) 的 偿 金 ,所 以 标 痊 更新 过 程 有 时 又 称 做 有 偿 更 新 过 程 或 更 新 回 
TR iL Ae (renewal reward process), 

PLH Rel N WER LARA See. 

另 一 方面 , 若 基 本 过 算 六 是 泊 松 过 程 ,而且 Re 与 T。 独立 时 , 标 
们 站 新 过 程 就 变 为 复合 注 松 过 程 《 参 看 第 五 章 )。 因 此 , i EE 
SUR aE BPMN ARBRE AAD AE 


rm 
+ + 


























定理 3-11-1 记 E[R] 一 E[R,] ĦA ELT] = EIT, 于 是 
ALA Fite: 
CL) 以 概率 1 有 
im £0 EIR] 





im ~ EITT €3-11-1) 
(2) EHE TAIT o a, N 
lim ELR] a & ER] (3-11-2) 


ree EITT 
证 明 《1》 我 们 有 


X. oN: 
t t N C, 小 


因为 当 + 一 on NN 一 9， 于 是 由 强大 数 定律 知 当 上 一 OME 
BERLI 


-ife 


t 


be 


iin, ha 3-3-2 MI 上 一 co HT A 1 有 
N 
t ELITY 





以 而 (3-11-1) 式 得 证 . 

(2) BTB, N+! 是 关于 随机 变量 序列 {T.} a 
A. RAS Toont 与 Ress Rs EK, N, +! 也 是 
关于 {R,} 的 停 时 。 因 此 ,由 Wald 公式 有 


Ny -Neti 


E p R, | = E [之 R, | — E[Ry,+] 


aal 
= E(N, + DEIR] 一 ERa 
= [MCO + L] ELR] — El Ry ls 


于 是 
EFRGY] (M@)+1)E(R] 三 [Rw+I 
t = t Dy 
ohms Bee 
im MOHL ~ im MO — L, 
a t t=» f ET 


故 若 能 证 阴 当 + 一 co 时 El Ry, l/t 0 即 得 C3-i1-2) 式 。 为 
HA eC 一 ELRw al. 注意 到 (3-5~30) 式 
gD = EC Ryall Sn 7 DECO 
+ \ BC RysilSu, = IFG — dM) 
= ECR |T, > DFE) 
+ \ ECRIT > 1 — EG — aM), 


(3-11-3) 


«1956 


AC) ECR IT, > DEGA = ECR lire 


一 | ECR IT, = dF), 


再 注意 到 
EVR = È ECRI IT, = 24E) < o, 
于 是 有 
lim AC = 0, 
HE 


AOL EIR I, 所 有 上 0, 
Wie SER 6 之 9， 我 们 能 够 选取 足够 大 的 数 6， fee ae ay 
ih) <e #&GiG-li-3AA 


| ge | < LACE) | 十 | {ACs 一 x)| dM (x) 
F 


[i i s 





+ \ 直人 一 2) aM Cx) 
t~e f . : 





.一 f 一 一 
<t+ eMCe c} + EIR] (MG) — MG ep] 
t 


当 1 一 oo h Kh SR g Ae = CRA Blackwell E 
新 定理 ) 趋 于 零 , 又 由 初等 更 新 定理 知 第 二 项 趋 于 s/ ELT] 而 s 
的 和 纤 意 性 即 可 推 得 当 1 一 9 财 gel 0, a 

应 当 将 出 如 下 两 点 .第 一 ,在 上 述 定理 证 明 中 sR EL Ry +] 
与 ELR,] EAR PER, Aa Ran 49s T Tao 而 了 win 是 包 
CEIR JEDKE, CHU- RHESRKAKE T, 有 有 不同 的 
分 布 (BE §3-9 PAE). Ait, Raa 和 R 的 分 布 也 
FEH. BR, ES REEE T ESE, 提琴 拒 标 
(ARR RED, KEPRERESR—ES AMAA AR 
付 了 结 。 但 是 应 当 指 出 ， 报 偿 也 可 以 在 整个 更 新 周期 中 连续 不 本 
支付 ,这 不 会 影响 上 面 定 理 的 结论 。 事 实 上 E RG) 表示 在 区 
il CO, ej pnug, RUA AW, TEH 
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421 i REA Bik im E| S R,| 1/ — E[RI/E[T] 和 
lim El Ryl = 0， 故 定理 的 第 (2) 部 分 在 RO 连续 变化 的 情 
有 形 仍 成 立 。 定 理 的 第 (1) 部 分 则 由 





lim 5 R i= lim 5 R.: = ELRV/ELT] 

这 一 事实 推出 。 若 报 偿 不 是 非 负 时 可 把 它 分 为 正 部 和 负 部 个 别处 
H, 

为 了 显示 标 值 更 新 过 程 模型 适用 的 广泛 性 ， 我 们 讨论 以 下 的 
问题 和 应 用 例子 . 

首先 考虑 平 沟 年 龄 和 平均 剩余 寿命 。 如 前 用 AOM YG) 分 
别 友 示 更 新 过 程 N= {No 1> 0} 在 时 刻 * 的 年 版 和 剩余 寿命 
我 们 把 | ACsDads/e 和 Y(s)4sfs 分 别称 做 更 新 过 程 N 在 时 间 区 
间 C0, 9] 的 平均 年 龄 和 平均 剩余 寿命 ,把 它们 的 极限 《如果 存在 
的 话 ) im |" ACs)ds/e 和 hm | Y(s)dsft 分 别 简单 地 称 做 平均 





定理 3-11-2 REPE N KEZE T At R- i e 
RICBE, WU 


lim [y Adi jt 一 lim f Yi)adsit = 


i- 





ELT?] 
2E(TY 


证 明 MEERA LS TREN ADER ACOR 
支付 率 付出 偿 金 。 因 此 | AG ds 是 在 区 间 (0, 中 的 总 偿 金 . 易 


见 过 程 入 的 每 一 次 更 新 意 昧 着 一 切 从 涉 开 始 而 与 过 程 在 此 之 前 的 
HELK, HEH 3-11-1 (1) 知 以 概率 1 有 


(3-11-4) 





igi 





J AO 一 个 更 新 周期 的 偿 金 的 期 望 人 
rs t HARKE DIAH ` 


Aon E NEES MH AOE s 的 年 龄 〔〈 从 这 局 期 的 起 点 算 
起 恰好 是 ，， 故 一 周期 的 偿 金 一 | sds 72/2, FELD 1 
有 





tim f ACi)ds/t 一 ELT? )/2EUT J, 
WTF Sh Sr th BE BA Te. 
应 当 指出 ,平均 年 龄 | ACs das /e SEG AE | YO! 
和 时 些 时 讨论 过 的 年 龄 的 平均 值 EAO 59 on OP SB 
EYG) 是 不 同 的 概念 ， 前 者 是 按时 间 求 平均 ,得 出 来 的 结果 仍 是 
随机 变量 。 后 者 则 是 按 ( 样 本 ) 空 间 求 平均 ， 得 出 来 的 结果 是 普天 
的 【依赖 于 昌 的 数 。 但 是 ， 如 果 将 害 埋 3-11~2 和 定理 3-9-2 相 
对 照 可 得 
im f; YCs)ds/t 一 lim EY Ce) (3-11-5) 


以 概率 LR. ARB eA ek I. 
AY Tan | JO YO, RHE 3-11-25 cherie t 
论断 ， 
推论 3-11-1 在 定理 3-11-2 的 假设 下 
lim | Trads/em ELTELT] > ELT], (3-11-6) 


而 且 仅 当 YarfT] 一 0 时 等 号 成 立 。 注意 前 面 已 证 ET gmd 
EIT]. 

将 和 月 偿 更 新 过 程 的 总 想 应 用 于 交 圭 更 新 过 程 就 可 推出 交替 更 
新 过 程 的 如 下 遍历 性 质 。 

对 于 一 个 交替 更 新 过 程 ,假设 当 系 统 处 于 状态 "1 时 我 们 以 单 
位 支付 率 付 出 偿 金 5( 即 每 单位 时 间 付 出 一 单位 钓 偿 金 )， 医 此， 每 
一 个 “1-0" 甬 邮 付 出 的 总 偿 金 等 于 系统 在 这 忆 期 中 处 于 状态 “ 的 
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RS, FE, Manet ed 0 到 时 记 二 付出 的 总 偿 金 等 于 系统 在 这 
TACO, IPFA “I” 的 上 时间。 由 定理 3-11-1 知 以 概率 1 有 
um 系统 在 《0, +] 中 处 于 状态 "1" 的 时 间 EZ 
te d EZ + EY 
Hh z Py 分 别 是 系统 在 一 个 周期 中 处 于 状态 “1” 和 “0” 的 时 间 ，。 
另 一 方面 ,由 定理 3-8-1 知 当 局 期 长 度 有 非 格 子 分 布 时 有 
EZ 


lim PC.) = ———\—_, 
im PCO oe EY 


这 里 PO BRAEMAR + 处 于 状态 “17” SE. ER A 
巷 长 度 分 布 是 非 烙 子 时 ,系统 处 于 状态 “1 "的 极限 三 率 等 于 系统 在 
极 隔 情 形 中 ( 即 系 统 语 行 了 很 长 很 长 的 时 间 ) 处 于 状态 “I” 的 时 间 
所 点 的 比例 。 当 然 , 对 于 状态 "0" 也 有 类 似 的 结论 ， 

例 3-11-1 (火车 的 调度 ) 设 获 客 到 达 火 车 站 形成 一 更 新 过 
程 ， 其 更 新 闻 上 分 布 有 有 限期 望 &。 现 设 车 站 用 如 下 方法 调度 
火车 : 当 有 天 个 箭 客 到 这 车 站 时 发 出 一 烈火 车 。 辐 时 还 假定 当 有 
个 旅客 芽 车 站 等 候 时 车 站 每 单位 时 间 要 侍 出 ne 元 偿 金 ， 而 开 
出 一 列 火 车 的 成 本 是 DD 序 ， 求 车 站 单位 时 间 的 平均 成 本 。 

如 果 翅 每 次 火车 离 站 看 作 居 一 次 更 新 ， 我 们 就 得 到 一 个 有 偿 
更 新 过 程 ， 这 过 程 的 一 个 周期 的 平均 长 度 是 有 天 个 旅客 到 达 车 站 
所 需 的 平均 时 间 , BOE [AHERE] = Ke, 若 以 了。 表示 在 一 个 
出 期 中 的 第 # 个 旅客 和 第 = 汗 工 个 旅客 的 到 达 时 问 间距 , 则 

E (一 周期 的 成 本 ) 一 EleT, + 2eT, 4+ --: 
+(K—DeTe 十 万 
caK(K 一 
2 














D+p 


因此 ,单位 时 间 的 平均 成 本 是 


{K —1) + dD. 
2 Ka 


GRE D = 10000, c=2 和 aml, AAEE FPS RA 
为 最 小 的 天 值 ， 将 上 列 数值 代入 (3-11-7) 式 得 知 这 时 的 平均 成 本 


„199: 


(3-11-7) 


yu 


K — a p E0 
EE K BPRS RB, M RE FA a A Se El 一 《100007 
K, SiS, BDR K = 100, | 

例 3-11-2 《排头 论 的 应 征 ) 考虑 GUGA =E AL iB 
{X.} 是 AE EE ASAT AERA, Ya} 是 服务 于 Feat, {X,} 
和 {Y,} 相互 独立 ， METITE BAAS Wal SOS LE 
BEAL Li EX, = 1/1 MEY, = lle SAEI tac 
l, 




















BoE R— AIRERA + = 0 到 达 并 立即 接受 服务 ， 记 在 时 
Qt 系统 中 的 磊 客 数 为 ale) 和 





L = lim (’ aCsjds/t, (3-11-38) 


Fee Jt 


为 了 计算 L, RIBBER A: DAE O 支付 偿 金 ,而 且 排 
队 系 统 的 每 一 认 期 的 开始 对 应 一 次 更 新 ， 每 一 次 更 新 发 生 时 间 是 
一 个 摧 期 的 开始 。 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 一 个 有 偿 更 新 过 程 , 这 过 
程 的 长 期 ) 平 均 偿 人 金 就 是 由 (3-11-87 式 确定 的 6， 根据 定理 3- 
11-1 知 





1 _ 一 周期 的 偿 金 的 期 望 信 
局 期 长 度 的 期 望 值 


— eoe (3-11-9) 


ZE T。 是 周期 长 度 ， 注 意 它 是 排队 系统 的 一 个 入 期 与 一 个 闲 期 
之 和 . 
男 一 方面 , 设 WW; 是 第 i 个 顾客 在 系统 中 逗留 的 时 间 并 定义 


+e 


W = lim Wit tw, 
n 


易 见 信 是 顾客 在 排队 系统 的 平均 运 留 时 间 ， 下 面 就 来 计算 所。 办 
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SOF aR TP EB ELLA pE ft — J RA i BT Bad AR Bot FEM SFP R, 
Ba K ABE RAS ESR, WIT 
Ae, COLE PARE K, ES — ARS A PB fir 
MABARES W, Fal Wit o + Wr 是 一 个 周期 的 总 偿 
金 , 这 时 到 表示 这 过 程 单位 时 刘 的 平均 偿 金 ， 艾 由 定理 3-11-1 知 








R 


y 一 二 周期 偿 金 的 期 望 值 _ apa w] . (3-14-10) 
eg Ls RE M E EK 
RE, ROBRAEARLAWHRAR. WA T, 与 天 的 
关系 ， 设 在 一 局 期 中 育 天 个 顾客 接受 服务 ， 则 当 第 玉 十 上 个 不 客 
到 达 时 下 一 个 周期 开始 ,页 T. X, 十 Xe, AM 
KK 一 n> 二 Yi 

对 天 一 1，-… 一】 HR Soe XX, + ee XL D> Yi eee 
+Y. 
EH {Kea} 与 Xamon EK, A KERT {X;} 的 停 
时。 由 Wald 公式 (3-5-1) 得 

ET, 一 EK+ EX 一 EK/i, (3-11-11) 


E S( 3-11-99 —C 3-11-11 RE 


a T, 
E 7 nts ds E nCs ds 
Lema BU noms) mW aij e |. G-11-12) 
EK K 
E $ Ww | 
ie] 


如 果 设 想 顾 客 在 系统 挟 留 一 单位 时 间 要 付出 一 单位 偿 爹 ， 则 第 i 
个 顾客 付出 的 偿 金 在 数量 上 等 于 这 顾客 在 排队 系统 旭 刻 的 时 间 
Wis RA 











全 aCsjds = 之 ， W in 
因此 ,C3-11~12) 式 给 出 


+ 20} + 





L=iw, (3-1: -13} 
RE AF ACR Be E Little AR. 

应 当 指 出 ,在 (3-11-13) 式 的 证 明 过 程 中 只 是 要 求 排队 过 程 存 
在 再 生成 一 一 在 绕 计 上 可 认为 过 程 一 切 从 头 开始 的 时 刻 ， 因 此， 
这 公式 对 满足 这 一 要 求 的 所 有 排队 系统 (例如 G1 /G/k FRED ABR 
X. 














$3-1 再 生 过 程 


is (X,,220} BRAS OW 的 随机 过 程 :假定 它 具 有 如 
Fem: FENRIS ?39 -…， 使 得 从 过 程 发 展 的 概率 规律 
来 看 ,本 了 以 认为 过 程 在 这 些 时 关 一 切 从 头 开 始 。 具体 地 谱 , 以 概率 
EER so 使 得 过 程 在 5 后 的 延续 在 统计 意 兴 上 是 从 上 一 0 
开始 的 整个 过 程 的 一 个 复 本 ,这 又 昔 含 以 概率 1 存在 了 时刻 序 列 5,， 
5;，"… -。 其 中 每 一 时 刻 部 有 S, 的 上 述 性 质 , 我 们 把 这 样 的 随机 过 
程 称 做 再 生 过 径 Cregenerative process), RTZ 51，9;;"…* 称 做 过 
程 的 再 生 点 ， 相 邻 两 个 再 生 点 确定 过 程 的 一 个 周期 。 一 个 再 生 过 
程 实际 上 就 是 把 名 个 周期 依次 连接 起 来 。 萄 见 序 列 {5,, 名 ,+-*} 构 
成 一 更 新 过 程 ， 我 们 把 它 称 做 再 生 过 程 {X,, * > 0} WEARER 
过 程 Cembedded renewal process). 

Pie Reet AF. 

$]3-22-1 在 Gij/G/1 排队 系统 中 , SSX, 表示 在 时 刻 # 
的 顾客 数 , 则 状态 空间 是 党 ”一 10,1,2,."*}， 设 系统 在 有 时刻 ?一 
0 有 一 顾客 到达 村 马上 开始 接受 服务 ,这 意味 善 一 个 念 期 的 开始 . 
这 忙 期 结束 后 紧 挨 着 是 系统 中 没有 任何 顾客 的 闲 期 。 当 一 个 新 的 
PLES VAN CRIA S 表示 这 个 时 刻 ) 闲 期 结束 并 马上 开始 下 一 
Site, S S 是 过 程 {X 0 WHER, 两 个 依次 相 邻 的 
LAA Re X, 的 一 个 周 戎 ， 这 样 我 们 就 得 到 一 个 再 生 
过 程 。 . 

对 于 GI/GI 排队 系 绕 也 可 以 定义 一 个 类 伺 的 再 生 过 程 , 这 
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Sst Ar SYS kek WA SS Wed AC EGA FA EEG ERS ING, REE 
变 空 人 《 即 系 统 中 没有 任何 顾客 》 时 对 应 的 好 期 结束 并 开始 一 个 肌 
期 ， 这 力荐 哨 洛 一 个 新 闫 客 的 到 达 宣 告 结束 六 随 串 开始 另 一 个 忙 
期 ， 揽 而 这 样 的 一 种 兼 其 沾 东 闲 期 和 开始 全 期 的 时 刻 是 排 隐 过 程 
的 再 生 点 。 

利用 关键 更 新 定 埋 ,我 们 可 以 证 明 如 下 定理 , 它 可 以 看 作 是 关 
于 交 芷 更 新 过 程 的 相应 定理 的 推广 . 

定理 3-12-1 设 再 生 过 程 {4,,7 20} MARSH 2 = 
{0,1,2,-…}， 它 的 再 生 点 是 Sosa WRN AMO AF 
RAATIRA REA, M {pC 二 PCX, = j), jmo, 
1,2,°- *} 的 极限 分 布 存储 并 且 由 下 Afad: 
p= tim PCK, = p) = TREAN ATARA joe 

r>a ARPES KE 
TEA MIRO 5， 的 条 件 概率 ,我 们 可 以 号 
pie) = PCN, = 7,8, > 4) PCX = 7,5, & 4) 























maya) + (PCa, = 718, = AFC) 
一 AD E | pie MAFC), 


AP Aye) = PCX, = j, 3 > 3). ESE EB 3-4-2 AT BT 
有 解 


PKO = AD 十 | 一 DaMC9， 
因为 WG) <P>A 一 FO), ML AO 可 以 进一步 写 为 
B = [7 PCX, = j,S, >S m SAF Cs) 
= |" PCX, ~ ils, = DARC), 
由 此 易 知 Aye) 是 变 元 :的 非 负 不 N DR, 而且 当 ，- oo 时 
We 《因为 | ade [Fas < oo)。 故 由 关键 更 新 定 
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理 立 得 
fim (e) 一 4 | A; dt, 
Jen # $ 


r= f ox, =) Mar, 
0 ”其它 情形 ， 


则 人 Koar 表示 过 程 e 在 一 局 期 内 处 于 状态 j 的 时 间 , 因此 在 


一 局 期 内 处 于 状态 SAS 
E I Heads] =m N ELiCe)]de 
一 人 P(X, = 7,3, > ds, 


上 式 右 端 即 【Ke)dr。 定 理 得 证 ， a 
推论 3-12-1 在 定理 3-12-1 HERF, UER 省 
im 过 程 在 《0, :] 内 处 于 状态 了 的 时 间 
tm t 
_ 过 程 在 一 局 期 中 处 于 状态 的 平均 时 间 
周期 的 平均 长 度 u ° 
证 明 ”设想 当 过 程 处 于 状态 i 时 赋予 标 值 1, 否则 为 0 .于 是 
得 到 一 个 标 慎 更 新 过 程 。 余 下 只 须 利用 定理 3-11-18, W 
关于 再 生 过 程 的 进一步 讨论 可 参看 Smith (1955, 1958) $ 
有 关 文 献 ， 其 中 所 讨论 的 问题 有 一个 是 值 答 在 这 写 提 出 的 。 设 
{Xor > 0} 是 取 值 于 一 般 状 坊 空间 (AACA) 的 随机 过程， 
AMNBRA™MB TENS, (ARR Sl T HB 3-12-1 的 结论 感 
立 ? MW, HAM RM FEW 4 BCA), 极限 
lim P(X,€ A) 











者 存在 ，Smith 证 明了 若 X, AT -B UE, WEARS 
存在 ， 届 正 是 虹 这 样 ( 带 有 内 机 出 新 过 程 ) 的 销 机 过 程 称 做 再 生 过 
福 。 内 氢 更 新 过 程 的 更 新 时 刻 就 赴 基 本 过 程 {XX,,rt 0} 的 肯 生 
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$3-13 马尔 可 夫 更 新 过 程 和 半 马 尔 可 夫 过 程 





Son APR, ERT RMR RHR RSA et 
程 ,在 这 过 程 中 由 十 发 生 故 障 引 起 更 新 ( 即 在 使 用 的 设备 发 生 政 障 
时 马上 用 了 类 的 新 设备 更 着 ?)。 因 为 我 们 假设 更 新 是 瞬间 完成 的 ， 
所 以 我 们 可 以 计 为 过 程 恒 处 于 使 用 状 配 。 交 着 更 新 过 种 模 蜡 允许 
描述 的 系统 交替 地 处 于 两 种 不 辐 的 状态 ， 因 市 它 是 下 新 过 程 模 
型 的 一 种 挫 广 ， 浇 着 这 一 方 向 我 们 还 能 作 进 一 步 的 推广 ， 邓 当 上 
述 设 备 的 使 用 过 程 月 多 种 { 有 限 或 可 数 无 穿 多 个 ?不同 的 状态 ， 例 
如 , 当 每 一 次 重新 都 有 多 种 不 同业 型 的 设备 可 人 殿 选 用 ,和 而 究 忱 选用 
哪 一 种 类 型 则 按 预 先 给 定 的 某 种 统计 规律 确定 上 时， 就 引导 到 马尔 
可 夫 更 新 过 程 模型 ， 
在 数学 上 ， 蕊 尔 可 志和 更 新 过 程 的 引 作 和 描述 常常 是 密切 连 系 
于 半 马 尔 可 夫 过 程 这 一 概念 。 顾 名 思 义 ， 半 驴 尔 可 夫 过 程 是 号 尔 
可 去 过 程 的 一 种 推广 ， 因 此 马尔 可 去 更 新 过 程 也 可 以 看 作 是 马尔 
WARM. 
设 {XG@),:1 20} 是 具有 连续 时 间 参 数 的 马尔 可 夫 链 ， 这 链 
发 生 状 态 转移 的 时刻 是 Cn = 1,2,---), 则 易 证 贿 机 序 询 {XX 一 
XG@,),1 20} 是 一 具有 离散 时 间 参 数 的 马尔 可 夫 链 。 CAA 道 
[例如 ,参看 Chung(19607]， 马 尔 可 夫 链 相 邻 两 次 转移 之 间 的 时 
间 亲 下 tr, 一 1 一 1 一 1 2 假定 性 一 和) 有 指纹 分 布 ， 
分 布 的 参数 一 般 与 状态 X, GH. WREATH {Xon => 0) 构 
成 一 马尔 可 夫 链 , .但 re 可 以 有 任意 分 布 ， 而 且 和 分布 赋 古 依 赖 于 








《semi-Markov Process)， 而 再 假 对 [Xet] 《或 {XT 给 出 
的 二 维 随机 过 程 {CX,, a) a > 0) WE ABRAR AME 
(Markov renewal process)， 册 上 述 易 知 一 个 半 马 尔 可 夫 过 程 是 
ROME, CORRE MBIA, BAK 
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BRAO ERA aa, BT 
WASAP ERU A RAAE ERA AE 
Ch HRS RIAL EAEE Lévy (1954) 和 
Smith (1955) 5 A ASE GRA RR. MSR ARE 
过 程 则 首先 是 由 Pyke (1961) 研究 的 。 马 尔 可 夫 过 程 的 这 类 推广 
可 以 几 来 建立 许多 种 不 同 现象 的 模 弄 ,它们 除了 在 排队 论 ,可 靠 性 
理论 和 局 存 论 中 有 重要 应 用 [参看 Fabens (1961), Qinlar (1969, 
1975)] Sb, BRS BAF ate se hee fim, 
Kao (1974) HAPPEE RE Se ih es RR ATT A E 
——RA ZL BEREAN RUT SY ERA Sa I HA 
Air] 
下 面 给 出 马尔 可 去 更 新 过 程 和 半 马 尔 可 夫 过 程 的 确切 定 义 ， 
定义 3-t3-1 设 随 机 过 程 {XGo, 0} 取 值 于 状态 空间 
和 一 10,1, 2 -0 一 轴 反 下 扫 下 二 是 这 过 程 的 状态 转 
Eita, X, HAPA 发 生 的 转移 后 过 程 折 处 的 状态 。 如 果 对 
所 有 整数 nO, CR MRR SVT 
PO Xas1 m js tearm fa SS Bl Xo, ts sta) 
一 PC Xp = Jobat — te S&F) Kas (3-13-1) 
RRRA (Xo a)r 20} BR -TRA Ria HY 的 号 
SA AML. 
Sut-P RR BENTH, MRS RS 
PCX, ™ js tat — te Sit, MA = Oye) (3-13-2) 
与 # 无关 。 我 们 把 转移 粮 率 族 8 一 {00 FEB BO} mM 

















Py = lim 0,0) = P(X = Xe 8). (3-13-35) 
Py 20 和 DP Paml. WRAL 
i=0 


we 
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~ | {5 Pi = a 
Filo Pi t i 
i 


1 若 Pim), 
TER Py m0 时 必 有 Omn 对 所 有 ro, 
SOL Tu 记 在 给 定 过 程 外 于 状态 i, TF - RRB BAA 
GREF, CERERE i AJE MHE, Wd (3-13-45 
T Ta HOARN Fu, Bll 
Fao = PCT S D = Pit et, el X, = Xt = 7 
(3-13-5) 
再 以 了 ;表示 过 程 在 状态 OCR BEN AA 
Hit) = Dy PaPa) = D7 QD), (313-6) 


(3-13-45 





RHEA 
Ti 一 D, Pale (3-13-7) 
所 以 | 
PCT; ED D) PuPu) =H), 《3-13-87 
BD T, DSA ABRE Hi 


我 们 用 ag Ae 分 别 表示 Ta 和 T, RCE, Wiese 
义 和 [3-13- 例 式 有 


a = | PCT > dt ~ | [I 一 FiCD1er (3-13-9) 


a [7 PCT, > ar (th eas 


= i h _ = HO dt, (3-13-10) 


MA, 33(3-13-6)52(3-13-D RSLS, «; 和 a 之 间 有 如 下 
eA CADENA, Ty AT, MRR PSH A pE 
A 


on > Pitie ¢3-13-i13 


SEM 3-13-2 设 随机 过 程 XG) SO} MRABSM Be = 
10,1,2,-"'}, WFCA ATHER: 当 已 知 过 程 到 达 状 六 G 
0) 时 ， 

O 过程 下 一 次 将 转移 到 状态 1G 0) 的 概率 是 Pr 这 里 
有 >, Py), 


G) 给 定 下 一 个 状态 是 1 时， 过程 在 原来 状态 i 的 逗留 时 间 
AARP FC), 
RA St XO, tO} 称 做 半 马 尔 可 去 过 程 ， 


+ 8 +. + a 8 


易 见 若 给 定 了 一 个 马尔 可 夫 更 新 过 程 (X. )n 2 0}, M 




















H 

XO = X,, ta Set hho a æ= (3-13-12) 
确定 的 过 程 {X0 120} EPERE, RHES 
HRA A orl BRAS SRA AME. 

EZ, 苛 给 定 了 一 个 半 马 尔 可 夫 过 程 (Xs: > 0}, Wee 
DRAM ,三 ,和 X, = X Ca 20) 确定 的 过 
fe {Xr 16),# 20} 是 一 马尔 可 夫 史 新 过 程 。 易 知 随 机 过 程 
{Xan 20} 是 一 马尔 可 夫 链 , 它 的 转移 概率 甜 阵 是 【Pi]。 我们 
FA ERE AS os, A RE (XG), r 0} RRA BRA RE. 

REA 313-2 容易 看 出 , 半 蕊 尔 可 去 过 程 不 一 定 共 有 马尔 
可 去 性 质 ， 因 为 这 时 过 理 的 将 来 不 仅 依 赖 于 它 更 在 所 处 的 状态 ， 
而 且 一 般 运 与 它 在 这 状态 已 性 留 的 时 间 有 关 、， 另 一 方面 ， 一 个 马 
尔 可 大 链 必 是 半 马 尔 可 去 过 程 , 这 时 在 广 散 时 间 参 数 情 形 有 
[0 rally, 

Fi = j >l, 
EEE Ty 以 概率 1 恒 等 于 1; 4 PESEGA ENA 
Qa) = Pa — > 



































Fit) =l e, 
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BR FG) ESR n RAM. 
根据 人 3-13-12 和 (3-13-5) 容 易 证 阴 ,对 于 任意 整数 下 空 1, 任 
RSE SER ayy +g 和 任意 toy + ig e BR, 
PC, 一 和 

= Pi Ca) Fi Cs) . “Faria (3-13-13) 
这 就 是 说 , 当 给 定 了 马尔 可 夫 链 {Xn SO} 的 前 不 十 1 个 状态 
Xo = fog tty Kg = fy WY, BRIA, 一 一 
是 条 性 独立 有 的， 而且 Claims) 的 分 布 只 与 KLM XL 
关 ， 特 别 地 ;, 若 状态 空间 . 须 " 只 全 一 个 状态 , 则 逗留 时 间 ,rz 
是 独立 同 分 布 的 非 负 贿 机 变量 序列 ， 易 见 这 时 {7,, # 20} 给 定 

一 个 童 通 的 更 新 过 程 。 

一 方面 ， 对 于 每 一 1€ A, WEE Si, 2 是 使 得 
X,=i 的 一 连 串 状态 转移 时 间 , 于 是 ， 当 我 们 把 这 时 间 序 列 看 作 
是 一 系列 更 新 时 刻 时 ，{55,# 之 1} 给 出 一 个 更 新 过 程 ( 如 果 初 始 
状态 为 一 六 这 过 程 是 普通 更 新 过 程 ,否则 是 延迟 更 新 过 程 ), 我 
们 把 对 应 的 更 新 过 程 记 作 NSH INI, tO}, ER, RX 
得 到 马尔 可 去 更 新 过 程 的 另 一 种 定义 方式 : 令 N 表示 在 时 间 区 
E 《0, #1] 内 转 称 到 状态 7 的 次 数 (或 者 说 状态 i 的 更 新 次 数 ), 则 
HON, = (MINN) 确定 的 过 程 N = {N1 > 0} 称 
做 马尔 可 去 更 新 过 程 。 易 见 若 把 所 有 N BIER, Meme 
的 点 ( 即 更 新 ) 发 生 时 间 序 列 {i} 和 由 

X。 一 1， 车 i。 是 N' 的 更 新 时 间 
确定 的 序列 (X 联合 给 出 定义 3-13-1 中 的 过 程 (CX) aS 
0}. 

{X, 40 1} 构成 一 马尔 可 夫 链 以及 N = {Nis BO}, i 
0， 是 更 新 过 程 这 些 事实 启示 人 们 使 用 ”马尔 可 才 更 新 过 程 ”这 人 一 
A. 

当然 ,我 们 也 可 以 抠 马 尔 可 去 更 新 过 程 看 作 是 标 值 更 新 过 程 。 
这 时 很 自然 会 把 每 一 次 更 新 看 作 是 一 个 点 ， 这 个 点 的 标 什 就 是 系 
绕 在 这 次 更 新 后 转 殉 到 的 状态 X, mi 但是， 由 于 在 马尔 可 夫 
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更 新 过 程 的 研究 中 ,人 们 主要 关心 的 是 Xo t Ni 以 及 与 它们 有 
关 的 一 些 最 ,而 不 是 器 计 标 值 过 程 ,所 以 我 们 不 把 这 一 节 的 内 容 归 
Arti tae £7. 

FARNARIER IL 

例 3-13-1 (LVR) 设 到 达 计 数 器 的 放射 性 粒子 形成 
一 强度 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 . 若 粒子 到 达 时 计数 器 是 开放 的 , 则 粒 
于 被 记录 并 随即 引起 计数 器 封闭 一 段 时 间 ， 和 封闭 期间 的 长 度 是 一 
随机 变量 , 它 有 分 布 oC). TAR AL BA ER BS 
录 , 同 时 对 计数 器 也 不 会 进一步 产生 影响 [如 果 在 封闭 期 间 到 这 的 
粒子 会 延长 计数 器 的 封闭 时 间 ， 这 类 计数 器 称 做 1 型 计数 器 ， 各 
种 类 卉 的 更 新 过 程 模型 在 计数 器 理论 中 有 得 要 的 应 用 ， 详 见 Ta- 
kacs (1956, 1957, 1958》 和 Smith (1958) $]. 如 果 我 们 有 兴 
趣 于 考察 计数 器 的 状态 变化 , 令 a 一 0, rm 是 计数 顺 状态 转 
移 的 时 间 序列 ,又 设 

x-fi 第 ”次 转移 对 闭 计数 吕 
” lo 第 ”次 转移 开放 计数 器 ， 

则 {(X.,t.),s 之 0} 是 一 马尔 可 夫 更 新 过 程 (假设 PCX, 一 1) 一 1). 
由 (3-13~12) 式 定义 的 伴随 于 过 程 {(X。, t)r 2 0} 的 半 马 尔 可 
夫 过 程 XO 表示 计数 器 在 时 刻 RS. BE, WEHE 
马尔 可 夫 核 是 

















ro 一半 
LaO = | o | 

例 3-13-2 CM/G/1 排队 系统 ) 若 以 ZG) ARENA RK 
统 中 的 顾客 数 , 则 我 们 已 经 知道 对 于 M/ MAL 排队 系统 来 说 随机 
过 程 (ZG), 120} 是 一 马尔 可 夫 链 ,但 是 ,对 于 M/G/1 排队 
系统 这 一 结论 不 再 成 立 ,因为 这 时 路 务 时 间 一 般 不 再 有 指数 分 布 ， 
所 以 系统 下 一 次 转移 天 的 状态 不 仅 依赖 于 它 现 在 所 处 的 状态 ， 而 
所 与 正在 接受 服务 的 顾客 已 经 被 眼 务 了 多 少时 间 有 关 。 

现 设 X。 是 当 第 ” 个 纪 达 系统 的 正 客 离开 系统 时 仍 窗 在 系统 
中 的 顾客 数 , 则 易 证 {Xn > 0} 是 一 马尔 可 夫 链 ,又 设 二 一 0 和 
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Ts STROM RE, F CCX te Op 并 一 
瓦尔 可 去 更 新 过 积 ， 由 (3-13-123 式 定义 的 伴随 于 Xn tajo 
nO} [PE S480) de PR AO 表示 排队 系统 在 时 测 tO] Ve UL 
— HR HAS SFE AE ABE BR, FTA RE fat Te Se as 
Uf RABE 

Poe) PG) De 

gated a pJete 


[Gift ] = i 
0 fuk t) ast) wT 


其 中 


r # 
9 一 ef C2)" sate), n= Ül, +”. 
-0 nl 
i 
pace) — | g(t — rJe dx, n= 0,1, 
a 


i 3-13-3 (GI/M/L 排队 系统 》 eX, 是 第 # 个 顾客 到达 

前 的 肯 问 在 到 绕 中 的 顾客 数 。 则 由 服务 时 间 分 布 约 无 记忆 手 易 知 

[X,, #220} 是 一 马尔 可 夫 链 。 若 令 ym 0 和 nm REA 

客 到 达 系 统 的 时 间 序 列 , 则 (CX, te 0} 是 一 马尔 可 去 更 新 

过 程 。 由 (3-13-12) 式 定义 的 伴随 于 过 禹 (CX, t)ar = 0} 的 半 

马尔 可 夫 过 程 XO 表示 系统 在 时 刻 + 前 最 近 一 次 顾客 到 过 时 系 
统 中 的 顾客 数 , 不 难 求 得 对 应 的 半 蕊 尔 可 夫 核 其 
ED gae) 0 


ro O TO a0 ， 


rats) ake) ae) DC) 





其 中 
gD 一 | Len) /nl dG C), 


«ails 





r,s = GOD -= 5 aCe), 


img 





RE # 0,15,2,---,6 是 指数 服务 时 间 分 布 的 参数 ,6 是 而 客 到 
I RISD BRD A 
是 证 指出 ,对 于 GI/ M11 ABRIL E ZO) Rah we 
在 系统 中 的 顾客 数 ， 则 过 程 {2 (人 站 1} —B th RE RAT 
我 们 再 引 和 人 一些 记号 。 令 
Gi = PO EX i) (3-13-14) 
fa — P(X = jX ei (3-13-15) 
和 
OPCs) 一 P(X, jr XO =e i) (3-13-16) 
AR, Gi 是 给 定 初 始 状 态 是 了 时， 首次 通过 状态 j 的 时 间 Pr 
的 分 在 函数 。 一 般 说 来 ,对 于 不 同 的 初始 状态 二 a, SE Gi 
和 Cu 是 不 一 样 的 。 特 别 地 ， 当 i 一 了 时 ， Va 实际 上 就 是 由 
[S 20} 确定 的 更 新 过 程 N’ 的 更 新 区 间 。 我 们 用 m 表示 
Va RCE, BR fy) BAM XO) 的 状态 转移 
HA, 4 XG) 是 马尔 可 夫 链 时 aO 就 是 转移 概率 , 这 时 它 能 
完全 刻 划 XG) 的 状态 转移 规律 ， 
由 OM) 的 定义 (3-13-16) 式 马上 看 出 
OPC) —= OF@). 
若 再 令 
© 1 i=, 
ORE ei 
WAR REED on FARE: 对 于 任意 2 一 0,1,2,--- 
OF 一 >) OFC — dG alu). (3-13-17) 
事实 上 ,从 状态 i 出 发 ,经 # 十 1 步 转移 到 状态 FR EEE TSS A 
为 下 面 的 一 系列 事件 ， 即 第 一 次 园 移 是 从 状态 i RRS A, TE 
在 状态 i MORRIE (<, RMR A HAR 1- 


«ile 


u 的 时 间 经 过 # 次 转移 到 达 状 态 i BL STA BEY A RREI 

得 (3-13-17? 式 ， . a 

前 面 我 们 定义 和 讨论 了 一 般 更 新 过 程 的 更 新 国 数 Ma) 

王 m， 对 于 马尔 可 夫 更 新 过 程 也 可 类 似 地 定 光 马尔 可 去 更 新 因数 
如下: 

Mij nD = ELM IX, = i], 646E 2, (3-13-18) 


=o 


定理 3-13-1 MCG, i) = >) OM). (3-13-19) 
证 明 令 


sf E OX, ST, tS, 
0 其 它 情形 ， 


ECNI |X, = i) = 5 ECA, |X =i) 


a= 


一 六 P(A, = 11X08) 


m >) PCX., jt tN =i) 


= Sore: m 
当 1 一 ; 时 ,更 新 过 程 Ni 的 区 间 分 布 是 Cu. BU Gt 表 
示 Gs Ke RRM 


MC j 一 > GE Ce). (3-13-20) 


Ak, Sere RO MG, jst) 确实 可 以 看 作 是 一 个 普通 更 
新 过 程 ( 对 应 的 区 间 分 布 是 Gi) 的 更 新 半数 。 从 而 ,对 于 MM(I,1,1) 
来 说 ,相应 于 Blackwell 更 新 定理 和 Smith 关键 更 新 定理 的 论断 
也 成 立 . 
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下 面 讨论 马尔 可 去 更 新 方程 ， 
定理 3-13-2 NTE RAG, | Ar SO, 


fae) — ashi) + |" fl — Oa), (3-13-21) 
k o 
这 里 by Mi 等 于 j 与 否 而 取 值 1 或 0， 
AG) = 1— >) Oa 1 HD = PCT, >). 
i 











证 明 按 fe) 的 定义 (3-13-15) 并 对 Xi 和 作 条 件 化 
处 理 ,我 们 有 
fy CD = POX) = } |X, = i) 
-5 | PCX) 一 计生 = i, Xi kn = 240s). 
k L 
u oa-r >: bj, XO —X,— 7, (SG namra, 则 过 程 将 
(GERAI n = 2) MURS ARAN :— a 后 到 达 j 于 是 有 
PCXCe) = j| X, X m _ ) 一 全 Bx>t, 
t 了 em iA; kst * fat _ x) 若 <r, 
从 而 
ia 一 >|. fat —2)d0y (a) 十 6 | 404). 
i [i] i 
因为 
> | 40402) — la 
4 wit 
KERT EDSR LMS F 


ösi — >) | dOu Ge) | 一 5 一 之 0,00) = nh Ce), 


由 此 即 得 (3-13-2172 式 。 |_| 
下 面 的 定理 给 出 fel) 和 首次 通过 时 站 分 布 Gi 的 关系 . 
鉴于 连 又 这 两 个 函数 的 方程 的 形式 和 作用 类 局 于 渴 新 过 程 理论 中 
HERTE ARTEZA BA RERA 
定理 3-13-43 对 寺 任 意 状 态 i, J A eed, 


= 了 上 























fale) = jk + f t0 — rdGulr), C3-13-22) 


证 明 当 和 一 1 t, RE {XO 一 六 PEL FA Be 
的 方式 发 生 , 它 们 分 别 给 出 G3-13-22) 式 右边 和 的 两 项 : 

G) 在 时 刻 + 包含 门 之 前 没有 状态 转移 发 生 , 于 是 XC)= 
i。 这 时 过 程 在 状态 | 扎 留 一 段 长 度 超过 :的 时 间 后 才 发 生 状 态 
转移 ， 

(2) 在 上 时刻 + 《包含 英之 前 至 少 有 一 次 状态 转移 发 生 ， 设 过 
程 在 时 刻 “< * BREDE 1， 然 后 从 7 了 出 发 ,经 过 时 间 + 一 * 后 
又 处 于 状态 i. a 

fe Gu 和 Bi 之 问 有 如 下 的 关系 ， 

定理 3-13-4 对 于 任意 状态 i j Mee a, 


GiO= Oe) + \ Gul — 2)d04(e) 
avi 7° 





= Qs) + 于 | Gy —2)d0u) 
+ wf 


一 | Go G —=)d0u). (3-13-23) 


证 明 ”类 似 于 定理 3-13-3 的 证 明 , 当 给 定 ee 
时 刻 + {包含 2) 前 转移 到 状态 j 这 一 事件 可 以 如 下 两 种 互 斥 的 方 
式 发 生 , 它 们 分 别 给 出 人 -13-23) 式 居中 的 表示 式 的 两 项 。 

C1) 在 时 刻 + (包含 2) 前 发 生 的 第 一 次 转 范 是 从 状态 /到 
的 转移 ， | 

(2) 在 时 刻 *( 包 洛 2) 前 发 生 的 第 一 次 转移 是 从 状态 i BTA 
(hej) 的 转 务 ， 然 后 又 从 大 出 发 ， 经 过 长 度 不 超过 + 一 x 的 时 
间 再 转移 到 状态 j. E 

前 面 我 们 用 记号 T, OTs 分 别 表示 过 程 在 状态 i WER) 
逼 留 时 间 和 在 给 定 过 程 诛 来 处 于 状态 i 而 且 下 一 次 将 转移 到 状态 
i 的 条 件 下 它 在 状态 了 的 逗留 时 间 . 它们 的 分 布 分 别 是 且 和 Ps, 
对 应 的 数学 期 乞 则 分 别 是 wm 一 ET; 和 oii 一 ETH. BS 了 :是 
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过 程 从 i 出 发 ,首次 经 过 状态 i 的 时 间 《 特 别 地 , Vs BEBE 
Ni 的 更 新 区 间 》 芭 的 分 布 函数 和 数学 期 望 分 别 是 Ga 和 mi。 

下 述 定 理 给 侧 上 画 提 到 的 数学 期 望 之 间 的 关系 。 

定理 3-13-5 对 于 任意 状态 i, j 有 


Ba =a; + D>) Pen. (3-13-24) 
asi 
证 明 对 (3-13-23) 取 L-S 变换 得 
GC) = OF + D GHG)OAG), (3-13-25) 
i*i 
这 里 G} 和 OF 分 别 是 G# 和 On 的 L-S BR. BLAYE 


元 * 求 导 并 注意 到 由 (3-13-4 科 式 有 Os) 一 PuFits), RIIS 
得 到 


EG = Pa A FMD + EfParne) Eh) 


+ PyGHG)& FH}. (3-13-26) 
根据 L-s 变换 的 性 质 有 
m= iore) 


aj = -4 FACS) 





和 
GHO = F30) =], 
若 在 43-13-26) 式 中 令 :二 0 WG 
pi m Pam + > {Pirri + Pasia} 
k= j 


= 之 P pais + 23 Pienii- 
Fg > P yey — e, 于 是 (3-13-24) 式 得 证 。 E 
4 


这 定理 的 直观 意 六 是 明显 的 。43-13-24》 式 表明 过 程 从 状态 
i 出 发 首先 到 达 状 态 j 的 平均 时 间 ma 等 于 它 在 状态 i APAE 


"26*» 





留 时 向 加 工 它 从 任 一 异 于 i 的 状态 出 发 首次 到 达 状 态 j 的 平 划 
时 间 与 转 称 概 率 Pa KR, 

定理 3-13-6 BRAGA {Xn n SO} 是 不 可 约 和 
ERY, 


mi 一 >) mdai (3-13-27) 
这 里 x; 一 lim PP > 0 给 出 马尔 可 夫 链 {X,,2 20} 的 平稳 分 
布 。 由 马尔 可 去 链 的 理论 知 {m 一 0,1,2,--*} 是 方程 组 


am >) mPa, pe O,1l,2,--- 





的 唯一 解 。 


WA 用 imd, L, 2,---) 葬 (3-13-2 人 ’ 式 两 端 社 对 i 求 
和 得 


之 TiRi T > rja; 十 = {= Tai A xP aant 
= 之 nm + S{ Dae aj os — {DD Pah em 


= 之 zi 十 之 Wy hye | Wi Kiie 
上 式 经 移 项 整理 后 立 得 欲 证 的 结果 。 | | 
(3-13-27) Rt A KB 
Wij = 之 fe; (2), (3-13-28) 


其 中 因子 Geifes) RRDRYTAKG {Xa 2 0} 两 次 取 i 值 之 间 
访问 状态 i 的 平均 次 数 , 而 wi Wi te RIBAS i SP Se BT 
间 。 因 此 ， 两 者 相 乘 后 对 所 有 可 能 的 1 求 和 就 给 出 这 链 两 次 访问 
状态 j 之 闻 的 平均 时 间 间 距 pii = EVs 

蔓 见 若 半 马 尔 可 夫 过 程 (XG): 之 0} 实际 上 就 是 一 在 正 整 
SRT SLRER BN SRI ARN, 则 对 任意 状态 i 都 有 = 
L 于 是 (3-13-27) 式 变 成 


a Fy* 





i = fy 
ae SS RABDARE] EE Sk Bi, 

Hi SRT ARRAS, RIS Spay A Beh 
态 作 如 下 分 类 . 

MM 3-13-35 Gree RR el Be 长 Xe re) oO} 《等 价 
Yi PEBBLES Ral SAL LUX GD, MOPARS «BCE INC 
时 的 )， me Gale) = 1 (HINER, Glo) <1), 

— Pie AK f WE GRE TS BAR AR CSS EERS) AUR Hi CD 
《 相 度 地，m = 0), 

PTA EAA, SRA REMUS Xn .),0 = 0} 《等 价 
EO RMX), 2 DRA: BA RCN ADDS 
AMSRREAKA SRR Xorn 2 0} 是 常 返 的 (相应 地 ， 
瞬时 的 )。 从 这 一 论 肾 看 出 ,马尔 可 款 更 新 过 址 ， 或 者 说 半 马 尔 可 
去 过 程 的 状态 分 共和 马尔 可 去 链 的 状态 分 类 本 质 上 是 一 致 的 . 

RE BRYA HOE A (Xa, SO] CST, FS 
RERE {XC 2 SO) re TY EY AD, BS CIRAS RTA 
fe {Xer 20} 是 不 可 约 的 。 

利用 交替 更 新 过 和 杏 的 理论 不 难 证 明 下 述 定理 

定理 3-13-7 HARARE 人 CX, bf 之 0 是 不 
aR, Va AAETH LEE, MA m 一 EV; 之 0， 则 极限 

fi = lim PCXG@) = i| X0) = j) = lim fitty (3-13-29) 











FEHRSPRG 2 ok. ERRADA S 
f; ia Hie (3-13-30) 
证 明 PERET (CX) 之 0} KS RMB A, 
f 蓉 和 进入 状态 了 时 ,我 们 该 一 个 周 其 开始。 并且 称 状态 i 为 ^ 工 
作 状 态 ”; 称 除 主 之 外 的 所 有 其 它 状态 为 "故障 状态 ”。 这 样 ， 我 们 
让 腊 到 一 个 况 普 更 新 过 程 《 当 X00) 过 :时 过 程 是 延迟 的 )。 这 过 
经 外 于 ”工作 状态 "的 时 间 分 布 和 数学 期 望 分 别 是 H 和 w:， 阅 期 
RERS MAR ES A GARE Gi 和 aa. Tii WEEE 3- 


ar E 








8-1 立即 得 到 窝 证 的 结论 。 
由 上 述 定 理 和 定理 3-11-1 Le 
定理 3-13-8 在 定 埋 3-13-7 HRF, 以 概 六 1 有 
fi = jf ay 一 im 过 程 在 [0,1j 中 外 于 并 态 二 的 时 和 jj， 
T (3-13-31) 
FETAR, WIRE f; 只 依赖 于 转 称 概率 P; AF 
HERH] ax， 而 且 定 理 还 提供 一 个 适 于 计 和 fi 的 公式 ， 
定理 3-13-9 在 定理 3-13-7 WHEE 


Fs 
f= Sz," (3-13-32) 





WA 我 们 定义 

YD 一 过程 第 大 次 访问 状态 i 时 在 该 状 态 的 逗留 时 间 ， 
Nm) = 过 程 在 前 2 次 状态 转移 中 访问 状态 i 的 次 数 ， 
Pim) 一 过 程 在 前 吉 次 状态 转 称 期间 在 状态 i BRON A 





所 占 的 比例 ， 
THA 
Mio NR 
Pimy= PD YA DD SY 
一 全 Co) 2 Y Nim) Pi 
m NG) 0 Fo om NiC) 


(3-13-33) 
因为 过 程 是 不 可 约 的 ， 故 由 快 态 REM RAMERA BEER 
返 的 ， 所 以 ,对 任意 状态 i, 当 m > 0 了 时 有 NiCm) > 0。 又 由 强 
大 数 定律 知 以 概率 1 有 

> Y; 
im Nlm) 7 
FL Re BARE RCE 3-3-2) 推 得 以 概率 1 有 
im MGR 一 《两 次 访问 状态 j 之 间 的 状态 转移 次 数 的 期 和 


pee 


aie 


+ 49+ 


fo. (AE. KMIR AER =) (参看 定理 3-13-6 后 面 的 说 
明 》。 另 一 方面 ， 由 定理 3-13-8 HEIR A 


lim Pm) = fa 


故 在 (3-13~33) 式 中 令 m — cof (3-13-32), = 
Hl 3-13-5 RA GRA REX, S 0) Se 


0.5 6.3 0.2 
cro =o 0.4 us} 


0.1 0.5 0.4 


是 


条 件 等 待 时 间 Ta 的 分 布 由 


要 下 g7" -i 


¢ 
mo = ee =) 
-l -r 


eY e 


给 出 。 于 是 ,利用 公式 a = >» Pio 容易 算出 a — 0.51, om 


0.33 和 a, = 0.67。 其 次 ,由 方程 组 

a, = 0.5m, + 0.2”, + Olm, 

x, = 0,352, + 0.4, + 0.505, 

my = 0.20, + 0.40, 4+ Am, 

a, +x ta, = 1 
的 唯一 解 m m 0.2353, m, = 0,4118 Al m, = 0.3529 BS RPE 
率 分 布 {x:}， 最 后 ,利用 (3~13-32) 式 算出 fy 0.2437, fx 0.2760 
和 fh = 0.4803, 


§3-14 更 新 过 程 的 统计 推断 
1. FARM BHRVERS 
和 根据 更 新 过 程 的 特性 易 乞 ， 这 业 过 程 的 统计 检验 的 一 个 中 心 


= 了 和。 


问题 是 给 验 事 件 问 阳 的 相互 独立 性 5 部 所 谓 区 间 独 立 锤 ]。， 下 面 分 
四 简单 介绍 茶 于 梓 本 序列 相关 系数 和 基于 点 间 问 瑟 的 谱 的 检 收 ， 
关于 这 些 方法 的 背 司 、 理 论 基 础 和 进一步 的 讨论 二 参看 第 四 各 中 
有 关 平 稳 点 过 程 的 统计 推断 的 材料 以 及 Cox 和 Lewis (1966) 中 
有 关 部 分 。 

(A) 基于 序列 相关 系数 的 检验 

设 {%; i 之 1} 是 平稳 的 随机 变量 序列 ， 这 序列 的 自 相 关系 
数 定义 为 





Cow(X;, Xie) 
= Var(X) ” 
AP IERA. BA, a 是 刻 划 序列 1Xi} 中 各 变量 X 的 相关 
程度 和 特点 的 重要 指标 《有 时 人 们 也 使 用 自 协 方差 瑟 数 Ca 一 
Var(X)o,). WE {Xi} 是 更 新 过 程 的 更 新 区 间 序 列 , 则 由 区 间 独 
SEE RX PAE RRR amo. AE, 要 检验 一 个 点 过 
程 的 点 间 间 距 的 独立 福 , 自 然 会 想到 要 检验 假设 pi 一 0. 在 实际 
中 ， 人 们 通常 首先 检验 假设 pi = 0， 这 时 可 以 利用 a 的 估计 
~ Cy 


PR k= 1,2, 


= Ene (3-14-1) 
作 检 验 统 计 最 ,其 中 
č, = Cm = D $E Xi — RK ~ Ep) 
= (m 一 ys X:Xin 一 KX, (3-14-2) 
Cor = Cm — 1) Dy X Ry, (3-14-3) 
Eii = Clm — 1d 之 (Xin — XU, (3-14-4) 
X, = im =? S Xis (3-14-35) 
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X; = (ny 一 TEDY X itie (3-146. 
上 刻 式 子 中 的 m 是 观测 数据 的 数目 。 
可 以 证 明 , 在 零 假设 wm 一 0 之 下 ,对 于 大 的 mH, PL mol 
MARAE Rte NCO, 1)。 因 此 ,车 给 定 师 著 性 水 平 为 a， 
则 当 





la! > Canl m— l (3-14-7) 

TAS p= 0 的 假设 ,这 里 Co 是 标准 正 态 分 布 的 上 o/2 A. 

当然 ,除了 检验 假设 m = 0 外 , 如 果 认 为 有 必要 还 可 以 检验 

假设 m 一 0, py 一 0,.…*， 检验 pt HOR > 1》 所 用 的 计算 公式 

由 将 C3-14-1) 一 (3-14-6) 式 中 的 附 标 或 数字 和” 都 相应 地 改 为 “” 
HO, il Am, (3-4-1) AC -14-2 38 45 HE 


Bam Ca CCE 7 





Al 
nn- A 
. Či = (iy — ĀU” 2, (X; 一 Xi MCX 45 一 Xx) 


1 一 下 
— (m AYE DT King — ERE 
(M 基于 区 疗 谱 的 检验 
Pei eA om 个 观测 数据 Xi, Xatt, Xaa A RR 
(mw 一 1/2 的 整数 部 分 ， 中 ， 一 2ep/m(p 一 1,2,-……,1)， 令 








na 


I, Co.) = 1 > > XX, ei uop (3-14-8) 


2M tel awl 


和 


S= DB ellos Sl, oeaks (3-14-9) 


XH» AEA vk BBE ! 但 又 不 超过 上 的 正 整数 ， 于 
是 ，《3-14-9) RANA 10, 值 分 为 下 个 组 求 和 ,每 一 组 
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fy ff v EL. 

23 RITE 

(~ £ 
{?Flog (> s21) — Sy tog (33/2) 
imi t=1 
C6» — 2)/ (6v — 3) 

4 2y > 5 IN, AAR Hk 1 at, mE X} 
ki ee OUI Sot ERA APB, SUS ARE EI 
拒绝 这 过 程 是 更 新 过 程 的 假设 ， 下 面 是 一 个 解释 上 述 方 法 的 数字 
wy. 

例 3-14-1 对 计算 机 的 故障 渤 行 观测 ， 得 到 mw = 255 个 点 
事件 间距 ,因而 有 /一 |(255-072| 一 127 个 Key) ETR 


用 ， 在 下 表 中 给 出 对 于 3 4 or Fk ST (3-14-10) A 
WEA 


H = 








. (3-14-10) 






































y k i=» 自由 度 二 站 一 1 UK PR 


4 31 124 29.73 30 48 
4 65 120 14.32 i4 z0 
24 5 120 12.96 4 1.2 


当 ， 一 24 RA = SHARE, AEST BAY 
TEKES, A ARARE ARRERA. MERE 
以 着 出 ,检验 在 很 大 程度 上 依赖 于 1w( ws) 值 的 分 组 方法 ， 这 是 
ARR AT BR, 





2. Kel St eH) htt — Eo PB Hs 


BRR SOMME {X i 1,2,--+}, RX, 
表示 某 一 同类 型 零件 的 使 用 寿命 ,各 A 起 相互 独立 同 分 布 的 , 设 
共同 的 寿命 分 布 密度 是 FCO), 这 明 EDERRAK, 
N, BREE) C0, PRES = {N 
(20) 是 一 更 新 过 程 . 
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我 们 希望 根据 对 故障 :: 程 的 观测 数据 对 参数 0 或 可 靠 性 函数 


RG) = 1 — F G6) 一 1 一 4 f(s ats 作出 估计 ,为 此 要 对 被 
研究 的 零件 作 寿 命 试验 。 方 注 是 取 = 个 同类 型 的 零件 内: 一 0 F 
时 开始 进行 试验 ， 而 终止 试验 的 时 间 通 常 可 用 丙种 不 同 的 方式 确 
T. SAEI TYRRU- SRE) URANET 
到 事先 规定 的 茶 一 时 间 7 ENA EIT RIEL E 
TARD HRS BETAN i 个 故障 零件 时 终止 ， 这 里 
(<r) ERE SAO ERA CPS RALIU 
分 为 有 军委 和 无 替换 两 社 情形 。 所 调 有 楚 换 试验 就 是 当 一 个 零件 
居 生 故障 后 立即 用 一 个 同类 型 的 新 零件 符 换 失效 零件 ; 列 无 普 换 
试验 则 是 指 试 验 过 程 中 零件 发 生 故 障 后 不 再 用 同 S N Fe 
A. FE MRA AMMAATR, WEEN ME, AE 
EARS EEN SRA ERMA, 141 BE 
DREA. 

















































































a 
a HX | | . 
-一 个 请 一 | : 
Co | 
gx |! | i 2 
0 1 J 5 | i l 
9 
Ta F Tot 
G) 无 替换 定时 《7 RS Gi) WHER (TO oe 
n 


| + 
x 1 


| 
1 ito. | 
gu a N —— 














《iiiy 无 慧 换 定数 C) HE (iv) BEBE C) Re 
图 3-14-1 


在 这 里 我 们 仅 讨 论 最 天 似 然 估计 。 
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对 于 无 营 换 定时 截 昨 的 情形 ， 由 零件 的 镍 立 性 易 知 似 然 务 数 
与 
L* = (II C19) KI -— F(T,|4))* $ (3 14-114) 
tc | 


Rech, ed BMA RRB. 
NTABRERRENBE, AEE aS Pre 
数 与 








ue —(T] FIDU 一 Frayer (3-14-12) 


成 比例 ， 
TERR Faja) 一 《119)e "(o> 0, > 0), APES op 
JHA 6 的 指数 分 布 情 形 给 出 9 AUR AAA ATT. 
先 基 碰 元 替换 定数 截 尾 的 情形 ,我 们 把 7 个 失效 零件 的 寿命 
从 小 到 大 排列 ,并 以 Xant Xo 分 别 表示 它们 。， 于 是 ， 由 附录 
五 知 对 应 的 次 序 统计 迄 《 久 ww,……* ,X69》 的 联合 分 布 密度 是 
区 
n 1 
-Gi 
E E E (3-14-13) 
将 上 式 取 对 数 后 对 8 求 时 并 令 其 等 于 零 ， 我 们 就 可 解 出 参数 日 的 
最 大 做 然 估 计 


去 


[i 


6 一 二 [= Xo + (a rX. (3-14-14) 
f t= 


上 式 的 分 子 正 好 是 = 个 零件 所 经 爱 的 总 的 试验 时 间 刀 .3 14-14) 
ADHARA 
6 = + 5 (a—i+ DR 一 Xen). (3-14-15) 


i=1 


我 们 需要 下 而 的 引 理 ， 
引 理 3-14-1 设 XX，……,XX。 是 相互 独立 问 分 布 的 指数 随机 
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变量 ,其 共同 分 布 的 参数 是 A Mig XS SX BET 
RES. e 
Y, RO Xon), = bat (3-14-16) 
Re Xo =O, WM) Yi +, Ye 是 相互 独立 辐 分 车 的 随机 变 
量 , 它 人 和. 卡 同 分 布 也 是 参数 为 1 的 指数 分 布 。 
证 明 ”只 须 证 表 对 任意 SOG 一 1,…,m) 有 


Pila i + Xo Xu) > yt lye yah = I] e Mi, 


t=1 


(4-14-17) 
FET ore AI Aat Ain 的 联合 分 布 密度 是 


my TT Get), OERLE Ern 


坡 C3-14-17) 式 左边 等 于 
ny \, Ltexp 全 2 > np dx,++dx,, (3-14-18) 
这 里 积分 区 域 
Vom {€x,,--- OE 
(a 一 了 十 1D(x; 一 Xia > til -= i,-: -sth 
PFE BRR 
y m Came tb 1 
FERDA V., BX 
U, -= BOTERE S FOEL = hof = l,--+ nh, 
Migs (3-14-17 Aa BE 
ny p i exp a > Da [I ——1_) dy dy 


lar ini n” — iti 





— Il G te *idy,) == Il enti, | 


imi ini 


H r RG-14-15)R4 


rê = 5 n= i t XXa Xow), 


imi 
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Fi IR OL re Be PA RA BR 
1/3 (HEM LORS eee wy 1/0 和 r MeSH 
r(e, r), AR R= 
R(6) = 8 (3-14-19) 
和 
Var(6) = @/r, (3-14-20) 
ai BO H 


2r6/@ = 5 (2/8) Cn — i + CX, — Xun 
imi 











易 知 2r8/9 是 + 个 相互 独立 且 有 同一 参数 1/2 的 指数 分 布 随 杭 
BEZA, Mee Bee 1/2 和 的 做 玛 分 布 Ci /2, 7), PANE 
HWE 27 oN 444 CB RINK). Alt, 46 Ree RY 
人 时 ,我 们 可 据 此 得 到 2 的 置信 水 平 为 《1 一 «100% 的 单 边 置 信 
区 间 是 








(0,2r6/%2_C2r)) 或 (2r6/X2(2r),00), (3-14-21) 
而 司 样 水 平 的 双边 置信 区 间 则 可 取 
(2r6/ Xiner, 278] Xi sn), (3-14-22) 
这 里 alr) AMA) ESA 2r PDE 2 
和 1 一 ef2 SA, ETAL et 分 布 表 中 查 出 ， 
我 们 还 可 以 证 明 , 6 Æ e 的 唯一 的 一 臻 最 小 方差 无 偏 估计 。 
注意 4 一 1/9 就 是 故障 可 , 故 由 上 述 究 多 推 知 
i = 1/f = r}T,, (3-14-23) 





RE T,= B] ai + Xp Xo 是 5 个 零件 的 总 试验 


tm] 


NSE], (QE, it i REER Woe T, = rÂ 服从 TC%,r) 分 
AA? 


1) 因为 PCA, r) Spa BE Ae eT ry BRU rA, BOR XA A 
. emt —isF 
PO, e) BI Ym UX 有 密度 eC A (LY ered, 从 而 EY = 


(sa = foe SG dyire = Par heera = 4A. 
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Ej = a (r>1), 
7 -一 上 


由 此 看 出 
yt 71 i (3-14-24) 


给 出 AMP ehh. SL ,估计 at 比 好 ， 


TRESS IE, SFE REA ENO > 0, BT AREER ROO) =e” 
的 最 大 似 然 信 计 是 





RGA) =e”, (3-14-25) 
这 里 由 (3-14-15) 式 给 出 ， 应 当 指 出 , RG) REE. 
ay PADEAE | 


Relay = (1— 4. (3-14-26) 
. re’, 


给 出 RC119) 的 叭 一 的 一 孝 最 小 方差 无 偏 估计 ,这 里 x 一 max(*， 
0) 和 eh = (ry. 

例 3-14-2 设 在 一 无 替 痪 的 定数 截 尾 试 验 中 7 一 10,r 一 3， 
观测 到 的 二 二 (7 oe tee 60, 80, 2700 ChET), 这 时 











T, = > Xi + (10 — 39200 = 1740, 


6 的 最 大 似 然 估计 是 ġ = T,/r = 580, #4 E T Et kF 
a=010, h BRE (6) 一 10.645, Xaló) = 2.204, 
Xi os(6) =æ 12.592 A] Xi sf 6) = 1.635, fi th AC 3-5~21),03-5-22) 
式 容易 算出 8 的 90%% 单轨 置信 区 间 是 C327, 200) 或 (0,1579)， 而 
0 声 双 边 置信 [区间 则 可 取 (276 ,2128), 

nf REg RGO) 沟 最 天 似 然 估计 是 ROB) 一 0 一 
Bop AM aT WB ROO) 一 [1 — G/1740) 4. em 10 
时 可 进一步 过 呈 Rao e" = 0.9829 和 ROIG) 一 [1 一 
(1/174)]? = 0 9885, 

WTASRHEPRB SBE, BITARRA E PREGA 
狂 立 屯 分 别 将 霍 件 相继 作 才 命 试 验 。 肉 此 ,对 于 每 个 试验 全 来 说， 
在 该 台 上 零件 发 生 故 障 的 时 刻 构 成 一 个 强度 为 119 ABE, 
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从 而 5 个 这 样 的 过 程 本 加 就 得 到 一 个 强度 为 #19 AE. T 
Æ, Xas Xa — Xart Xu) Xeo 是 相互 独立 且 有 局 一 参数 
a/? 的 指数 分 布 蝴 机 变量 。 注意 到 

Xyp = > (XG) 一 Xg-n), i= 1 rs 


imi 


BH Xatt’ Xm 的 联合 分 布 密度 是 
并 (=) exp {— Zah, 
0 (3-14-27) 
将 上 式 取 对 数 后 对 8 求 导 并 令 其 等 于 稚 ， 我们 就 可 得 到 参数 8 的 
$e KA 
= xo h, (3-14-28) 


其 中 
T, = sX (3-14-29) 
是 所 有 受 试 零件 的 总 试验 时 间 。 由 (3-14-28) 式 得 


Ed = = EXy, = = z| > Xa Xa-»)| — 6, (3-14-30) 
jmd 
Vard = x Vară i = Pr . (3-14-31) 
r 


可 以 证 朋 ,5 是 6 的 唯一 的 一 致 最小 方差 无 偏 估计 。 
类 似 于 无 替换 的 情形 ,容易 推 知 
(2nfOXi = (28/8) DF) (Xa) 一 Kav) 


AHAHA ir WMO. HT e Hy a — «0th E 
EREHE 
(0, 2nXiy/Mio(2")) R nX Xr}, 0), (3-14-32) 
同 祥 水 平 的 双边 置信 区 阅 可 取 
(29Xq)/XinC2r), tXo Xanl27)), (3-14-33) 
故障 率 的 最 大 局 然 估 计 是 
i= 1/6, 
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AX, AMG r0, r) BR Ei 一 rij(r 一 1)(r 之 1), 
ki KETA. GE, 
wee (ry 一 工交 Ar (3-14-34) 
最 是 4 的 一 个 无 仿 估 计 , 而 且 事 实 上 4* 测 4 好 
Ss WL] Se vERR ER, ROGO 的 最 大 似 然 合计 是 
RGO) = eo", (3-14-35) 
其 中 6 是 参数 8 MURA. HERAT AA. EY 
于 无 替换 情形 ,可 以 证 明 
~ ta! 
RIE) (4 ô, (3-14-36) 


是 RCr/6) AEH eh EK esr. 

例 3-14-3 设 在 一 有 替换 的 定数 截 尾 试 验 中 a= 10, r= 10 
和 Xuo 一 45 CK). GS GT, 一 go 一 900 和 日 一 工 ,)r = 90, 
当 给 定 w 一 0.10 时 由 总 分 布 表 查 贬 HF (20) = 28.412, Xi 207 
= 12,443, XC20) — 31.410 和 Xia C20) == 10.851, HME- 
14-32)-—(3-14-33) ABS o pI 90% Mig Bia Mee (63.4, 
co JER (0,144.6), 而 90 % We 3 EA A PA AY BC 57.3 , 165.9), 

BLES EM RBA. SMI CPR. EAR 
(0,7.] PREMBHSENBBd, Wd 有 二 项 分 布 

Pld = r) Cpg, r= Olsen, (3-14-37) 








其 中 

pml e th” Ai g=l-—ps e Tro (3-14-35) 
我 们 用 Fatt 5) RAR d = vt Xp, Xu 的 联 丛 
分 布 密度 , 则 由 附录 五 类 


fr ap rid) = 


— l exp |- p> oti rl}. (3-14-39) 


ire 


Ley ein Sie, Qe Sx, Tyr Bl, 


. 2330- 


Bib Rf re 1 PRATT AEM C3 —14—39 A H OR SO A A 
估计 

= T fr, rl, (3-14-40) 
其 中 


T, = >) Xa + (a—r)T, (3-14-41) 
iej 


是 # 个 受 试 零件 的 总 试验 时 间 ， 当 + 一 0 时 ，f 是 9 的 严格 递增 
函 北 , 故 68. 的 最 大 似 然 估计 应 为 3 一 十 so， 这 不 是 一 个 真 走 的 及 
机 变量 ， 关 为 当 nT 了 TW6 (RA , PCO = +00) = P(d=0) =e 7 
很 小 ,所 以 在 实际 中 有 人 了 权 

Ê = aTa r= 0 (3-14-42) 
作 日 的 估计 ， 

下 (3-14-37) 式 看 出 ,无 替换 的 定时 裁 尾 试验 可 以 看 作 是 成 功 
HE PM neh, HRA r. HOR eB 
OX EEDAN be ABER P AO Ra, RA C3-14-38) RE 
换 为 # 的 置信 区 间 得 到 解决 。 在 这 到 我 们 不 打算 详细 讨论 这 问题 
Ti RES Bio FR: 6 的 -个 置信 水 平 至 少 为 (1 一 a)100 免 的 
ah Bea pa] BY 
《一 了 To log C1 — po },00) 或 (0, —T,/ tog Cl — p*)), (3-14-43) 
其 中 








p= | ~ TEL p (zs 一 二 12zrgl 一 | ， 
f 
(3-14-44) 
+ = 于 一 二 a—rF | -{4- 
p= [i A HEE RS DAD] G-14-45) 


而 6 的 一 个 置信 水 平 至 少 为 (1 一 e) 00 A rA E a a e R 
《一 To log (1 — a4), To/ log (1 一 6*)), (3-14-46) 
Herp 


ap =] p Bott 
L r 


st 一 了 十 D,2r)| ， (3-14-47) 
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bt |: + A Falla — ry),2Cr + D)] . (3-14-48) 


rot 

fl3-14-4 设 在 一 无 替换 的 定时 截 属 试验 中 # 一 10, T, = 
250《 小 时 ?和 d= r = 3, =P RMSE tr BIE 60, 80 和 
200 CNY), Tab, GRR T; = 2090, 6 的 最 大 似 然 估计 
fi 6 = T,/3 = 696.7, 

设 给 定 显著 性 Kk em 0.10, Ag 2 一 >) = 14, 2(a— 
r+1)= 16, 27=6 和 Mr+i)—8, Mh F OGRE 
Foyo(14, 8) 2.48, Fo (16.6)-=1/2.18, Foos(l4, 8)=3.24 和 
Foes( 16, 6) 一 112.74， 故 由 (3-14-433 一 (3-14 -487 式 算出 日 的 
90% 单 边 置信 区 间 是 C418, 00) 或 (0 ,1208), 而 同样 水 平 的 驱 达 置 
fa AAI NI AE C353.5, 1538), 

FHPPASRHEN ARR, RRR, TIER 
WEOKMMA Rd, MA EARMNERABY EA R, 
Bd 有 参数 为 nTo8 NMA A. RBEREARN MAF d= 
rR., ee RR RER RE HB AEP Xos 
Sky ST. BUPA, 我们 可 以 求 得 站 的 最 大 
Mss fait 





f= 人 rai, (3-14-49) 
nly ram 0, 

为 了 给 出 8 的 区 间 估 计 ， 注 意 到 《0, T) 中 的 故障 数 4 有 参数 为 
aT,/6 MIA MoM o OK Maia ea 1 一 1/6 的 区 间 估 
计 得 到 , 当 给 定 了 显 落 狂 水 平 a 后 , 1 的 精确 的 置信 限 可 按 求 泊 松 
分 布 参数 的 置信 限 的 一 般 方 法 求 出 。 在 这 里 我 们 只 想 介 绍 一 个 科 
易 结 果 , 它 给 出 9 的 置信 水 平 至 少 光 (1 一 2) 100% 的 单 边 置信 区 
Ege 或 (0,97) LRM BR Gesn) A ges g”, 
vy Fl oz 由 下 列 公式 确定 


fe ™ 2aT )/X2C2Cr + D) (3-14-50) 
q* we baT af Xir), (3-14-51) 
"e = 2ATel Żal + 1), (3-14-52) 


. 13ł}+ 





p% on PaT KG allr). (3-14-53) 
易 见 故障 率 和 可 靠 性 函数 的 最 太 似 然 佑 计 分 别 是 
im 1/8 (3-14-54) 
和 
RG|O=e* (3-14-55) 
” 例 3-14-5 设 在 一 有 替换 的 定时 截 尾 试验 中 a= 20, T,= 
1 天 ) 和 4 一 "一 4。 于 是 , 6 的 最 大 似 然 估计 上 一 wujr 一 5 
故障 率 和 可 华 性 函数 的 最 大 伺 然 估计 分 别 是 站 一 16 一 0.02 和 
六 (C110) 一 es， 若 给 定 显著 性 水 平 < 一 0.10， 这 时 2(r 十 = 
10 和 2r 一 8， 又 由 六 SAP BEAE Xi C10) 一 15.987, Kgl B= 
3.49, M2 gg( 10) = 18.307 FI X alt) = 2.733, 据 此 由 (3-14-50) 一 
(3-14-53) 式 算出 9 的 个 售 水 平 至 少 为 0% 的 单 过 置信 区 间 是 
(25.0, co) 或 C0, 114.6), 置信 水 平 至 少 为 9 多 的 双边 重信 区 间 
出 是 (21.8, 146.4), 
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第 四 章 平稳 点 过 程 
$ 4 .1 平稳 点 过 程 的 定义 


章 次 浪 松 过程 作为 一 类 重要 的 点 过 程 ， 它 的 一 个 主要 特征 是 
具有 平稳 独立 增 景 。 在 第 三 章 中 我 们 把 齐 次 铂 松 过 程 的 增生 平稳 
广 踪 去 ,就 得 到 非 齐 次 泊 松 过 程 ， 这 是 齐 次 泊 松 过 程 的 一 种 推广 
丰 这 一 章 中 讨论 的 平稳 点 过 程 则 可 以 看 作 是 齐 次 泊 检 过程 从 另 一 
个 方向 的 推广 , 即 上 只 对 过 程 加 上 增 晶 平稳 性 或 与 此 类 似 的 条 件 ,但 
不 下 保留 增 咯 独立 性 的 机 求 。 下 面 给 出 点 过 程 的 各 种 不 同类 型 平 
稳 性 的 定义 ， 

定义 4-1-1 BAM N= iN 20} 具有 平稳 的 区 同 分 
Mi BUSTERS am POM ASO, NE 

Naati = Nar Na 














和 
Nuits -= Nata 一 N,, 


AAMAS. WER N 为 粗 平 稳 点 过 程 《crnde stationary 
point process), n 

如 果 在 上 述 定义 中 把 对 一 个 区 间 中 点 数 分 布 的 平稳 性 加 强 为 
对 任意 有 限 多 个 区 向 中 点 数 的 联合 分 布 的 平稳 性 ， 我 们 就 得 到 如 
下 的 定义 。 

定义 4-1-2 BATE NSIN,, 0) 具有 平稳 的 联合 区 
ijt, MIEREN k EREZA 六 之 > By， 
ik > MA, IE Nye? hana Ne 一 Ny, Neur — Ne? = 
Ne Neag = Ng — Ne 和 Nizanits = Neft — Ni tho 


Neate Net ae Negast tta Ne gangar = Nea c Nea 有 
ntir, : ? grants t i 
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相同 的 联合 分 布 ， 则 称 过 程 N 为 平稳 点 过 程 (stationary point 
Process}, 

在 实际 和 理论 中 ,常常 不 必 对 联合 分 布 本 身 而 只 须 对 这 些 分 
布 的 前 两 阶 短 加 平稳 性 要 求 ,这 就 引导 到 下 协 的 定义 ， 

JEM 4-1-3 (Nw {N,;!1 守 04} 基点 过 程 ， 如 果 对 任意 正 
ER k, IE, E Dhrti > A, BAHL 
ie] (Nets Newt: “ » Ne HO) A ONG ae’ be’ bes’! that's 
Ne abt aa) 有 相同 的 一 阶 和 一 阶 失 ， WREE N BPF fel al FE 


=. > a a + 8 





(weakly stationary point process), 

容易 看 出 ,在 过 程 增 生存 在 一 ,二 阶 答 的 条 件 下 、 上 述 三 种 定 
文中 以 定义 4-1-2 最 强 , 即 若 过 程 N 是 平稳 点 过 程 , 则 它 必 是 粗 平 
Rs ASS 57 far. HEA 4-1-1 和 定义 4-1-3 ERAS.. 

ATESIERA> OCR k= 1), SRCRNDHRAN 
HE A= No he Naot dLa = "这 是 一 随机 
变量 序 州 。 显 然 , 当 是 粗 平稳 点 过 程 时 ,这 序列 中 的 每 一 变量 有 
相同 的 分 布 ， 当 NN 是 ( 弱 ) 平 稳 点 过 程 和 时 ,这 序列 是 (器 ) 平 稳 序列 ， 
如 果 代 赫 对 应 于 固定 的 时 间 区 间 的 序列 ， 我 们 考 虚 对 应 于 息 令 点 
事 性 之 间 的 《随机 的 ) ADAIR ASAP Tao Totte Tot GX 
时 ， ST Sr TT Some Typ tte BT 是 
点 事件 的 发 生 时 间 》。 对 于 同一 个 点 过 程 六 ,随机 变量 序列 LT} 
和 {1,} EA- ERRI AL, AMARA RAYNE 
SF DRI PE O) RRR BE, EBA, 序列 {T} 
FARA AP ae oe? 这 问题 的 回答 一 般 是 否定 的 ， 从 点 过 
程 的 以 上 三 种 绊 稳 性 一 总 部 不 能 推出 随机 序列 {Ta} 的 相应 的 平 
稻 竹 , 反 过 来 也 不 一 样 ， 尽 管 如 此 ;人们 仍然 希望 了 解 和 利用 序列 
17) 的 平稳 狂 质 ,这 艾 导 致 下 面 的 定义 . 

定义 4-1-4 RIS ASE N Fela EEF BA ER be 
的 )， ink ATE EAE zi APEKZ AEA T, 
Try os > ERRAL] CHE H, BES LA 
FAD sabes, 对 于 任意 正 整 数 和 和 na ctts ig OLE E 


-255> 









































Tastes te Tae 的 联合 分 布 (相应 地 ,它们 的 一 、 二 阶 矩 ) 与 "无 
关 ， 这 里 + 可 取 任 意 非 负 整 数值 . 

按照 定义 ， 普 通 的 更 新 过 程 的 点 疗 间 距 (7.) 是 相互 独立 同 
分 布 随机 变量 序列 ， 因 此 ,这 样 的 过 程 是 间距 平稳 的 ， 淄 一 方面 
根据 定理 3-7-2(3) 知 对 平衡 更 新 过 程 来 说 ,对 应 于 习 定 时 间 区 间 
的 增 量 序列 {1.) 中 的 每 一 随机 变量 有 相同 的 分 布 。 





$4-2” 点 过 程 平稳 性 的 进一步 讨论 


为 了 进一步 了 解 点 过 程 在 固定 对 间 区 同上 的 增 量 序列 {1,} 
和 点 闻 河 距 序 列 {T,} 的 平稳 性 及 其 相互 关系 ,我 们 在 这 一 节 作 
比较 深入 的 一 般 讨 论 。 应 当 指 出 ,8 3-7 和 $3-10 对 平衡 更 新 过 
程 ， 剩 余 寿 命 和 年 龄 的 讨论 中 的 有 关 部 分 对 本 节 材 料 的 理解 是 有 
EEA. . 

假定 给 出 了 一 个 《满足 定义 4-1-2 中 条 件 的 ) 平稳 点 过 程 ， 
从 这 过 程 中 任 取 一 点 事件 并 著 虑 这 事件 之 后 相 罗 发 生 的 事件 间 的 
间距 序列 {X}。 这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 虑 过 程 ， 它 的 起 点 有 一 点 
事件 发 生 ( 但 在 对 点 计数 时 不 把 这 点 计算 在 内 )， 以 后 相继 的 点 事 
GREE Kis Xot Xa tty Xit t oett Xa “ty Fa ct 
程 NN 的 平稳 性 推 知 序列 (X,) 的 一 维 边 沿 分 布 是 相同 的 ， 我 们 用 
Fy(z) 表示 时 。 的 共同 分 布 。 事 实 上 ，{X。} 还 是 一 平稳 随机 变 
量 序 列 。 但 是 ,应 当 指 出 以 下 向 点 ， 首 先 ,由 X.) 确定 的 点 过 程 
KKH: ER ADE. BSL BAO Fro) 高 度 售 中 在 它 
的 平均 值 附 近 ， 则 它 在 起 点 邻近 的 一 个 小 区 癌 中 有 事件 发 生 的 最 
率 就 很 小 ,这 与 定义 4-1-2 RP. Rk BN AE 
在 定义 4-1-2 的 仁义 下 的 平稳 点 过 程 , 点 亲 间 距 序列 {Xa} 也 有 
可 能 是 平 芒 的 ， 普 通 的 更 新 过 查 可 以 作为 这 样 的 例子 ， 因 为 一 个 
普通 的 更 新 过 程 在 一 固定 长 度 的 区 闻 中 的 点 数 的 平均 信 除 了 依 赂 
XK, -M ESAKI R ARRAS COMB 
i TR MG) 一 EN, BER AE OR EU, Bf 
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EN, 4, = MCA A) MOG) 


一 般 不 等 于 EN; = 人 CA))。 所 以 ， 普 通 的 更 新 过 程 一 船 不 总 平 
稳 点 过 程 。 然 而 , 这 类 过 程 的 点 间 疗 醛 序列 {X,} RR RS 
列 。 

为 了 进一步 考察 上 述 两 种 平稳 性 之 间 的 关系 ， 我 们 要 研究 接 
BAN ICM Rae dt. AAR AER, BME 
—BEenh AEX BROIRR ASE EARN BAW A 
EHO AFB, CARARE X% RHE. 

AEM — PERES rA RRE 

Ile, X, e+: + X,), 


BLESE" T AKE. 假设 * 很 大 而 且 EX 和 VarX FE. 
我 们 在 区 间 [中 随机 地 选取 一 点 ， 以 L 表示 这 点 所 在 的 点 间 区 
i] WHA RORSREM AL Rt, a 和 XX 的 分 布 一 般 是 
不 疗 的 。 下 面 的 推理 是 这 一 事实 的 一 种 不 很 严格 的 证 明 . 设 rudx 
是 长 度 介 于 * 和 * 十 dx 之 间 的 X, ORE, WL, MKF 
s 和 x 十 dx 之 间 的 概率 是 





xr,dx d l 1 

oe OE, U, (4-2-1) 
pes (© xur) 

i= im 


当 ATES ERA fds, KB jal) BLA 
分 布 密度 。 而 等 式 右边 的 因子 rs/r 和 总 XW/r 则 分 别 为 tele) 
和 EXO, fob EX > 0 时 ,由 (4-1-1) 可 推 得 

fa (dr sista) és, (4-2-2) 


RE 
D 在 这 里 我 们 没有 严 阁 证 明 (>) Xr) ~ BX, MATEA X) BARER 
Pe 
Rr. 
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fx) 一 zats . (4-2-3) 
上 式 右 边 省 有 因子 * RARER RH. RII 
算出 L， 的 期 望 值 后 这 一 点 就 更 清楚 了 。 
ECL) = "fe, Cede 
= | x fxCxdx_ 


o EX 





= EX 4 IŠ 


EX 
= EX(1 + €7(X)), (4-2-4) 
Var X _ 

式 中 的 CCX) fa 是 X 的 标准 差 。 因为 C《X) BO, M 
以 ECL) > EX, HESSEN VarX = 0, RIX ELE 1 BA 
E ECL) = EX, UATARA IEE ECL, = 2EX. 
我 们 在 5 3-9 中 已 经 给 出 这 个 结果 并 做 过 解释 。 获得 L， 的 分 布 
后 ,我 们 就 可 以 基于 这 些 知 识 进 一 步 求 出 接 后 发 生 时 间 友 的 分 布 . 
当 给 定 Lmao 时 ， 上 面 提 到 的 随机 选 避 的 点 有 在 [0，xi] 
bya, RWWA Ao ee E 
1 Fo 
xı (4-2-5) 
a 对 x x, 
HE, MHC 4-1-3) RAC4-1I-DASA LTR ERAS AS 
度 是 


fe(e|L,= x) = 





fe) = | fetr! F, = x Fir dx, 


== | dl EFES wy dx 
‘2 a, EX ' 


， (4-2-6) 
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A Pye) = P(X > x) EARNER X DEEA ANER 
度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 时 ，Px( =e 和 EX 一 1, FRA 
f(a) = de = fx), 这 结果 与 齐 次 泊 松 过 程 的 无 记忆 性 县 一 
致 的 ， 由 《4-2-6) 式 出 发 并 利用 分 部 积分 法 可 求 得 


EW = | Fh) gx 
Ie EX 


= a 2 : 
TEX [CEXY + Var X] 
一 (1+ CCXK)]， (4-2-7) 


更 一 般 地 ,对 任意 整数 ral, € EKD <œ, WA 
r _. ECX) 
BW") (r+ 1)EX’ 
(ESTE BUR X AME ABA, WO C4-2-OR SHR 
RET, Bai Le OS ES ad BR ER, 
HC 4-2-6) Riba LU, fee) 和 Fils) 同样 是 * 的 不 增 


(4-2-8) 


fC.) = FO) | (4-2-9) 
EX 
当 FCO) 一 P(X = 0) = 0 (特别 地 , 当 点 过 程 是 简单 的 ) 时 有 
we S -1-9 
fr(0) ~ oe, (4-2-9 7 


读者 可 以 招 (4-2-6) 式 和 (4-2-7) 式 同 定理 3-9-1 02 DAE 3-9-2 
中 关于 更 新 过 程 测 余 涯 命 YO 的 极限 性 质 相 比 较 ， 它们 在 形式 
上 是 很 相像 的 . 

在 实际 中 经 常 旱 现 的 情形 是 人 们 从 某 一 任意 时 刻 1 开始 对 一 
平稳 点 过 程 进行 观测 ， 而 这 过 程 的 起 点 远 在 时 刻 # 之 前 。 如 果 用 
本 ,表示 从 上 时刻 到 随后 第 一 个 点 事件 的 时 间 癌 上 距 ( 即 的 接 后 发 
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生 时 间 )， 著 当 1 一 co 时 W, 的 分 布 趋 于 一 个 与 + 无 闫 的 分 布 ， 则 
这 分 布 一 定 有 由 《4-2-6》 式 给 出 的 形式 ， 可 以 证 明 ,许多 丑 丈 的 
WMA Awe. Alt, SEM SAR ie ATE Ae 
ARAL ERESREE, RAL RRA EA es 
TIRARA ATH, YONG SERPS 
时 间 间 距 有 由 《4-2- 介 起 给 出 的 分 布 。 

现在 研究 限 随 在 接 后 发 生 时 闻 到 后 面 的 事件 间距 序列 。， 包 括 
上 面 讨论 过 的 L, ÆN. 我们 用 {Li,i 一 1，2,-…} 表示 这 个 
序列 ， 应 当 指 出 ,这 序列 一 般 上 和 序列 {X i 一 1，,2,"…*} 是 个 
An. SX, AL, 都 表示 和 同一 个 事件 间 肛 ,但 是 每 一 变量 X; 
BA BAS Fel), ul 工 ， 册 如同 前 面 对 L， 所 证 明 那 
ERRAIAK FRSC ERAS. 首先 要 指 
出 ， 当 给 定 Lox Rt {Lp i 一 2， 3,---} 的 有 限 稚 联合 分 布 
RAAE K= x 时 {X i 一 2，3,.**]} 的 对 应 有 限 维 联合 分 
布 是 一 样 的 。 特 别 地 ,党 们 有 

fade tba =)= tajCxil X, 一 my 一 23 
因此 ,对 于 i 一 2，3,***、 由 (4-2-3) 式 有 
frt x)= PAEA L, = rf Cry 


= fxs X == 21) Aline) 























== +7 ERREN xi). (4-2-10) 
上 式 可 以 看 作 是 (4-2-3) 式 的 二 维 推广 ， 由 此 可 求 得 


ECLi) = \, { tik its Xi ex ax; 


BX f \, xxi Faxes i) dr dx 





+ 4 





= EX[) + CXe] C4-2-11Y 
这 里 
py) = Cov€X,, KV VarX, À VarX; = Cov(X,, KY) YarX 
-是 平稳 随机 变量 序列 {X i 一 1, 2,---} 的 滞后 为 一 1 的 序 
列 ( 育 ?相关 系数 . 
对 于 更 新 过 程 玉 说， 所 有 X 是 相互 独立 的 ， 收 对 任意 整数 
i RIN pi-: 一 0， THEA ECL) 一 EX, OR L 外 所 有 其 它 
的 L RERA. 
最 后 ,我 们 考察 序列 {WW ， Ly, Lys’ “*} 和 { Xis Ky ttes 


» 
Gils) — P{W < x} — Fr) 
Gis) = PIW +L, +++: +L; ex}, 
i = 2, 3,7 
和 


F(a) = PiX% t e 二 大 
1 一 1，2， 
则 由 C4-2-6) 式 并 利用 推导 C4-2-10) 式 的 方法 可 以 证 明 Gitx) A 
在 密度 gC) 并 有 如 下 表示 式 : 
gts) 一 Fes) — Filed (4-2-12) 
这 是 (4-2-6) 式 的 推广 . 
令 . [N : = 0} 表示 出 序列 {W, Lis Lytee} 确定 的 计数 
过 程 ， 其 中 N, 给 出 从 和 企 意 选 定 的 观 铀 起 点 开始 的 长 为 二 的 区 间 
中 的 事件 数目 。 易 知 下 面 的 基本 关系 成 立 : 


N,—0 SHES w>s, (4-2-13) 
Nea MH(S WEL, tet ELS es, 
n= 2,3, (4-2-14) 
故 _ 
P(N, = 0) = PCW > 0) = FrG@), (4-2-15) 
PCN, <n) PCW FL, + ee FLO, (4-12-16) 


R= 2,5,-°°, 


* 24h + 


PA, BRIS LRT RR ON, REFA LW, Lis Laree} 
Mow. Ra, At Ae Pas tha SS N, AY 
分 布 。 但 要 注意 这 时 W, La Lao 一 般 不 是 相互 独立 的 随机 
变量 ， 因 此 它们 之 和 的 分 布 -一 般 不 能 由 它们 的 一 维 分 布 的 卷 积 求 
得 。 所 以 实际 中 变 从 计数 分 布 推出 间距 的 联合 分 布 是 困难 的 . 
《4-2-157 和 (4-2-16) 式 在 平稳 点 过 程 的 统计 分 村 中 有 重要 更 
义 ， 它 们 显示 过 程 的 计数 性 质 和 间距 性 质 的 关系 。 但 要 注意 ， 仅 
仅 在 完全 给 定 了 计数 N, MEE {W, Li Late) 的 分 布 ( 即 所 
有 有 限 维 分 布 ) 时 ,这 两 个 方面 才 提 供 过 程 的 等 价 描 述 ， 由 于 实际 
上 统 填 分析 主 要 是 研究 一 阶 和 二 阶 和 托 性 质 ， 这 对 计数 和 向 距 的 前 
两 阶 托 分 析 是 示 等 价 的 ， 因 而 它们 所 提供 的 信息 是 可 以 相互 补充 
的 
”我 们 在 前 面 已 经 指出 ,间距 序 齐 (Ww, La Lae) 不 是 平稳 
的 ,天 此 在 绕 计 上 不 好 处 理 。 所 以 ,在 应 用 和 统计 分 析 中 人 们 含 重 
于 研究 序列 {X 汗 。 在 许多 有 兴趣 的 情形 中 ，{ 术 ，Zi 是 相当 快 
HRD A {Xs} 的 5 特别 地 ,对 于 更 新 过 程 来 说 ,除了 灰 外 ， 
两 个 序列 的 对 应 项 是 相同 的 )。， 在 另外 一 些 情 形 中 ,大 们 常常 利用 
观测 等 到 的 L tt 区; 的 性 质 ,这 时 会 产生 一 定 的 偏差 。 例 如 ， 
如 果 取 X: 的 估计 为 
F 1 
X = rl 之 E;,; 
这 里 ”> 是 记录 到 的 事件 数 , 则 由 《4-2-117 式 得 
1 
R(X) = , (5 Li) 


r — 











= EX + CEN Dd pit. (4-2-17) 


ZX, 57 趋 于 无 穷 时 序列 相关 系数 之 和 一 般 改 伍 于 一 有 限 
的 极 艰 ,这 时 上 面 的 估计 是 渐 近 无 偏 的 , 

事件 间距 序列 {X;} CR Sd A Pte), ATA INP, 
! D> O} RAW BAe SS PR ch cit 28, E O ic like ra, MY 
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N) Ben ee esi CO, A HAFAB. AW OG} 和 
NP HS) di (a eo PRRs 
PANG ir) POX, bo EMD, 
r 一 1,2,-，- (4-2-18) 
folk SE yee Re NO 和 N, 不 一 样 ， 它 一 般 不 是 平 
稳 的 ， 
NiO ARRAS Ob eel eke 


ii = >) PPNO = r) 
rat 


= > DHF D 一 页 + 区 器》 


一 =x TAON (4-2-19) 
于 是 有 
oa = EX xy UGK). (4-2-20) 


另 一 方面 ，N, REEERE 
piss) = Dy OPIN, = r} 


= SMG) — GC) 


=i+(1-4) D rc. (4-2-21) 
#8(4-2-20) RAC 42-21 RIEL RRA Be phos 1) 和 pe) 
有 如 下 关系 : 

pli) =l a | pit isw de, (4-2-22) 


(4-2-18), (4-2-15) 和 (4-2-16) 式 对 于 研究 计数 过 程 N, 和 
NO 的 海 近 性 态 是 很 有 用 的 。 例 如， 根据 (4-2-182 式 可 算出 NY 
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AOS FAS 


ECNE) os Mit) = >) 1 PONY = r) 
rol 
= > P(N? Dv) 
rel 


= $ FO), (4-2-23) 


BFC) HX + +X, HOR BA SO, 
MO 的 导数 存在 , 则 


me) = Mge 一 SF), (4-2-24) 


TE AO) 是 FO) IERRA., EART ma) 这 样 的 解释 ， 
BD mA: 近似 地 给 出 在 小 区 闻 (1，: 十 At] 有 一 个 事件 发 生 
的 概率 ， 
如 果 对 于 随机 变量 序列 X) 大 数 定律 成 立 ， 则 当 r 很 大 时 
有 
Xpress +X 
因为 在 (4-2-23) 式 右 端 对 了 求 和 的 无 穷 级 数 中 每 一 项 都 形 如 1 一 
P(X, + --- +X, > 1), BEX GRE t RA MWER X, + --- 
+ X,> :就 必须 以 接近 上 的 概率 r 也 很 大 ,于是 由 《4-2-29 式 





% EX, {4-2-25} 


有 X, 二 .… bX, wr EX, 这 样 一 来 ， 级 数 D F 中 大 概 有 


[ggg | 项 等 于 1， 其余 各 项 (这 些 项 对 应 的 X, 十 … HX, KF) 
XE. AN :很 大 时 
M(t) = Ex: (4-2-2163 
上 式 的 直观 意义 是 明显 的 。 对 于 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 
M,C) = as—= s/EX, 
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hed Se e ae H 


这 万 谍 们 早已 知道 的 结果 ， 

由 对 被 观测 点 过 程 的 平稳 性 假设 和 计 从 过 程 N, 的 构造 易 说: 
过 程 N, 是 平稳 的 。 山 此 义 容 易 推 得 MG = EN, 与 + 成 正比 
GERM TEF TAn 于 是 ,精确 的 等 式 














M(t) 一 二 对 所 有 = SO (4-2-27) 
成 立 ; 从 而 十 应 的 密度 是 
mlr) = > (4-2-27) 


在 结束 本 节 的 时 候 ， 我 们 把 前 面 提 到 的 一 些 概念 和 性 质 简要 
地 归纳 在 表 4-2-1, 





4-2-1 
RACHA AHR 
任意 选取 的 时 刘 FE oe Se 








WHE) {¥, Lys Lys} 一 般 不 是 {Xp Xe} 是 平稳 序列 : 公 
平稳 序列 ， 其 中 w REA 共 的 一 维 分 布 函 数 是 
发 生 时 间 ; 其 密度 是 Fxtx)， 其 数学 期 望 是 
fe( 2) = FArYEX EX, SBR Clr). 
EW = 7 EXL1 + C(e) 


EL, = EXE + CrP] 
其 中 Pi BRA 
为 1 — ABSANS) 








HEHE ms 是 平稳 的 ， Ni) 一 般 不 是 平稳 的 . 
EN,=M (1) = JEX, fad 
END ae M (f= Fis} 
s= IMC = 1;EX, ik 2 


EX, 
mice) >) CD. 





$43 平稳 点 过 程 的 发 生 率 与 强度 ，Korolyuk 
定理 和 Dobrushin 定理 


我 们 在 第 二 章 已 经 看 到 ， 章 次 泊 松 过 程 在 区 闻 0, J tA 


= 2455 


PATE 





EN, = ii, 
其 中 A= EN, BRERA C1) 中 点 数 的 平均 值 ， 我 站 
把 它 称 做 过 程 的 平均 发 生 率 。 另 一 方面 ， 我 们 还 证 明了 过 息 的 强 
BE BIRGA 


lim 
Aye a 


TEEMAST o AXA ER SOR Lad ERR RE 
的 两 个 重要 的 量 ;, 人 们 自然 息 去 知道 ,一 般 的 平稳 点 过 程 臣 否 仍 保 
有 上 述 章 次 泊 松 过 程 的 类 似 性 质 . 
在 这 一 节 中 一 般 不 候 设 点 过 程 是 简单 的 ， 
定理 4-3-1 设 N = {N,, 120} 是 一 入 平稳 点 过 程 ， 记 
n= EN, RBBB ARR Rs. Wet 
ee) = EN, (4-3-1) 
定义 的 函数 sa) 必 可 写成 
ule) 一 pf, (4-3-2) 
证 明 ”对 于 任意 4, 4 20, BARRE EREA 
alt, t= ECN, + Nett 





P(N, > 0) 











= EN, + EN, 
一 er) + alt), 
BURR aCe) 满足 附录 三 的 引 理 2 的 条 件 C4-3-17)， 此 外 , 控 定 
X el) BREIE. WM RAEE REA: 
ali) = ai, 

其 中 a= EN, BAER, Be a 一 0 对 所 有 
r> 0, E 

在 证 明 粗 平稳 点 过 程 强 床 的 存在 性 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 条 引 





#, 
引 理 4-3-1 设 定义 在 区 向 CO, a) LARK f(x) 满足 条 
&: HE ay Me tye OM, al 
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f@+tyw<a foot fio, (4-3-3) 
Bx -> Ot flo, BI 
A = sup f(x)/x 
YAR R-+o, MAA 
lim f(r) == 4, (4-3-4) 
此 外 ,车 FG) JER, Wa 一 0 SAMY fi) mw, 
TR AX Fa) ERARA, ik iaa 亦 如 此 。 所 以 
2 不 可 能 等 于 一 cp。 下 商 先 就 0 之 4 之 oo 的 情形 证 了 明 (4-3-4? 式 . 
假若 当 x* 一 0 时 f(x)jx HAT A, 于 是 存在 某 e > 0 和 一 数列 
{4,}, FH 6, (OM MMA n 不等式 Kon) bne < 和 一 28e RI. 
现在, 对 (0, a} 让 任意 给 定 的 T, 恒 能 找到 充分 小 的 by, 使 得 


sup f(3) < gox, 
omathy 


By RPT AW 写成 x 一 bn 十 6, WBA, RAAB 
SF MEM, OSG, 三 5， 于 是 由 条 件 (4-3-3) 得 


f Cx) kof Cba) + Faa) 
x* kb, + 8, 


«x Cb, /b, + C8) f/x 
<i 4 — 28, + 8x] x 


== l — Bo 
办 为 上 式 对 (O, a) PEE r PR, MRA 
sup it) <= 1 Bp 
zéie] XX 


25 Le SPI. 
当 一 避 <1 OMT BS Of Cw) = Fe te 
ie ORE ,这 里 4 BHE—AF AME SIRE fiC) 








1) AAT RR T EI E AS A RR PT 5 da E HA e A AR AT a U 
wR EE TMR. 
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PEER iH sup LEDa Sar, & 
lim f (ry x = limj(s)/e + i =A + li 
Bl! him f (x) /x = a, 


BUS ARR A 一 十 oo NUTRI. mR or flx)/zx 不 趋 
于 +o, 则 存在 某 一 有 限 数 4 和 数列 {58,}， 使 得 6, 40, 但 
f(b Yb A 
对 所 有 nm BUFRM OC ec +0 的 情形 所 作 的 推理 可 证 对 人 性 
T real] 有 jarc Atl, Whe 
Sup Heise A+ 1< +00, 


这 与 iam +00 的 假设 矛盾 。 
定理 的 最 后 一 个 论断 是 显然 的 。 = 
现在 ;我们 就 可 以 证 明 如 下 害 理 
EE 4-3-2 粗 平 稳 点 过 程 的 强度 








1 sa lim Pre) 
aia 


BEE UREA). MART P(N, = 0) = 1 AAs > 0 
TARE SLATE Sh AT 2 > 9, 

证 明 RAE RARE ple) = P (N. > 0) 满足 引 理 4-3-1 
Ra. 首先 , 由 pl) 的 定义 易 知 它 是 * AE REA, 
He | OW wel, HR WER x, y > 0。 

IN, > 0) = (N, > OF UIN, 4, > OF, 
Ho ee SED BT DEE HAS A Bile ee A A SF EE BIAS AREAS AR SEK 
a 

BRA RANRN RAS & 和 强度 4 都 存在 ,那么 ,是 否 像 
在 齐 次 泊 给 过 程 情形 中 那样 二 者 仿 然 相等 ?如 果 一 般 不 相等 的 话 ， 
ZHARAR A TARRA? 想 要 它们 祖 等 则 应 当 加 上 什么 附加 条 
件 ? 污 考 将 会 在 下 面 一 系列 的 定理 和 推论 中 段 到 这 些 问 题 的 满意 

定理 4-3-3 粗 平稳 点 过 程 的 强度 7 一定 小 于 或 等 寺 半 均 发 


~ 148 = 











生 率 a 
EA bee 4-3-1 知 对 于 租 平 称 点 过 程 有 EN, — p, R 
HEt 


a= EN, 1 > 5 PCN, = w)/r = PCN, > 0/5, 


d s — oR 


p > lim P(N, > 0)/1 m 2, (4-3-5) 
ists, AVE a SUE a Ma 分 别称 做 平稳 点 过 程 的 上 强度 和 下 强 
BE. E 


定理 4-3-4 [Korolyuk (FERS) 定理 ] 如 果 粗 平稳 点 过 
程 是 简单 的 : 则 它 的 强度 2 MEER oS, (a 一 2 可取 值 
RB. 

i HERES efi iml, n 定义 

1 车 Ne Davire = ü, 
Xe to 车 -ba 一 0， 
由 由 过 程 的 简单 竹 知 当 # 经 由 取信 PC p m 1,2,--+) 趋 于 co 时 以 


mee AN, TE h AKARANA PEES 


(4-3-6) 


= El Xa |== mE he 
wom Elm Di Xu) = Em E(D x) 

= im”aP(N,,. > 0} = 4, a 
定理 4-3-S [Dobrushin (WAE TER] 强度 为 有 限 的 想 


平稳 篇 单 点 过 程 是 月 序 的 ， 
EA ”由 粗 平 稳 性 准 知 对 企 意 上 盖 0 


wim ST PIN, BA) I P(N, 1) + P(N, 22), 


koi 
Fs PRES :一 0， 由 定理 4-3-4 R 
lim PCN, = 1)/1 = u < ©, 
由 此 立 得 





im PCN, > 2)/s = Ô, = 
1—0 


E 4-3-6 粗 平稳 的 有 序 点 过 程 是 简单 的 。 
证 明 注意 简单 性 Sip FBR j = 0,1,2,¢°° 
PCN: > StH reite, (4-3-7) 
叉 由 礼 平稳 性 知 只 人 须 就 了 二 0 的 情形 证 明 上 式 。 事实 上 





PCNC}) S 2 对 基 re C0,1]) < SP PONG ww > 2) 
toi 


= nf (Nin 22), (4-3-8) 

S nro, HEPHEMSLRAMATS. | 

注意 定理 4-3-6 并 不 像 定 理 4-3-5 那样 要 求 点 过 程 的 强度 是 
自 限 的 ， 内 此 ,定理 4-3-5 MARA Sab ee EE 4-3-6 之 道 , 然 
而 ,如 果 只 限于 讨论 强度 为 有 限 的 粗 平稳 点 过 程 , 则 从 这 两 个 定理 
鸟 上 扒 知 下 面 的 推论 。 

推论 4-3-1 对 于 强度 为 有 限 的 粗 平 稳 点 过 程 来 说 ， 简 单 狂 
各 序 姓 是 等 价 的 ， 

下 面 的 定理 部 分 地 是 Korolyuk 定理 的 逆 命 题 。 

定理 4-3-7 对 于 强 诬 为 有 限 的 租 平稳 点 过 程 ，# 一 1 Se 
过 程 是 有 序 的 (等 价 地 ,简单 的 )， 

本 定理 的 证 明和 定理 4-3-5 的 证 明 完 全 类 羽 ， 唯 一 的 不 同 点 
是 这 里 推出 lim P(N, > l)i =p co HJR jE R A = 2 


不 是 含有 过 程 简单 性 假设 的 Korolyuk 定理 , 

综合 定理 4-3-4. 推论 4-3-1 和 定理 4-3-7 OB FBR 

推论 4-3-2 对 于 强度 为 有 限 的 粗 平 稳 点 过 程 产 一 2 和 和 过程 
的 和 莘 半 狂 ( 或 有 序 性 ?是 等 价 的 ， 

顺便 指出 in RAT Ne ACHE BA et PA J CR 
有 独立 增 量 )， 则 由 推论 4-3-2 知 这 时 产 一 2 和 过 程 的 简单 性 等 
价 ， 而 且 在 第 二 章 已 经 指出 了 简单 汐 无 后 就 粗 平稳 点 过 程 就 是 齐 
Cpe EB. ARRIA tb die, 


， 25g < 














定理 本 3-8 — UE HAA aa PSL it 
BRUIR ADAE R EE wm a, 
RER ua LMG J HEE AE N， AEn 
Gu, G) 一 aofa 5 pt 一 Ji (4-3-9) 
kan 








的 概率 母 沼 数 这 一 事实 (参看 例 2-8-2) BEMORE, KARR 
TAP (py) 是 一 概 村 分 布 。， 这 时 我 们 可 推 得 pn 和 1 有 如 下 关 
系 : 


pom 5 kpr - (4-3-10) 
kai 


AETH e= 8ER p 一 1. 
无 后 效 的 粗 平 稳 点 过 程 就 是 广义 齐 次 消 检 过 程 。， 这 和 神 过 程 发 
生 事件 的 时 却 形 成 一 充 次 泊 松 过 程 ， 市 在 每 一 发 年 时 劾 有 专 个 点 
同时 出 现 ( 即 太 重点 ) 的 概率 是 px。 因此 可 羽 这 样 说 , 广义 齐 次 油 
松 过 绽 ( 或 者 说 。 无 后 兹 的 粗 平 稳 点 过 瀑 ) 是 有 重点 的 齐 次 治 松 过 
程 。 重 点 的 概念 也 可 应 用 到 一 般 的 祖 平 稳 点 过 程 。 
定理 4-3-9 对 于 粗 平 稳 点 过 程 来 说 ,极限 
POEN Sk) 
P ， 


4, = lim 


eu 


和 12 (4-3-11) 


生存 在 ,而 且 当 大 一 co 时 
lath, (4-3-12) 
这 里 4 河 能 是 有 限 或 无 穷 。 当 4 为 有 限时 ， 
wy (hy — Ua) lm PLN, = RIN, > 0} (4-3-13) 


确定 -~ 几率 分 布 ( 定 义 ro 一 0)。 
证 明 对 一 1,2,… Mr >t, MAM 
pris) = PON, SR) (4-3-14) 
易 见 当 x* 一 0 时 有 pale) 一 0， 而 且 由 组 平稳 性 知 对 尾 浊 x， 
y> 0 F 
bye ty) SPOON, EARN, ~ 0) 
+ PON, SR Neonid < Naty SA) 





-ile 


<= POON, Sk) + POO KN. SER) 
一 bye) + be). 
故 由 引 理 4-3-1 知 极限 (4-3-11) 存 在 。 又 由 $i(x) 约定 义 易 见 


6,0) 关于 参数 和 是 单调 不 减 的 , 故 其 极限 a, 亦 如 此 。 于是; 当 
一 co 时 4 的 极限 存在 且 有 


lima, = sup sup?,CA)/A 一 sup suph ti) h 
k= 人 a> oO krb 





= suphl(hy/h = ad, 
a>o 


这 里 OCA) = PON, > 0), RBH 


PCN, RIN > Om POO NE SAD POO SN SRO 1), 
a P(N, > 0) 


用 为 除 上 式 右 端 的 分 于 积分 母后 令 | 0 即 得 C4-3-13) 式 .车 1 
APR, > x, = Em > (ly D1 lim afd 1, BD 


























{x,y} 是 一 概率 分 布 . a 
注意 (4-3-13) 式 可 改写 为 
P(N, — k) = Ama + olh) 当 AO, (4-3-15) 


上 式 启 示 我 们 可 把 1, BEELA EEk EA Cham 1, 2,---) 

的 强度 。 为 了 使 这 一 思想 和 更 为 精确 ,对 任意 正 整 数 +, RIB 
NÐ 一 car d(x NC{ix}) = k, z£ (0, tl) 

定义 计数 过 程 NO æ INO SO} B NY BONER 

(0, #1 CHA AAA, HA NE 是 简单 的 粗 平 称 点 过 程 。 这 时 显 

有 





N, = STAN®, 对 任意 i = 0, (4-3-16) 


a=1 
类 似 于 证 明定 理 4-3-4 时 定义 Xe 那样 ,定义 
{ 1 若 Noom.ivn m Ro 
0 Rete. 
令 4 通过 取 值 2:Cp = 1,2,-- BPRS. ME MAL 的 定义 
PALER A 


* 


xt; = (4-3-17) 


AER -~ lim 3 xt, (4-3-L8) 
ABA 所 Xi， 故 当 4 <oomth es Ma ERS 
EN) — E (lm 5 xt) 


= limE (> xi) 
= limaP (Nus =k) 
= lim ai ja) 一 pil/n)} 
— iny 
下 面 的 定理 可 看 作 是 定理 4-3-4 的 推广 ， 
定理 4-3-10 (> & Korolyuk WA) WTR AIS 
平稳 点 过 程 恒 有 
u= EN, =i 5S hoes (4-3-19) 


+=) 
RE e SARI. 
证 明 对 :一 ! 的 (4-3-16) 式 两 边 取 数 学 期 望 并 利用 Fubi- 
ni 定理 得 
pee EN, = E ($ Ane) 


a= 


= DT ENV ol BY key. E 


kal k=1 


PEM (4-3-19) 式 和 前 面 的 《4-3-10) 式 是 一 致 的 。 这 里 的 
{wy} 就 是 (4-3-10) 式 中 的 {pt}, 它 给 出 过 程 点 的 重 数 的 分 布 . 我 
们 还 可 进一步 证 明 

定理 4-3-11 对 于 具有 有 限 强度 1 AER rE (r 是 任意 
正 整数 ) 的 粗 平稳 点 过 程 包 有 


lm EL(Ns Y)/4 = 1 5 Kw. (4-3-20) 
FET tat 


«2936 


证 明 的 思想 与 定理 4-3-9 和 定理 4-3-10 MAB Km, 
44-4 Palm-Khinchin 方程 与 Palm 分 布 


在 这 一 章 的 前 两 节 中 我 们 引信 并 讨论 了 点 远程 平 瘟 性 的 名 种 
Mek, BAO BS) At PO ae Be ADE a H EE 
是 不 等 价 的 .前 者 通常 联系 于 观测 起 点 在 某 一 任意 时 刻 , 后 者 则 联 
系 于 观测 起 点 存 某 -~ 任意 事件 《确切 地 说 是 这 事件 的 发 生 了 时 刻 ). 
内 直观 上 看 ， 点 过 程 的 这 两 类 平稳 许 质 之 间 应 有 一 定 的 联系 。 这 
一 节 讨 论 的 Palm (HARES Ae Palm 引 人 的 一 种 分 右 , 它 
是 研究 平稳 点 过 程 的 一 个 有 用 的 工具 。 而 从 联系 Palm 分 布 与 基 
林 平 稳 点 过 程 的 计数 分 布 的 Palm-Khinchin《 帕 尔 姆 - 辛 软 ) 方 程 
则 可 看 出 前 述 兰 种 平稳 性 的 关系 ， 
SO PL, ee DE WE a at Bese ES, RRA 
从 某 一 任意 竹 取 的 事件 开始 对 过 程 进 行 观测 ， 则 信 现 测 起 部 到 下 
一 事件 的 疗 距 X 的 存活 概率 是 
PCX, > x) = lim P{NCO,2] = 0| Nora > 0}. (4-4-1) 
ERENT ORAM. CHUN RES R 
eT PACA SCE 立 生 时 的 条 件 概率 。 下 面 将 要 证 明 ， 通 过 这 条 件 
襟 点 的 确 能 定义 一 稀 率 分 布 一 -Palm 分 布 Pa 
由 过 程 的 平稳 性 知 对 任意 固定 实数 之 0 有 
lim P(N, = O1N,, + > 0) 














ety t ¥ 


= lim PCNo — ON > 9), 
a 


上 式 左 边 是 已 知 在 m 有 事件 发 生 时 , 从 这 事件 到 下 一 事件 的 间距 
大 十 x 的 条 件 概 率 。 由 此 人 们 有 理由 相信 和 由 Palm 分 布 P, 规定 
的 观测 点 过 程 〔 即 对 基本 平稳 点 过 程 从 某 一 任意 事件 开始 观测 而 
SAWS SVAN. 这 就 是 说 ， 带 有 Palm 分 布 的 观 
测 点 过 程 的 点 间 间 工序 列 A) 是 一 平稳 随机 变量 序列 ， 

如 采用 Fx 表示 (X) 的 共同 分 布 , 则 
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PCX > x) i Filej = File). 
下 面 对 这 存活 通 数 作 进 一 步 的 讨论 。 由 过 程 的 平稳 性 有 
PND ,rl = 0,NC—A,0] > 9) 
= PCNCO,2} = 0) — PCN(—4,x] = 0) 
— PON, = 6) — PCN, = 0), 
Ait 
AUPÈNÇO,x] — 0|N(—-4,0] > 0)PC(NC—4,0} > 0) 
= AU P(N, = 0) — PCN, 一 0)]. (4-4-2) 
$ hilo, HER 4-3-2 ARR 
P Ema P(N, => 0) 
恒 存 在 [注意 P(N(—h, 0) > 0) = P(N; > 0)]，, 而 且 就 等 于 过 
各 的 强度 a, id 
pile) = PCN, = RY, R= OTe 
则 由 对 (4-4~23 臣 到 和 | 0 WERS 
Fala) — — Di! plx), (4-4-3) 
At DI RRND RRM -ADARRE A A 
Cod BEAUTE TS ARE Fe) 和 从 任 一 国定 村 刻 到 随后 第 一 个 事 
件 的 问 距 ( 亦 妈 这 时 刻 的 接 后 发 生 时 间 ) 的 分 布 对 应 的 半 活 敬 数 
E polx)》 联 系 起 来 ， 对 于 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 有 polo) 一 
eo, de (4-4- 3) RE Fale) me a, PRP EE 
数 相等 ， 
下 面 进一步 证 阴 对 于 -o 太一 48,]，"'…， 极 中 
walr) = lim PCNCO, x] am FINC—k,0]) > 0) (4-4-4) 
存在 。 为 此 先 证 明 如 下 定理 : 
定理 4-4-1 对 于 强度 鸭 有 限 约 平稳 点 过 程 来 说 ,对 任意 x* > 
OF km O,1,2,---, Hee 
Qalx) = lim P{NCO,r} < AINC~ 4,0) > O} (4-4-5) 
恒 存在 ,而 且 _ Cuts) Er PEERAA, 9,00) = 1, 
证 明 Ex 
二 


Plx, A) = P(NCO, r] k, NC —k, 0) > 0), 
对 任意 sp > 0, EM Wir yn +) 的 事件 
{N(O,x] € k, NC —u — 0,0) > 0} 
= {NOD,r] < 4,N(—u,0] > 0} 
UINCO,*] S k, NC—u, 0] = 0, 
NC—u — v, — u] > 0}, 
因为 
{NC0,x] SR N(—4#,0] — 0} C{N(— a,x] < 委身 
CN 一 ex — u] Sh}, 
AD 
{Naas k, N —u — v,0] > 0} 
—{N(0,2] < &£,NC—»,0) > 0} 
U{Nl—a,x— u] S4,N(—a — v, —u] > 0, 
从 而 由 平稳 狂 得 
Pix t+ vy PONCGOO Xx] < k, NC —u — v0] > 0) 
s P(N(0,4] & 4,N(—4#,0) > 0) 
+ P(N(—#,2 — u] 
& &,NC—u — v, —u] > 9) 
= P(N(0,r] & NC --u,0] > 0) 
+ PONCO, 7) < &,NC~#,0] > 0) 
= PT) + (2.0), 
根据 引 理 4-3-1 RESTA ER lim © (2,4) /h 存在 ,而 且 由 于 
Tlr, h) & p(k) =m PCNCO,4] > 0) 
lim PON, 4) > 0) a, 
elo A 
HY BY MT EAR e Bt PE, RAIS 
P(N(O,2] < al M(—A,0] > 0) = a(x,h)/ BC) 
一 APAA ECAY. 
令 | OKD (4-4-5) 式 中 极限 的 存在 性 ， 由 Taleh) 关于 变 元 
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和 





于 的 下 可 加 性 和 美 于 空 元 * AUG ESE RATA R OE ow OBE B 
QG) 是 x OES IAAI RRA F0, A) 一 由 (4) B 
上 推 知 0,00) = 1, l a 

由 上 述 定理 和 ri 的 定 闵 容易 看 出 ， 对 于 酝 意 * 记 0 和 
k = 0,1,2,°°-, a (x) ENRERE 

PCNCO, x} — kI NC—k, 0] > 0) — PCNCO,«] 

=< ALNG — k, 0] > 09— P(NC0, 2] & k—1LINC— k, 0] > 0) 
44 | 0 时 的 极限 -一 定 存在 ,而 且 有 

ay Cx) = 0,@) 一 O40), (4-4-6) 

这 里 定义 OC.) 一 0。 我 们 还 有 


D = 一 lim Q) 


t= 


= lim PCNCO,£) <& RINC-—4,0) > 0) 
Fr I, 


因此 {2,6} 大 一 离散 概率 分 布 ，' 我 们 称 之 为 Palm 分 布 。 

可 以 证 明 , 如 时 我 们 讨论 的 基本 平稳 点 过 程 是 简单 的 ,而 且 有 
ARAE 1， 则 这 过 程 在 长 为 * 的 区 则 中 事件 数 的 (一 维 ) 分 布 可 
由 过 程 的 Palm 分 布 给 定 ， 事 实 上 ,由 过 程 的 简单 性 ( 注 间 这 时 简 
单 性 和 有 序 性 等 价 : ) 知 对 性 意 正 整 数 A, AATE 

pax + A> — PCN(--&,xz] = Å) 

= P(N(—h,O] —O,NCO,r] = 4) 
+ PCN(—’,0] = 1,N(0,2] = 4—1) 
+ olh) 

= pl — PCNC—A,0] > 0,NCO,x] = &) 
+ PCNC—h,0)] > 0,NC0,1] = k — 1) 
+ olh). 


移 项 后 用 天 除 等 式 两 边 得 


ACE p Ce 十 k) ple) ] 
= ht P(N( 4,0] > OL PCN CO, x] = &{NC—A,0] > 0) 
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— PCNCO xe} == &— 1ENC— 4,0) > 95) + 0013, 
Sh, 0 
Dip GD = ify) — wy lsd], (4-4-7) 
BH D; 表示 求 右 导 数 。 当 到 ~ 0 nC4-4-DRREHERG 
AC 4-4-4 st, BD 





Di pole) = —Adaalx), 
它们 的 积分 形式 分 别 是 
pil) = 一 1 |" [ri 一 wled, 
《一 172 (4-4-8) 
Al 
pole) = 1 — a | wo(s)ds, (4-4-9) 


将 (4-4-37 和 (4-4-7) 式 对 大 求 和 得 


. Å 
=A Dil} pil2)} = —+ DIPIN, < k} 
1 NGU 1 


= rlr). (4-4-10) 
对 上 式 积 分 即 得 
P(N, Sky =l a [malas (4-4-11) 
此 外 ,者 再 设 
P(N, = oo) = 1, (4-4-12) 


Wot eR AA 
P(N, <= &) = 0, 
因此 


| x ,(s)ds 一 +, (4-4-13) 


于 是 (4-4- 11) 式 可 改写 为 
PIN, SR) mal zd 


=i] | wu + x) un, (4-4-14) 
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ML C4-4- OAR ASE EAB Qor) 一 1 可 推出 


DH) = Ogle). (4-4-15) 


于 一 各 
这 时 


RCD = 1 QO) 一 DS) ied, (4-4-16) 


tak 


RGO 给 出 当 过 程 在 0 点 省事 件 发 生 时 在 区 间 O, r] 中 有 不 少 
t 
于 # 个 事件 发 生 ( 这 又 等 价 于 0 点 后 第 个 事件 的 发 生 讨 间 DX, 


t=1 


不 超过 x) CORR, BRAOSRG)<1, h OA) 的 
右 连 续 和 单调 不 增 性 质 可 推出 RO EEE * 的 右 连 线 单调 不 
减 沙 效 ， 最 后 :由 条 件 (4-4-127 易 知 对 任 症 整数 和 之 0 有 

lim QC) 一 0， €4-4-17) 
ag 

lim R(x) = L, (4-4-18) 
tk, Reale) HCO, 00) 上 的 分 布 图 数 。 由 (4-4-127 和 (4-4-13) 
RA ABH EOS OB 


| (1 — Ryle) jdr = enor 
ate 


= | = aplejde 


am RAT}, (4-4-19) l 
Ba. 我 们 给 出 计数 分 布 ipytx), k=0,1,-->} 和 相应 的 
Palm 分 布 {ras Å= 0, Loe) CREAR SIR. © 


Gl, 2) 一 >) PPRD (4-4-20) 
k=0: 
和 
Gils e) = D stayed. {4-4-21) 
teu 


则 由 (4-4-7) 式 容易 推出 


LEF t- 


DiG(s,x) = —aC1 — GAs, x), (4-4-22) 
上 式 的 积分 形式 是 
GG yx) = 1 — al — of Go(s,w du, (4-4-23) 


我 们 把 上 面 得 到 的 结果 好 纳 为 下 列 定理 . 
定理 4-4-2 设 几 是 强度 为 有 限 的 平稳 点 过 程 。 对 于 任意 实 
数 z>0 和 整数 大 一 0 1 2 … RER 
AF) = jim P(N, x] = &|N(—4,0] > 0) 


EFEM {r(A = 0,1,0} 给 出 一 离 数 概率 分 布 、 我 们 
称 之 为 Palm 分 布 。 更 进一步 ， {w,(=), R—0,1,---} 和 定理 
4-4-1 中 给 出 的 【Base 大 二 01 有 如 下 关系 : 
mel) = Qil) — Qail), kem Dl, 

这 里 定义 Qul) 一 0， 

定理 4-4-3 设 入 是 具有 有 限 强 度 4 的 简单 平稳 点 过 程 ， 对 
于 任意 实数 二 0 和 整数 《一 0, 1:,……， 过 程 在 区 间 (t, x*] 上 
的 计数 分 布 tp), 大 一 0 和 相应 的 Palm 分 布 
{mlr}, R= 0,1,--+} 
有 如 下 称 做 Palm-Khinchin 方程 的 关系 : 

人 = —Agy(a} 

Dipl) = — ale, GG) wy], =l, 2,1. 
这 里 DF 表示 对 变 元 * 求 右 导 数 ， 它 们 的 积分 形式 是 

pole) = i—i y wy (sds 


pas) 一 一 2 人 Laas) 一 eG, 
kuz 12 
如 时 用 GCs;x) 和 GCs) SIARA (Pe) 和 le) 
的 概率 母 函数 , 则 有 如 下 关系 : 
DiGOs:x) = — 10 — s)Gofs yx), 








GCs; x) = 1 — acl — 5) f Gilssujdu, 
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若 进 一 步 假 设 PCN 一 Oo) = 1, SURE MEME RK A ALE 
实数 x, H 


Rit#) = 1— Q-C) — > mil) 


i= 
定义 的 Ri) Bi (0,00) Eea RR, CS a SF 
aan, 

YTOR RRB Kin, BBP AE Se a 
的 随机 变量 序列 ， 设 避 是 间 工 的 共同 分 布 。 这 时 Palm 分 布 对 应 
于 在 原点 有 一 事件 发 生 的 过 程 ， 即 普 带 的 更 新 过 程 。 而 给 出 在 长 
为 二 的 区 间 中 事件 数 且 分布 的 计数 分 布 {pg Gs} 则 对 应 于 从 任意 
有 时 间 原 点 开始 和 的 过 程 , 即 平 衡 的 更 新 过 程 ， 这 时 ,对 于 上 电 之 1 有 


Rale) 一 (> X<) 
i=i 


= GY(x), 
这 里 GY 囊 示 已 的 大 重 卷 积 ， 把 寺 式 与 (4-4-16) 式 比较 即 得 


D wile) ~ GWG), (4-4-24) 
ink 
TEA 
xalar) = Ga) 一 GADH Y, (4-4-25) 
而 prCx》 则 可 利用 (4-4-8) 和 (4-4-9) 式 通过 和 tCx) 算出 。 特 别 
地 ,这 时 
a(x) = PCN, = 0) 


一 1 一 1 f° (1 一 GG))a 


一 1 " [1 一 GG))ae 


给 出 第 一 个 (观测 的 ) 间 办 大 于 * 的 概率 ， 它 和 第 三 章 关 于 平衡 分 
布 的 结果 是 一 致 的 。 


+ 261+ 





$45 — ht ee 


L te 


为 方便 起 见 ， 假 设 平 稳 点 过 程 是 简单 的 、 正如 在 4-2 中指 
出 那样 , 当 观测 起 点 是 某 -性 意 选取 的 事件 时 ,对 应 的 事件 间距 序 
列 是 {XL，X，--*}， 这 是 一 平稳 随机 变量 序列 , 我 们 用 Px), 
Fxtx) Hk) 分 别 表示 它们 的 共同 的 一 维 分 布 函数 、 存 活 函数 
RUSE RR. PRM MRS EX. AR Vax 和 变 差 系 
i CCX) 分 别 由 下 列 公式 给 出 : 


EX = F Kia CE ds = | Fy(e)dx, (4-5-1) 
Var X 一 f x'fy(addx — CEXY 


一 了 $ By Cedr — (EXP (4-5-2) 


COX) = VarX i (EXYF. (4-5-3) 
4x 有 指数 分 布 时 CCX) 1, Ait, AG HRA Be A 
CCX) 的 值 来 估量 对 应 的 分 布 对 指数 分 布 的 偏离 ， 
序列 {X} HORA ew Qk PARE, hx E 
DAEN BAT AK RERA ay, EC ee BR AE SB 
M Cautocorrelation function}, 
oO Cov Xi, Xin) 
aT VarR * 
大 们 有 时 也 使 用 由 
Ci = p Var X, m0, 款 l* (4-5-5) 
SCH A tb Ja EAS Cautocovariance function), 
可 以 证 明 【例如 ， 参 看 Wold (1954), pp. 66], 序列 {px} 
是 某 一 平稳 随机 序列 (X) HARRER HRA pek m 
5, 士 1 )》 HERA 
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k= 0, lye (4-5-4) 





= | costhw)d Fo), (4-5-6) 


其 中 Fw) 是 一 个 对 称 的 (一 维 ) 分 布 遂 数 ,我 们 把 它 称 做 谱 分 而 
PAK (spectral distribution function), THREE A TRH EF] (x; } 
的 周期。 对 于 大 多 数 点 过 程 来 说 ，F(w) 是 绝对 连续 的 ， 它 的 导 
RM flo) PBUH SREP Cspectral density function), 这 时 (4- 


. > m | 


5-6) 式 可 写成 

内 一 | fladeosCho)do, k= 0, t1,- (4-5-7) 
MERAH, (a) 实际 上 是 函数 Ko) 的 个 里 时 系数 。 因 此 。 由 
反 演 公式 并 注意 到 对 于 实 值 序列 (Xi) 有 pt 一 p-4， 我们 就 得 到 


Ka)= bY me 
T hae 


= 1 +2) eoh, 
—rliw ex, (4-5-8) 
HERB Ko) = f(—0) AMAL L—-TAN o> OFM 
的 谱 密度 
Hlo) 一 2f(w) 
一 二 fı +2 2 orcos Cko)t, 


0 S a m, (4-5-9) 
文 时 (4-5-7) 式 变 为 


和 一 (aoyeosCkojam, 大 一 0, 土 1 (4-5-10) 


BEL FR BARA BE BSBA GAA 
Vi Var(X, + --- + Xp 


= Varš +2 > 5 Cov(X; Xiri) 


=W, A25 (RC, (4-5-11) 
ist 
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和 
Ji = VRCEXY (4-5-12) 
定义 的 方差 函数 V, AERE Em Ja 注意 (4-5-12) 式 中 
IATER TI AAE CRP OX; a o Ae E eA 
机 变量 ) 算出 的 kt， 政 当 被 研究 的 点 过 程 是 齐 次 泊 松 过 程 时 
h=! (对 所 有 不 一 1，2, ……), MATAHI A 值 与 1 之 差 
RRR ROA RNA RAMEN. Feel. SP ee 
过 程 来 说 ,对 所 有 k= 1,2,°-° A 
h = OXX), (4-5-13) 
M(4-5-5),(4-5-9),(4-5-10 ANC 4-5-1 RABBI, AR 
HC), prs Cy AV, EHER CBr EPRI TSE ie fal FF 09 fE 

用 . 








2 计数 性 局 


前 茄 已 经 指 由 ,从 完 多 的 分 布 律 来 看 , 束 件 问 拭 序列 和 对 应 的 
计数 过 程 〈 或 者 说 点 过 程 的 问 臣 性 质 和 计数 性 质 ) 是 等 价 的 ， 也 
是 ,如 果 我 们 只 限于 考 塌 有 限 阶 怎 , 则 饲 距 性 质 积 计数 狂 质 的 研究 
是 不 等 价 的 ,这 就 是 说 ,它们 可 能 提供 关于 过 程 的 不 同 的 信息 。 

当 观 测 的 起 点 网 在 某 一 任意 时 刻 时 ， 对 应 的 事件 局 上 距 序 列 
{W, La Laco) 一 般 不 是 平稳 随机 序列 、 但 是 ,对 应 的 计数 过 
EN 作为 连续 有 时间 参数 的 过 程 是 平稳 的 。 和 平稳 随机 序列 {Xi} 
的 二 阶 矩 性 质 研 究 根 比 ， 连 续 对 间 和 参数 的 平稳 过 程 M, 的 二 阶 和 抵 
性 多 研究 一 豚 说 来 较为 复杂 和 和 困难 。 

已 经 知道 ,过 程 在 区 间 CO, 1] 中 事件 数 的 数学 期 望 和 方差 分 
Bd 





MG = EN, 一 1/ EX C4-5-14) 
和 . 

VO — E(N — (EN,Y, (4-35-15) 
RITENA AEE Fa - BT E R (mean-time curve) NG 
2% -ihj Eh R (variance-time curve), (4-5-15) 式 是 64-5-11) 式 
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的 类 似 物 。 我 们 还 可 以 但 定义 J, PERSE MTP RU REE 
KO = VOMM C) = 下 (9 可 大 站。 (4-5-16) 
显然 , 对 于 齐 次 泊 松 过 程 有 (=), 而 对 于 更 新 过 程 则 可 证 兰 
TRAN A 
Ke = CCX Shy, =el, on (4-5-17) 
A THRE, RMR BCA AT CE BEE 
lm itz) = Hem ye， (4-5-18) 


而 号 不 保证 这 西 航 限 的 公共 值 等 于 CCX), 

令 O(c) 表示 在 两 个 长 度 为 + 而且 被 ; 一 1 个 类 似 的 区 间 
Past AX eR Se. 人 们 有 了 时 把 CO 称 做 协 方 
= 时 间 曲 线 covariance- time curvye])， 容 易 验 证 下 列 关 系 式 :对 
于 k = 1,2, 


zk 
cite $ ieo + 2, (2k —i)}C€r), (4-5-19) 





Var) 一 AV Cr) + 233 > Ci(r) 


= V(r) + 25 (k = DCCT). (4-5-20) 
imi 
ee Rid, ÆC4-s5-20A Dak = 2 Ar — + RARR C+) 和 
VO 的 关系 式 : 
OG) 一 PCs) — vin, (4-5-21) 
考察 平稳 计数 过 程 N, 的 相关 性 质 的 男 一 种 方法 是 通过 讨论 
差分 过 和 
(4-5-22) 
WIEN, 的 发 生 率 EN 一 m, ME N, SERA MER > 
0 有 EN, = m, Aik 
E(AN,) = 上 ECV 一 MD) 
At 
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1 
; [mir F) mi] 


= m, (4-5-23) 
DE ON, 只 取 稍 0 ,1/Ar: ，2/At ，*-*， 而 且 由 过 程 的 篇 单 性 
假设 可 推 得 当 Ar~> 9 时 
PCAN, 一 1/As) — mar + ol Ar), (4-5-24) 
AE MG) 是 过 程 在 以 任 一 事件 为 想 点 的 长 为 1 的 区 间 由 发 
生 的 事件 数 ( 即 是 NI) PRZE., FRE NSRP REE 
mn = Mo = lim MCO + 人 2 一 Ms) 


ii 





一 üm P GIRE (r + or + + 十 At] 有 事件 发 生 | 在 = 

AR RADY As ， (4-5-25) 

TEM mO 和 m= m RERA, BTID SER BS A 
{Xis Xis Xatt) A (HW, Ly, Li} 确定 的 点 过 程 的 强度 . 然 
而 ， 由 (4-2-25) 式 知 当 1 co BAT ADD 一 让。 利用 mye 不 
难 推 知 微分 过 程 dN, 的 协 方差 性 质 ， 事 实 上 ,对 于 任意 >O, 


~ ~y 1 ma a 1 
EC AN, AN 4, — p(aÑ, = Afe = 1) + at 
《 m) 一 t= ar} + hos) 


上 ( z 1 sy 1 ) 
= -一 一 一 一 -| AN, = 一 - 
(ary P AN per Ar r Ag 


x p( AÑ, 一 +) +olAr) 
At 





mAr ~ Lis _ 
T (any p (a= a | AN: a) 
+ ol Ar) 
一 mat) + ol), (4-5-26) 


其 中 第 三 和 第 由 个 等 号 分 别 由 C4-5-24) 和 (4-5-25) 式 得 到 。 于 是 
由 (4-5-23) 和 (4-5-25) 式 得 
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Cov( AN, , AN,4.) 
= ECAN,AN,.,) 一 ECAN )ECAN,4,) 
= mmr) — nt + of 1), (4-5-27) 
& Ars 0 BIR N, Hp 7 Eii a (covariance density) Æ 
vir) = lim Cov( AÑ, AN se) = mimir) — m], (4-5-28) 
对 于 了 区 0， 由 类 亿 的 讨论 知 可 以 定 习 
Y(T) = rar). 
为 了 车 协 方差 密度 vr) Hr = 0 也 有 定义 ,注意 到 
Var( AN,) = EAÑ, Y ~- LE(AÑ DT 
1 =~ H — 
~ a P( AN, = x) oC At) 
一 m + o(1) (4--5-29) 
Al 
故 当 Ar— 0 中 
Var(AN,) — 00, (4-5-30) 
为 使 rin Er = 0 AASER, RA A 
YET) = màl r) + ml mr) — ml, 
wara, (4-5-31) 
这 里 5Cr》 是 如 下 定义 的 独 拉 克 -At 


0 ræ 
ar 一 , 
oo rem OQ, 


fi 


| &(rjd7 = 1, 


注意 在 上 面 的 r) 的 定义 中 ,当权 负 值 时 myCr) REO 
(4-5-25) 式 确定 的 mi( 一 z)。 即 有 
mir) = mil r), 


RÜ rC) HHE sao) MRT AY Bartlett 谱 ， 
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ftlo) = x { mole ede 


+4 全 了 [起 KT) 一 mle "dr 
ta l-e 
m m - ier 
-2af [mr 一 me dT, 


(4-5-32) 

r(r》 的 表 杂 式 (4-5-31) 的 第 一 项 m5Cr》 的 实际 作用 是 使 得 在 

elo) it) BARR (4-5-32) 中 增加 一 项 zj/2<， 因 为 严格 说 来 Cr) 

在 rt = 0 是 没有 值 的 . l 
E AIER AH 


glu) = gC) 一 = + = i [mkr 一 mje rdr, 


o> 9 (4-5- 33) 


oe Ua et oo >> 0 定义 的 谱 密 度 。 
为 了 帮助 读者 进一步 理解 上 面 一 段 的 内 容 ， 我 们 具体 考察 一 
下 强度 为 2 WISP ARSE. 这 时 ,对 于 n = O,1,2,°°° 


AN, PN — N, = 
P( x) € s n) 


= (1A) e lal, 
ERRE 
ECAN,) 一 = Aare = 1, 


Var(AN,) = ~i Var( Nuar — ND 





Cary 
= 2At an 
(ary At’ 


E(AN,AN,.,).= x ELON eet ar = Nitr) Netas 一 N,)}] 
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VCALY 当 te] > Ag, 
= A At 一 了 : 
| Cary +4) 4 [cl << Ar, 
故 
Cov( AN,, AN...) 一 ECAN,AN,.,) — ECAN, ECAN,,,) 
í l 
_ {Cae}? 


CaF (aCar m r) + Ane — aX Ary] 





[PLAY — CAs?) = 0 当 |x| > As, 


-之 (一 到) 了 | = Ar 
| Fe Š) šiia, 


这 是 一 个 三 角形 函数 ,其 中 心 企 原点 , 底 和 高 分 别 是 2A AAA 
故此 三 角形 面积 恒 等 于 4， 当 Ar 一 人 时 就 定 多 一 个 狄 拉 克 -iE 
数 , 这 时 有 
TT) 一 28Cr) (4-5-34) 
gla) = 1/2, (4-5-35) 
TEHA- HR Vo 和 协 方 差 密 度 CRH) 之 间 的 
关系 ， 设 在 (4-5-20) 式 中 的 kr 一 :， 则 有 
ve) ZO tE cr), 
T 


i=) jug 


和 


入 上 一 2 时 (于 是 对 固定 的 ?， 有 下 一 1 一 0)， 册 (4-5-149) 式 
及 积分 的 定义 得 


Vos) — mt 2 f f YaCududv. (4-5-36) 
将 上 式 对 变量 1 RES 
VC) 一 m+ 中 ¥4(u)du, (4-5-37) 


令 上 一 上 并 考虑 到 (4-5-33) 式 可 得 
V"( 00) = m + 2 人 Yl du — rg lh. €4-5-38) 
EA AT VG) EAL EAE VCO) 和 
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谱 g+Cw)》 的 初始 值 e4504) ZU RAR, HSMP HCI-5-16) 
式 定义 的 KO == VOMO, FRI Coo) 一 imi) 存在 , 则 


因 Moe) 一 上 BEX 一 ms 与 1 成正 比 , 故 由 (4-5-16) 和 (4-5-18) 式 
推 知 
I) = V'C00)/m = üm Jes (4-5-39) 


MC 4-5-3), C4-5-LE ANC 4-59-12) KBB 
fim Jy CX) (1 — 2 X) ei) = xCCXY 0) C4-5-40) 
ym 
联合 C4-5-38) 一 (4-5-40) 式 就 得 到 
g+C0;) = (CCX); EXI CO) (4-5-41) 


或 
hC) 一 V'(0O EX Ix C*(X), (4-5-42) 


还 可 以 利用 科普 拉 斯 变换 把 (4-5- 36) 式 点 为 
( 注意 着 LUN 一 FOG), 则 | ian] = roys) 
Pos) = mis + ZFC8) 77 


= mi + 2mm E + ims, (4-5-43) 
RA (4-2-2380 (4-5-20 式 又 可 得 谱 密度 relr) in FRR: 
Yar) = m is fr) 一 mt, rt > 0, (4-5-44) 


下 面 利 用 (4-2-15) 和 (4-2-16) 式 推出 N， 的 分 布 (或 它 的 概 
率 母 函数 ) 与 则 中 (X) 的 二 阶 矩 性 质 的 革 些 关系 ， 
id N, m RREA S 


p D m >) CPON, = k), 
kan 
BARER p; 门 。 由 (4-2-7) 式 得 
PO; 0,) — | PCN, = 04 
nr | Fpltdt 
4 
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一 VarX + (EXY (4-5-45) 
2EX . 
i 
VarX = EX[2@C€0;04) 一 EX], (4-5-46) 
另 一 方面 ,因为 对 k = 1,2,°°° 有 
PCR) = P(N, == k) 
=m POW tL, t't Lys 8) 
— PCW + Lito + Ly >t). 


当天 一 1 时 上 式 应 理解 为 
pt) — PON = 1) 
= PCW + L, > 1) — PW> nN. 
故 有 


f plk,ijdt = | PCW +L, + + Lyn > B 
-| POW + Lit o + La > Dd 
0 


= ECW +h, to + Lys 


—E(W+ bi, toc: + Ly) 
一 ECL,). 
联合 上 式 和 (4-2-11) 式 就 产生 
VarX ， 


| pk, Ddi = EX + pa 


(4-5-47) 
EX 


Awa {{" pk, Odi 一 EX}, (4-5-48) 


这 里 i= i, a,c. re plk, +) 可 以 接 下 面 的 公式 根据 
ptt; KH: 


_ 1 ates » -5-46 
plkst) = ara \ (4-5-45) 


= 17l- 


如 果 已 知 BC5; :)， 风 可 以 按 下 式 求 出 | P(X, dae 后 直接 由 


《4-5-48) 式 算出 ogi. 
| pth, di -a => J Sees 


art ham. 

最 后 ， EDA Lim Seabee, ROZS (FA) EX 

HE. BARRA FRA ENA] {X,} 是 相互 独立 同 分 

布 的 . 如 前 仍 设 间 距 多 的 分 布 阔 数 和 密度 暴 数 分 别 是 Fxtx)》 和 

fe) ,对 应 的 数学 期 望 \ 方 差 和 三 阶 中 心 阶 存在 并 分 别 以 aw, of 和 
fs 表示 ， 这 时 有 


(4-5-50) 


+- 


mr) = > fe) (4-5-51) 


a= 7G) = 3 ~ BOs. (4-5-52) 


于 是 由 《4-5-43) 式 得 


ow _ 1 2fx(s) _ 2 pL 
rs) ps + esl Pkl} te (4-5-33) 


当 X 有 参数 为 8 和 2 的 其 玛 分 布 时 


h) = (GE 和 EX 一 “一 地 





= pE Ë 
7G) Di + 28 +) Ue 


EE Bt ty 


2s 4 Bs 8C + 5) 25 


= £ 1 一 1 4-5-54 
åf + gs «6 8 2R# + sy ( ) 


对 上 式 求 拉 氏 道 变换 产生 


VC) pi (4-5-55) 
4 3 8 


= 172 





is) 的 具体 表示 式 代 人 (4-5-52) 式 得 





8 2 
ims) _ (Fr) 
1 一 (了 一) 

p+ s 





/li pa 
(4 ran (4-5-56) 
FA OR Ay PR aE eB 


mils) == £ — £ eTe (4-5-57) 


代 人 C4-5-33) 式 就 推出 
ilo) ~ £ — £ f 2 cos cosds 


~f FE 
2 dæ 48? + wi 


— HEPR + wi) — 2 
dalt + w) 
a POP t a a 
Iatan + wt)” > 0, (4-5-58) 
由 将 (4-5-35) 式 对 求 导 后 令 : 一 口 得 


而 由 (4-3-58) 式 则 容易 求 出 


g+C0.) 一 £ 一 L. 
这 时 galo) 从 112 ux 单调 递增 至 g0) 一 jar, 下 而 的 图 
4-5-1 和 图 4-5-2 分 别 给 出 由 (4-5-55) 式 和 (4-5-57) AS HW 
数 VCs) 和 om) AAR, 


«avis 





Mw 
2.0 
Vr) 
1.0 
9.0 1.0 2.0 3.0 4.0 


Ha 
Æ 4-5-1) AERTS AD 的 更 新 过 程 的 MOD 和 YUL 


i/a mn 


QS mz (2) 





45-2 ABs le, 2 的 更 新 过 程 的 
BEAR m0) 和 (3) lp. 


$46 ”人间 焉 的 一 ,二 阶 失 的 估计 


本 节 介 绍 的 方法 和 结果 主要 利用 点 朵 间距 序列 (Xa Xa +} 
是 一 平稳 随机 序列 这 一 性 质 ， 因 此， 它们 不 则 上 也 可 应 用 于 一 般 
的 平稳 随机 序列 。 

ie TL BA R HRE E EX, Kayes Kato 
24 XD ek MA EE AE BT, FA 


ž=- yx (4-6-1) 


odie 








给 出 EX 的 -个 雹 篇 佑 计 、 生 是 ,如果 观测 是 从 任 一 固定 本 Ir 
始 ， 则 观测 到 的 刁 距 序列 卖 际 上 是 W, Lies, Lute 流出 
《4-2-7) 彩 K4-2-113 式 知 如 上 用 求 平均 得 刘 的 估计 是 有 偏 多 ,二 仿 
PE 





由 于 常 有 之 ， <i, RM ne OM RAR RATE, Rw 


A SRA m. HB ETA AMARA. 
容易 验证 


Vala S G- Eya, (4-6-2) 
My jm- rgt] Thy 
这 里 oe X; 的 共同 方差 ， 当 
Dali+t?i Bo! < (4-6-3) 


时 易 见 Var(X) HAE m> OBER. 而 且 在 条 件 (4-6-3) 之 
EH 
E oe tai) N Y) coo, 


jure 


这 里 -) 是 过 程 的 潜 密 度 浮 数 ， 由 此 还 可 进一步 推 业 谱 分 布 函 
数 是 绝对 连续 的 , 即 存在 谱 密度 函数 ， 
SLT OVER LOHR, BSE RRA Y 
Ci = BUCK, — EXXX — EXD) (4-6-4) 
-的 估计 ， 由 平稳 性 知 C5 i 无关, 令 Yi 一 Xi 一 BEX, HM 
EY, 一 0， 对 于 这 样 的 随机 变量 ,人 们 通常 使 用 如 下 的 无 偏 估计 : 


Sy yi. (4-6-5) 
当 EX, 未 知 时 , AAA tee LAO AEM LL REE BOAR Ett 


一 
Ci ll SX ENA — BY 
Wy i 
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noc? 
=- — (> Xe — XX, (4-6-6) 


My 7 im] 
其 中 
天 一 -一 S x, (4-6-7) 
Hy — isi 
i dies, (4-6-8) 
1 =1 
于 是 有 


E(G;) = C; — E[CX, 一 EX)! - EX)]. (4-6-9) 
对 于 很 大 的 m 有 


EČ) = ci 一 -全 Fp 4-6-10) 


并 一 ty 一 





因此 ;在 适当 的 条 件 下 ,例如 , 当 3 pm c o 了 时 ,这 估计 是 渐 近 无 


偏 的 . 人 们 有 了 时 在 估计 (4-6-4? 中 用 (4-6-77 和 (4-6-87 式 给 出 的 
前 二 一 /个 观测 值 的 平均 和 后 a 一 i 个 观测 值 的 平均 分 别 代 替 
X 和 Xi， 这 样 能 使 估计 得 到 基 种 改善 ， 

一 般 说 来 ,我 们 对 C, 的 方差 和 协 方差 知道 得 很 少 ,这 主要 是 
因为 它们 的 表示 式 一 般 相当 复杂 而 且 包 含 所 有 滞后 的 协 方差 《这 
些 一 般 是 未 知 的 》。 同时 它们 还 依赖 于 序列 的 四 阶 失 ， 因此 在 讨 
tC; 的 方差 和 协 方差 时 必须 至 少 假 设 序列 是 四 阶 弱 平稳 的 . 

下 面 简单 介绍 C; 的 祥 本 人 性质 的 某 些 主要 特点 。 有 关 这 问题 
的 详细 讨论 可 进一步 参看 ,例如 ，Loinnicki and Zaremba (1957), 
Bartlett (1946), (1955) 和 Hannan (1960), 

Ql) & 


rool 
lim £ 5) op = 0 (4-6-11} 


lim — Kikki T ü {4-6-12} 
k 


at, C) 对 Ci MUSAB PS COA. (4-6-12) 成 中 的 
kia 是 如 下 定义 的 四 阶 半 不 变量 函数 
ik ECY iY iY Vien) —_ ECV Ys DECY Vine) 
一 ECYY QE 45-9 
一 ELY; Y 4DECY Y ajah (4-6-13) 
(2) Č 的 表示 式 中 的 控制 项 是 OC1/m). 这 和 X, EH 
值 时 的 情形 一 样 ， 市 且 当 据 样本 估计 平均 慎 而 使 Ei 产生 的 抽样 
RZE olim) 
特别 地 ,对 于 更 新 过 程 有 


E+o(t), i>1, 
fig a 


EYY TA a (-), j=—0, 


Ay Ho 





Var(C:) 一 (4-6-14) 


G) 任意 两 个 Č 的 协 方差 一 般 是 O(1/m)， 但 对 于 更 新 过 
程 则 下 降 为 C/M), 

RAMA WR DD EEE POUR. WAX i MPRA 
数 的 常用 估计 是 


Cj 








Bi = ST Tin? (4-6-15) 
(Elo) 
其 中 
mj 
Ču 一 —— DX, XF, 
Rg == f ami 
Giy 一 > Kie — RFY, 
mhi in 


(4-6-15) RAH o AA Eh. ATEEK m H 
下 列 式 子 右边 的 级 数 收效 《例如 , 若 3) lal < 90) 时 有 





Var (i) ~ ~ ! So 


Í ts 


0277 








Hài +2 Sp \, (4-6-16) 


iri 


Cov é;, Bint) ad 1 ; » Cites (4-6-17) 


Wo 一 j= 


Corr(a;, Gis) ms ( > 6 ry 2 PI Pi + be (4-6-18) 


į =— a 


由 (4-6-16) 式 给 出 的 a BALD AT 
A= 5 a= te | Pode, (4-6-19) 


i 二 一 = 


ERS G—?PS SHRUB Parseval Gil, 因此 人 们 常常 要 根据 
WLM SOR aT 和。 和 的 一 个 具有 较 好 统计 特性 的 估计 是 


awit 142 $ (i 一 Nal (4-6-20) 


SONAR MRA 7 — 0, poc m — | 都 算出 而 是 相当 繁重 
ASCE. KEATAS RAJH eC) 个 相关 系数 AL. Bi ces 
B. 进行 估计 ,这 时 可 利用 
.As 一 本 一 fı +2 HE - $) a} (4-6-21) 
其 中 6 = w/t, 
TARRE BY FY a TC me, 24, 90) 
夯 成 你 图 4-6-1 所 示 的 估计 相关 图 (estimated correlogram>, FJ 
4-6-1 A He BARE A 20 AY BB Ar oe BP ARER m = 300 RTT ABR 
FY iA HARR A So” Be Si ee Hg Bo} A Pe, 
WARTS ALM He A FU ROCCE Bh. Ait TAR) 




















fehl 


一 .一 a a 
BO 














H 4-6-1 
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AREER BN. FR AB aE 
KE CMM EME). MURRA et ABR TD PP Ee ok 3 1B 
些 ， 

对 于 重新 过 程 来 说 , APR X} 是 相互 独立 同 分 布 的 陋 
WFA. ACA C; 和 a 的 佑 计 的 表示 式 将 会 变 得 简单 些 . 例 
好 ,这 时 有 

Var X = fts (4-6-22) 
C1 — Lim, jm D, 





_ 了 | h 
ECC;Y) = Par aia t, iS 2 €4-6-23) 


0, i> +: 
a 1 - wae -6- 
vrč =E 0(-), t= l, 2, ` (4-6-24) 
Var(čČ) 一 EY) — ot, , (+) (4-6-25) 
h me 
和 
Vat (5) ~ -一 一. (4-6-26) 


di(4-6-2) BBW, AFER > 0, ECC) 的 绝对 秆 都 不 会 
Bit ri Cn 一 1}, 

间距 的 说 估计 

现在 讨论 平稳 序列 (X) A ere 


fa) = > D acosljo), r&se (4-6-27) 
Y ja-a 
PU R 
ofa) 一 下 S Cicos(jw), —r Seo r (4-6-28) 
Te j 


Hii kE, 
我 们 假设 谱 分 布 是 连续 的 《下 面 将 会 看 清楚 谱 分 布 的 不 连续 
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PE Xd Ha Hh ae AE Oe), 

BAR, (4-6-27 Fl +-6-28) 式 的 一 个 最 简单 而 直接 的 估计 是 
将 其 中 的 p; 和 Ci 分 别 用 它们 的 样本 估计 3 和 CG; 代替 ,同时 
对 了 的 求 和 可 限于 一 个 适当 的 有 限 数目 ， 

SAGAR BE Ko) 的 估计 


mol 
过 P Geos Cio), (4-6-29) 
Æ 站 一 ”Tar 一 1 


我 们 已 经 知道 ,在 相当 弱 的 条 件 下 ,对 于 7 一 0, tl, EEn 
1), Č 是 G 的 汤 近 无 华 佑 计 。 因 此 (4-6-297 式 也 是 te) 的 
浙 近 无 偏 估 计 ;, 但 是 ,这 估计 不 是 相 容 的 ， 

在 实际 中 ,人 们 常常 不 是 用 (4-6~29) 式 ,而 是 用 一 个 类 局 于 它 
的 量 一 一 局 期 图 来 信 计 功率 谱 . 

我 们 只 考虑 。 的 形 如 or = 2zpjm (2 一 1，2，,…， [AA 


i. TEUER, BRE oA SR ARIMA Be 
的 信息 。 我 们 利用 o 的 一 个 好 处 是 这 时 对 于 wp HO 和 = 有 下 
Fl TE Ae HER: 


> cos(sw,) 一 > sin (sop) = 0, 


> cos (sop) m= > sin? seo) = j2, 
emi 


gal 


5 cos ( se, ) sin Csa,) = 0, (4-6-30) 


4. an ` 
= cos ( say, ) cos (sw,,) = > sin (sey, ) cos (sto, ) 


sm] ral 


— >> sin (sap sin (sean = 9, CPA = Ph. 


ret 


4 my 0, 时 ,上 唐 的 关系 要 作 了 月 显 的 改变 。 显 然 ， 正 交 性 沈 
系 (4-6-30) 将 会 宣 我 们 的 研究 得 到 简化 。 
基于 上 述 ， 人 们 自然 会 想到 以 某 种 有 形式 利用 
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>> X,cos(so,) 和 5$ X, sin (sw,) 
amt smi 

来 估计 功率 谱 ， 令 
Ap = JE (2) > X,cos(sa,) 





€4-6-31) 
B op 一 {2 ) > X, ain sw) 
和 和 
H, (@,) = aw aan 
=d Y Ke, (4-6-32) 
/ den, > 


上 式 定 义 X 的 有 限 倩 里 上 时 变换 我 们 不 难 借助 反 注 公式 经 出 
H,{w,) 给 出 X,, 
一 般 说 来 ,人 们 对 X, 和 er SIAR ME ES Ei 
面 而 不 是 相位 方面 ,这 就 导致 状 虑 如 下 的 量 : 
Ton) = Aa kel 


== x LÆ Co) + Bi Cop) (4-6-33) 





我 们 把 1uCor) 对 了 Ro, 的 依 加 关系 点 描 出 的 图 称 做 周期 图 
《periodogram)， 或 者 简单 地 把 1Co) 称 做 周期 图 . 
利用 (4-6-32) 可 把 1。(ov》 写成 


Tp) = ms > > X,X,eh oes 


rot wej 


-— > >) X Xune tr, (4-6-34) 


Žarty 1 本 一 -生生 十 | a 
在 后 一 表示 式 中 没有 明显 给 出 对 * 的 求 和 范围 ， 它 可 以 参照 前 一 
表示 式 的 双重 和 数 所 合 的 项 来 确定 。 但 是 ， 若 EX, 一 0, 则 后 一 
表示 式 中 对 « RMN C 成 比例 ， 如 果 记 





+ 2BE 





Č; = (1 — iji jm); (4-6-35) 
则 Ilo STRE 


LKE = — > Č; cos( so »). (4-6-36). 


> j=] 


将 上 式 与 给 出 功率 庶 的 简单 估计 的 (4-6-29) 式 相 比 较 可 看 出 ,要 
得 到 局 期 图 [Cw,)， 只 须 把 (4-6-29) 式 中 多 Ci may 6 期 可 ， 
由 些 环 可 明了 为 什么 在 《4-6-31) 式 中 我 们 第 以 因子 1//n, 而 不 
E l/m ERE o7f(o) 及 其 估计 Lo) ERARE MANE 
的 检验 中 是 很 常用 的 。 图 4-6-2 给 出 一 个 典型 的 局 期 图 。 为 标定 
REDEE, HPH Cep BER 2/2, RE r BA 
列 交 方差 的 (标准 估计， 














pa 


az BODO 80 120 z 
PR, 
4-6-2 


下 面 首先 就 间距 序列 {X} 是 不 相关 的 情形 对 周期 图 的 竹 质 
MLAS. Mi 0,20, m 由 正 交 性 关系 (4-6-30) 容 易 看 出 ， 
CAL X, X GX, 时 Ao MB Co.) REE, RA 
话说 ,局 期 图 的 性 质 与 EX, HEIR., WUE UX 是 
不 相关 的 ， 则 由 (4-6-39) 式 易 知 4,,(o,) 和 B,(o,) AS 
均值 和 方差 ww， 而 且 它 们 也 是 不 相关 的 。 根据 中 心 极限 定理 ， 
A,(0,) 和 8,(0,) 是 渐 近 正 态 分 布 , 因 而 是 新 近 独 立 的 《这 意 
对 于 正 楚 分 布 采 说 ,不 相关 和 相 扎 独立 是 等 份 的 )， 如 果 xX, 是 独 
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TEAR, WW 4, Gop R B, Ce) Wiik. KEER, 1Ce,) 
TTETIIIJC X, EER EEH EAO E 2a eA. 
ADIA PAA KA AY feo) 一 1/2x, W 

ELT, Cop} = ullla fg), wp Dpr, (4-6-37 
AETAT E ADO A 


PU, Cop) > x) = exp] — (4-6-38) 


z 
Fpl 
Ht p iA 3-4) RAH 

Var{ f, Caph = djir, (4-6-39) 
hE — oR Bl] ERER RC -6-30 MT wy, p S 
XxX, Pui R PN, a Ce 和 1,,00,) BARR. 4 
1X,} BAKO MMOLE SP Pt, — BS AY, 
gi EA SRS) op TS A RS eR RE 4-6-3.7)— 
(4-6-3090 RG, BR lop EAERI n, M4 
mm 增 太 时 它 的 分 布 URE RAE, 因此 1,,Co,) 不 是 一 个 相 
容 估计 ， Fe HI, fa fy) 和 Top BOB Oh ie te A A 
[,€o,) 的 样本 起 优 很 不 稳定 ， 这 一 点 在 图 4-6-2 HAP, 
H wp 一 0 Ret, A, Cop) 和 Bap C 中 有 一 个 恒 等 于 
零 ， 由 此 容易 推 知 jt wy) 渐 近 地 与 白 由 度 为 1 的 分 右 变 晤 成 
ih. HEX, 一 OPEL, Cop) 一 {le REX, = a, il 


i i 
E(1,,(0)}— 2 + 7, (4-6-40) 
2a aa 


RREH, HRIECH- DAMAT PES SB OLX.) 
时 会 在 2 一 0 处 产生 一 个 很 高 的 尖峰 。， ERE- DAE 
FAX, XRB X,， 或 者 在 (4-6-34) 及 (4-6-36) 式 中 使 用 关于 样 
本 平均 的 蒋 恕 和 数 时 可 以 招 这 才 峰 除去 。 更 一 般 地 ， 我 们 能 够 证 
明 , 如 果真 实 的 谱 分 布 病 数 在 其 点 =o, A-R, WER 
的 周期 图 在 这 点 会 出 现 一 个 与 加 同 阶 的 尖峰 ， 

UPAA ARABS SRB. RAT AMA 6-34) 
式 或 (4-6-367? 式 出 发 计算 1,,Co,) 的 数学 期 盟 ， 这 时 有 
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gg 











np! I: 
EKo i= ZY (1 = tL) geolo), (4-6-41) 
2a hy 


; K 
i=— mtl 


在 相当 一 般 的 条 件 下 , 当 mm 一 co 时 E Co) BF 
Z D meo Gor) = Fop). (4-6-42) 


DRY ofe) 的 估计 T(tw) MPT BaP. Pil 
简单 地 介绍 一 下 关于 谱 o) 的 估计 


Agel 
fi) = = > dicos(fo), 一 了 S mw < w(4-6-45) 


YŒ jaagt 





的 某 些 结果 。 显然 ,(4-6-43) 式 和 (4-6-29) 式 相 类 似 . 但 是 , Fw) 
的 样本 性 质 的 研究 较 ffe) 的 要 困难 ,其 原因 是 a 中 含有 随机 
的 分 母 。 可 以 证 明 ,; 在 得 当 一 般 的 条 件 下 , 对 于 足够 大 的 m 有 
Et F(ca)} = flw) Ù Z wo w, 
p os {fe Ow, 
Var {7()} Luce wo ~0, r, 
Cov{ Pn), Faq) t wx 0 a, E D 
BA, WHEW AnA ENR a EAR AA B 
种 方法 是 Daniell(1946) 提 击 来 的 。 这 种 方法 很 简单 , 具体 说 来 
只 不 过 是 把 从 再 期 图 得 到 的 币 计 按 宽 为 28 的 频带 求 平均 , 即 定 艾 
Folw) 为 











(4-6-44) 


wta 
+ [T jday, (4-6-45) 
2g Joe 


这 种 做 法 和 产生 直方 图 有 点 类 似 ， 在 宽 为 28 的 频带 内 约 有 


zs /(72) 一 ms /m 


MAM feo), Hee 很 小 而 em BAN, Lo) OTH 
将 是 Ollem h RI (4-6-45) ZORA REAM 
bp EF i AR FCw) 在 频率 分 别 为 mo 十 8 io e 处 的 入 之 
= Bil 


。 284 











Eo) Poets) — Blom 8) (4-6 46) 
当 庶 密 度 在 《om — s，o 十 6) 内 比较 光滑 时 , 它 和 fo) 的 差别 
是 微小 的 ， 

另 一 种 产生 f(o) 的 柚 容 估计 的 方法 是 基于 C4-6-25) 式 [ 关 
于 这 方法 可 参看 Bartlect(1948)，《1950)]。 在 许多 情形 中 除了 
比较 小 的 开局 值 外 让 相关 函数 一 般 部 很 小 。 因 此 人 们 自然 会 想 
到 把 滞后 j 大 于 某 -一 个 适当 选取 的 得 ! 的 所 有 自 相 关闭 数 路 去 不 
加 考虑 , 即 是 定义 








Moyet (1 — 1L) aeos (jw), (46-47) 


它 和 合计 o MBRAT ENS — 4 WB HAREMA j 增加 
而 减 小 , 当 j 之 1 一 1 时 权重 为 零 ， 

a LUERE, AC) 和 hee) 可 以 写成 如 下 的 统一 形式 [参看 
Cox and Lewist1966),§5 一 3]: 对 于 多 二 0 或 i 


hi) bao — vf)dy 


一 二 DT PA cos (Gw), (4-6-48) 


20 jure 
其 中 40+) BRP ABR, CHMPHBHARE (af), mH 
C+) BERE 


f ha Cy)dy == ], (4-6-49) 


547 计数 的 一 .二 阶 年 的 估计 


设 从 某 一 任意 的 时 间 原 点 开始 对 某 一 平稳 点 过 程 进行 观测 ， 
以 = 表示 在 长 为 点 的 区 间 中 观测 到 的 事件 数目 。 人 六 常常 利用 
mm n/t, (4-7-1) 

作为 平 淘 发 生 率 mm 的 信 计 ， 央 为 根据 (4-2-26) 式 有 
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ECH) = Mhh = m, 
PRET C4- 7-1 EF. RR EME R AA 
TAS BURT RRR a CHR. Arf, FY ATERA 5 ST al 
REKE 4g fat SJ Se A A RE A. 

对 (4-7-1) 臣 阿 边 求 方 着 得 
Varm) 一 VO E, (4-7-2) 
当 名 取 值 很 天 时 ， Vara) = Vi(co)/2.. 因此 ， 对 于 长 的 观 
测序 列 , FRG AT LA TR Py SET A h PR ee 的 方差 做 出 
iait. 
PAIL O, al DATED HR ATAN, TEE 
kr 一 y AIK, Tite 的 原则 一 是 要 使 我 们 所 关心 的 过 
福特 年 计 得 到 较 芭 分 的 起 现 ; 二 十 归 使 得 在 每 一 个 长 为 的 区 间 
Ce EB ERG ALBA oe BORE RY, 
Bee Fe HES k PS RRO He ED EE AS SE. 
4 Ct) RADA i - 1 个 类 似 区 河 贤 开 的 区 闻 中 事件 数目 
EE, ERAT hie Fi Re X) 的 序列 协 方 差 
对 ， 是 类 羽 的 。 但 是 ,由 于 原点 和 = 的 选取 都 具有 某 种 伍 意 性 ， 因 
Cit) 更 为 有 用 。， 当 了 一 0 时 就 引导 到 考虑 由 C4-5-28) 式 定 
winnaar T+). TEHE Cir) 的 估计 ， 
证 oa 十 在 第 了 个 《长 为 的) 区 间 中 观 疾 到 的 万 件数 , 这 里 
p=], 2,77, 4, Mi Cr) 芍 一 个 汪 似 于 (4-6-0) 式 的 估计 是 
1 
Cr) 一 这 Em TY (S A(Z mise 

i= 0,1l, e, Å — l (4-7-3) 

注意 Cor) 是 Vor) 的 一 个 估计 

当 我 们 著 沉 间距 处 质 时 ,对 于 更 新 过 程 来 说 间距 序列 LX} 是 
esr Abs pe OR C= 0, AREA BUREN 
对 {nN 一 不 
HER oth TT. BN, RAIN EA R A eck. 


« 2B6 + 


























类 似 于 (4-6-107 式 ,对 于 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 有 





E{C(1)} = io ar, (4-7-4) 


“RRA, EE (r)} ear, HEHE CO) RAE 
WA, 内 为 对 于 均值 为 ar 的 泊 松 分 布衣 n =ar, MARUF 
(4-6-1) 4) 

Cary ly, 
k +o(+), fel, 


Var {Cr} = (4-7-5) 


oH). 

相关 系数 的 估计 可 用 通常 的 方法 由 协 方差 的 估计 Cr) a 
接 得 到 

MES EHE-NMMR VG) 的 估计 ， 在 $4-5 中 我 们 已 经 
看 千 , 方 差 -时 间 曲 线 实 际 上 是 对 应 的 协 方差 的 二 重 和 数 或 协 方差 
Sr eR. Ah, ROM HB eat RET IK 
Hee RAR OER, TO a, CE A i eR 
Lip HAR, GR bl SN RT INR EE Se E PE R 
it. 

HN Ae AS HHT, FA, EA 
BARB EE to, SESE BAT ESR ER 的 值 ， 
这 时 可 以 用 通常 估计 方差 的 方法 ， 即 根据 在 起 个 相继 的 长 魔 为 # 
的 区 间 中 的 点 数 给 出 方差 -时 间 曲 线 在 * 的 值 的 一 个 估计 ， 然而， 


人 们 电 可 以 根据 从 区 问 (£, Z| 开始 的 《 一， 个 区 同 中 的 事件 


数 作出 类 似 的 估计 。 把 这 两 个 估计 联合 起 来 就 能 得 到 一 个 有 较 小 
HRI. FRE Ma ae BB, 

“WBA Cox 和 Smith(i953) BURN, 它 实 质 上 是 
fA eye ARB LRA SDE, HS 《一 aft, 将 记录 序 
Wi co BE r bee mr 一 和 nr 一 rt An 是 
在 第 了 个 小 区 间 中 的 事件 数 。 再 令 
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(4-7-6) 


OP a = frka Pott + nri 
易 见 每 一 ”是 在 其 一 个 长 为 rr =s ORERE ERRE. 
因此 可 以 用 经 过 校正 的 关于 5" 的 平方 和 作为 VG) 的 估计 , 确 
团 地 说 ,我 们 联 





K 
_ , 3 { 
F T) =a —-- em . gere 
(rr) 3K? 一 Kr 二 rl 2 ¢ P) 
1 K “2 
一 二 uy 和 4-7-7 
APAL, (4-7-7) 


其 中 居于 一 + 十 1。 上 式 约 常数 因子 是 为 了 使 这 估计 在 齐 次 
BEAT EAE ie. Cox 和 Smith C1953) WT ERS 
SLO RAB RARER HHA Be 

Vac{VCrr)} = a C4741 + 3r + 271) + 0 (+). (4-7-8) 





当 了 一 1， 即 zz 一 了 上 时 上 式 变 成 
Cary (4) + an(*) + o(=), (4-7-9) 


这 和 (4-7-5) 式 中 给 出 的 Varir) 是 一 臻 的。 当 r 一 2， 即 
2r 一 上 时 (4-7-8) 直 给 由 


3 cay (+)+ Go 全) 十 (5). (4-7-10) 


直 以 上 式 王 易 见 ， 当 我 们 使 长 度 为 上 的 区 间 数 目 km n EK 
时 ,估计 的 廊 差 一 盘 会 碱 小 。 妆 uch, 减 小 是 不 显著 的 ; 但 
当 o 比 工 大 得 多 时 , 减 小 则 是 很 可 观 的 ， 另 一 方面 ， 随 着 了 一 
sir 的 增 天 又 会 使 得 这 种 减 小 变 得 不 显著 ， 

对 于 十 泊 松 的 平稳 点 过 程 ， 一 般 难 以 求 得 如 工 的 关于 这 估计 
的 抽样 误差 。 但 可 以 证 明 , 当 + < /5 时 误差 是 不 足 道 的 ,而 且 内 
有 对 这 样 的 上 值 才能 对 方差 -时 间 上 曲线 作出 合理 的 估计 。 
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Fy 3-H (AR RA BP RTE EE 4-7-3) RA 
tt Cr》 代 和 (4-5-20) 式 而 得 天 


PCr) = PCrr) = rr) + 2 > Cr —PCCr), (4-7-11) 


对 于 齐 次 泊 松 过 程 , 当 a 很 小 时 有 
ELV} = (1 — +) Vr). (4-7-12) 


利用 (4-7-5) 式 还 可 以 得 到 
2 if # t 
VarP O) — 2 (ar) (+) + GD 二) 


rap- 人 国 
er 
+o(=), (4~7-13) 


FEE M (4-7-8) RAR BM RE Cas) 是 主 
项 ,而 且 r ths MBSR WIR, r= tfr 很 大 )， 则 当 :fh 一 
115 时 VOWHEARMR A TO 的 方差 的 一 半 。 即 使 为 了 PO) 


具有 无 偏 性 (就 泊 松 过 程 而 言 ) 而 用 因子 (1 一 +) 去 除 ,这 样 得 到 


的 估计 的 方差 在 同样 的 * 值 范围 内 仍 较 VO) 的 要 小 些 。 

在 理论 上 ， 我 们 很 难 断定 FO 和 VC) 的 这 种 比较 对 非 沪 - 
HIERZ. AWE, HERA A, PO 相对 于 PO) 
iA RE RHE. 

在 实际 中 , 只 有 在 t A 20% B23 % BHAA TER HEN 
闻 曲 线 作出 较 满意 的 估计 ， 因 为 估计 所 得 的 曲线 在 这 范围 外 通常 
会 出 现 急 剧 的 增 大 或 三 小 。 - 

图 4-7-1 ERRE HH BEL SOD A E i eR i 
H Pid PO), Bit, — 84830, s m 255, Kinde a= 


+ 





1009 -000 3000 090 5000 oco TOO 8009 M00 
0,035 0.070 0.105 
It ty 
图 4-7-1 REEE LG EHRE BT RH 
Fos) 和 FO). 
0.00301, 取 一 75， 则 在 一 个 长 为 了 的 区 间 中 只 平均 事件 浆 些 
比 1 小 得 多 。， 我 们 看 到 大 概 在 300087 < 36000 H EA t 
线 PCG) EHRRARAL SSK, LABRET HAMMER 
终 变 为 负 值 。 我 们 把 VG) 在 区 同 3000 << + < 36000 中 取信 的 
SPREE AR KREBS 0.0068， 这 是 曲线 Tea 的 渐 近 斜率 
V’ Coo) 的 …… 个 粗 栈 间 估 计 . 据 此 及 (4-5-39) 式 可 算 由 出 (4-5-160 
式 定 义 的 散 度 指标 的 估计 渐 近 全 是 Coo) = 0.006#;0.00301 一 
2.26, k Mh BYR V Ce) 的 渐 近 斜率 估计 值 0.0068 由 (4-7-2) 式 又 
可 算出 估计 遍 一 0.00301 的 标准 差 是 0.00687169660 一 0. 0002. 
下 面 简 单 讨论 协 方差 -时 间 曲 绕 的 估计 .在 平稳 点 过 程 的 统计 
分 析 中 ， 两 个 相 邻 的 长 度 为 7 的 区 则 中 事件 数 的 协 方 差 有 时 是 有 
用 的 ， 世 是 ;我 们 记 要 对 它 的 极 吕 Coco) 感 兴 趣 ， 可 以 证 明 ,对 
于 平稳 点 过 程 有 
VO = Vlo — 2C,Coo} & v2), (4-7-14) 
其 中 vy) 是 某 个 当 t> œ HETEKRE. 因此 ，C 会 
有 关于 方差 -时 间 曲 线 下 人 的 某 些 信息 。 此 外 ， 由 54-3-21) 式 和 
(4-7-14) 式 有 
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Ci) = K — VG) 


= + [V'(00)2t — 2€,C00) + yO] 


— [VC — 20\€00) + ye] 
= Coo) + YR +. yep, (4-7-15) 
如 果 用 (4-7-11) 式 给 由 的 傣 计 普 CD RUS- VD 


我 们 就 得 到 Ci) 光一 个 估计 ; 
~ Čir) = ČC) 





= = [2G Ce) 二 2 5 (2i 一 DECr)| 


i=] 


— liče) +2 5 (i 一 DECr)| 
= Sidi + Hap, (4-7-16) 


估计 问题 ， ARR RA 
YA 一 ff — mm), 

YC Be mO 的 一 种 较 好 的 估计 方 钴 是 根据 观测 序 列 中 
AGERE AP cn AAPA AT RE REM A, Bin, REM 
Bl Je - - FE ee BON IB) UAT 8. AS AE E o, 设 在 
Me SAL A Ul aul di] a 4p Be EE hs te ee R IEM 
GAH n RRS SRE RAR PSR. THIS Sl nts 一 
1/2 个 相 邻 事件 间距 的 和 数 man, hy ttt, Ae 
再 一 和 下 一 Pr by hats fa laan HE CO, al SA 
EEST 的 小 区 间 、 为 了 作出 直方 图 ， 我 们 用 nu 表示 落 在 区 
间 Cie, (24+ 1dr) Ch 0,1, 2 ) 中 的 这 些 和 数 的 数 旧 并 用 
at 去 除 这 些 计 歼 ， 这 一 程序 在 分 析 上 可 通过 定义 








"i 








Ce) = + SS Gus) 417) 
Y=} imi 

来 表示 , 这 里 A O) 是 狄 拉 克 5- PRE, RT BM LAL Ce) 

作 基 种 类 型 的 平 泛 才能 得 到 一 个 在 实际 中 有 用 的 估计 ， 易 见 在 区 

H Cir G + Dr (4-7-17) RAWUN- BRM CA r 

因此 我 们 有 


r 1 全 十 二 ) 下 ~ 
一 一 一 tip se ed ts 
nT t Je 


一 二 1Cr +r) —Miir)}, (4-7-18) 


这 恰恰 就 是 则 才 提 到 的 直方 图 ， 但 是 ,不 礁 着 出 对 于 有 限 的 i 来 
说 ,这 估计 的 偏 倚 很 房 害 ,因为 在 作 直 方 图 时 本 应 把 在 区 闻 G + 
h, tdr erie l,e, a) RRDP E MOr + 
T) 一 Miir) 的 估计 。 然而 、 使 得 ntir 大 于 n ARIS 
上 对 这 平均 数 没 有 任何 贡献 ， 因 此 在 作 直 方 图 时 用 # 除 是 不 适当 
的 . 

为 了 获得 mje》 的 一 个 无 偏 估 计 , 我 们 利用 计数 过 程 的 样本 
函数 N. 把 r 写成 


Far [Dr 





与 一 上 aa 
ANAN, a, + | | dN, dN yas 


a 
r= | 
! atg-U+dic air 


sæi ! +=]. 
{4-7-19} 

对 千 之 0， 根据 (4-5-26) 式 知 

E(N dN ya) = mm;CA)dadh, 


由 此 易 得 (4-7-19) 式 中 第 一 项 的 数学 期 望 是 
Ch — ir —r)m 全 ” mCh dh, (4 7-20) 
第 二 项 的 积分 区 域 很 小 ,我 们 可 以 假设 在 这 积分 区 城中 mA UE 
似 地 是 一 常数 。 这 时 第 二 项 的 数学 期 望 就 近世 地 等 于 
1 ates 


zem] 
it 


Lyr 
Ajdh, 
2 mA) 
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把 这 结果 与 (4-7-20) 式 联合 可 得 
EG) = (n — ir — =) m fo madh (49-21 
因此 ,着 帘 是 估计 的 平均 发 生 率 ,注意 到 
ri 人 my udu, 


则 mks》 的 一 个 无 篇 的 平滑 估计 起 





fay (dr + 2) — n 
a m (s — it =) T 
nn +i 
一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 | Fp sede 
(mr) 出 
Fa 
t Gir 
二 一 一 一 一 一 一 一 | fig udu, 
T ir 
(1 —te—4 Je (4- 7-22} 


不 难看 出 ,这 估计 只 不 过 是 用 一 个 校正 因子 %/ (sa 一 搓 一 三 法 


AI HTS Ast. 
Wt RE hs Dye BE 


T(r) {a (ur + +) — a}, (4-7-23) 


我 们 不 准备 详细 讨论 Ar (Jr + T) 的 分 布 ， 但 是 ， 如 果 我 
们 观测 的 是 齐 次 泊 松 过 程 ,这 估计 的 均 信 很 接近 mr .因此 ,我 们 希 
SIZE r M m (Ie 十 =) 的 显著 性 界限 、 通过 


著 碟 给 定 观 调 到 的 事件 总 数 ?时 ri 的 条 件 分 布 ,我 们 可 以 证 明 对 
于 大 的 # RURI r/n r EAEEREN. EB E 


— lr i}/e _7- 
nin 一 lr (4 ir 2 VEE (4-7-24) 





而 方差 也 很 接近 (4-7~24) 式 ,， 





于 是 根据 正 态 分 布 的 特点 和 《4-7-24) 式 不 难 写 册 一 些 常用 
的 显著 性 界限 。 例 如 在 汽 松 过 程 的 罕 傣 设 下 ， 击 《十 王 ) 的 














RAS 更 的 显著 性 界限 分 别 约 为 
Aa) 14 96 fr (+ — ir — zy" {4-7-25} 


ae + 2.56 {x (+ — ir — DF” ~ (4-7-26) 


4-7-2 给 出 对 于 前 向 引用 过 的 计算 机 故障 资料 的 估计 强度 


函数 (ie +S) 以 及 这 估计 的 1% 和 5 多 的 显著 性 界 眼 ， 其 


中 一 200， 裔 一 af 一 0.00301， 靠 外 边 的 两 对 《近似 的 ) 水 平 
线 分 别 是 根据 (4-7-25) 和 (4-7-26) 式 算出 的 1% 和 5 多 的 显著 性 
FAR. SO APR ASRS ee + 或 1 的 增加 而 略为 增 大 ， 但 这 种 变 
化 在 图 4-7-2 所 显示 的 范围 内 很 不 显著 。 
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最 后 ， 我 们 讨论 谱 密 度 的 估计 。 先 把 由 (4-5-33) 定 义 的 谱 密 
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度 改 号 为 
oo = 一 fı + |, etem) de + 人 eim Gish, 


wo > 0, (4-7-27) 
RET RENEE (X) 的 谱 密 度 估计 中 的 Hal BES 











& (a) = CO— =H ermdN Cr) 
wt, 
= ——--__ eit 
-7 (3. cos CT aD i 之 in (Toh, 
(4-7-28) 


其 中 了 Ta 是 在 区 间 (a, z | 中 观测 到 的 4 个 事件 的 发 生 
时 间 。 这 个 量 的 机 的 平方 就 是 周期 图 
IF 60) = F(a Co) 
mmr —__ 5 5 eT Tp 


Why cml =] 


ar 十 一 LS; > ei Peg TH 


ty r=] j=j 


ae, M-i 
+ Sy er (4-7-29) 


fo rm. j=] 


注意 到 犹 拉克 -函数 的 傅 里 时 变换 是 
1 °° i 1 


-一 Bla — ted: = — ef 
oa |. ) 2a 


和 os ale, WBR- RR BH ARH SS (4-7-28) 式 
比较 ,我 们 就 得 到 


,= 所 fı 十 人 eofn Cede 十 下 ei deh 


.195- 


(4-730) 
PA EMEC 7-27 RAAB A Clo 是 alo) 的 一 
Wiik RIBET glo) RE Zlo) M Tla) BE 
些 美 似 的 样本 性 质 , ERA TIRER A RR 
一 点 是 ule) 一 般 不 是 周期 函数 ， 因 此 客 的 估计 gCo) 也 如 
此 。 SORES, RATS EERE ET gCo). 
正 是 因为 两 者 之 间 存 在 这 样 一 些 不 同 点 ,所 以 对 2.Co) 的 估计 和 
关于 名 Cwm) 的 样本 姓 关 的 讨论 比 起 对 事件 间距 的 谱 oP? fC) 的 
估计 和 关于 Ko) 的 样本 性 质 钓 讨论 村 困难 得 多 。 
我 们 仅 就 泊 松 过 程 的 情形 简单 地 讨论 一 下 io) 的 样本 性 
质 ， 令 





(10) fil) + IB C0), 
可 以 证 明 。 当 or 是 2x DERRI, Alo) 和 Bla) 是 
不 相关 的 ， 而 且 当 一 oo 时 ， 两 者 都 浙 近 地 有 零 均 值 和 方差 为 
ix 的 正 态 分 布 。 因 此 salo) 与 一 自由 度 为 2 的 za 分 布 随 
机 变量 成 比例 ,确切 地 说 ,我 们 有 
PLS Ka) > yp we 


Phm, h 4-7-31 
(2 ) 《 ? 


Blam F,(o) 在 这 些 o 信 处 的 均 信 和 标准 差 都 { 近 似 地 4 等 二 
ifm, SRR MAK foe) 的 相应 结果 是 类 似 的 。 
通过 把 gCo) 写成 
网 1 [|# 2 a — r, a 
fa} P [* + n 之 之 cos {CT 4; TD .4 7-32} 


还 可 进一步 求 得 


oo 
2 sin 一 -一 
E{g.(o)} = 24+ Mie ft (4-7-33) 
= * city 
2 
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BS ot, 是 2= HERE RAT, bib ARRAS MS 
TE. Bom OMA RI, 当 虽 40 时 的 改良 情形 ) 这 到 最 大 
a 4 C1 十 445), 

Fae) 的 方差 和 Hlo) WRA oh AE b ARMIA 
法 求 出 。 但 是 ,除了 当 如 是 r/n AEO RARER, 4 
a lds 时 简单 地 有 


Vartëse) ~ 5 (i +L), (4-7-34) 


w 


RCo) 在 两 个 都 是 2e/, 的 整 倍数 的 不 同 频率 o, 和 w， 处 的 相 
RE 


1 
Corri g z ae t, 4-7-35 
orri Ca), AETR; I in ¢ > 


对 于 非 泊 松 过 程 的 情形 ,关于 poo 的 数学 期 望 , 方差 和 机 
RA Mie BESS, Bartlett (19632), (1963b) 证 明了 对 于 重 
BSL RAIS EA, 24 (co ty ME th (4-77-31), BARRA go) 
代替 A/a, MA aio) 在 不 同 频率 处 的 相 头 是 OC1/4), 


[二 





第 五 章 ”复合 泊 松 过 程 , 标 值 点 过 程 
FORE Tle 


SH 复合 泊 松 过 程 的 定义 和 例子 


随机 过 程 {Xs > 0} 称 做 复合 泊 松 过 程 ,如 果 它 可 以 表 为 
如 下 的 形式 : ate: SO 
X,= 5 Ya ， (5-1-1) 


aml 


其 中 {Na + 守 0} EP AIRE 2G) 的 泊 松 过 程 ，{Y,, # 一 
1,2, -+-} 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 而 且 还 假设 过 程 
Na #220} 和 序列 {Y,} 是 相互 独立 的 。 

下 面 考察 几 个 例子 。 

例 5-1- 《保险 公司 支付 的 人 寿 保 险 赔 偿 金 总 数 ) 设 在 保 
险 公 司 买 了 人 寿 保 险 的 人 在 时 刻 S 300 FE EN RPA 
{S,} 形成 参数 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 .如 果 在 时 刻 5. 死亡 的 人 的 保 
险 金 额 是 Y,， 而 且 保 险 公司 在 这 个 人 死亡 的 同时 支付 这 一 数量 
的 赔偿 金 。 保险 公司 自然 希望 知道 在 任意 时 间 区 间 《0，#] 内 它 
必须 支付 的 赔偿 金 总 数 X,, PLE MKB DR SEED 
能 满足 要 求 赔偿 的 人 ,在 了 .tn = 1，2，,'…*)》 是 相互 独立 同 分 布 
随机 变量 序列 而 且 {Y.a} 与 过 程 {5.} 也 相互 独立 的 急 设 下 ，1{X,， 
120} 是 一 复合 泊 松 过 程 . 

例 5-1-2 《矿坑 的 涌水 量 ) 煤矿 矿坑 会 发 生 涌水 现象 ， 如 
果酒 水 的 发 生 时 间 是 Si, 名, 。 这 一 有 时间 序列 {3,，# 字 1} Æ 
R- GEV ARTE. 假设 在 时 刻 S, 发 生 的 涌水 水 量 是 
Ye Y.a = 1,2,0) 是 相互 独立 同 分布 随 机 变量 。 而且 还 独立 
于 它们 的 发 生 时 刻 S, Sotte. MÆR EEKE CO, 2] 中 的 总 涌水 
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dh 8 AAEE, 

例 5-1-3(5 机 器 损伤 的 积累 ) ”机 器 在 使 用 过 程 中 会 办 个 然 的 
磁 担 ，、 嵌 动 或 其 它 意 外 事故 受到 其 种 程度 的 捉 衔 。 MRR 
度 可 用 一 数量 指标 刻 划 ,并且 其 有 可 加 性 , 则 在 意外 事故 的 发 生 形 
成 一 强度 为 4 的 泊 松 过 理 , 同 时 各 次 事故 引起 的 损伤 程度 了 多 一 
1，2,"…) 是 相互 独立 同 分 布 随 机 变量 且 与 发 生 时 同 无 关 的 假设 
F, TERHEKRE CO, 1 RAR X 形成 一 复合 泊 松 过 
FE. 

P 5-1-4 KEREKE BREEN KKR E Ek 
HAEA A AOA od RE, MERR E RRR BK ED OK 
其 起 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 而 且 与 各 次 降水 发 生 的 时 | 间 岂 
晤 独 立 的 ， 于 是 在 任意 对 间 区 间 《0, * 中 水 库 积 售 的 总 水 量 X, 
形成 一 复 谷 泊 松 过 程 . 

例 5-1-5( 蔬 客 成 批 到 达 的 排队 系统 》 设 师 客 到 达 某 一 服务 
系统 的 时 间 引 ，5;,"** FBR A AR. RE 
是 成 批 到 达 ， 即 在 每 一 时 刻 3。 可 以 有 多 个 顾客 闻 时 到 达 ， 若 以 
Y。 表 示 在 时 刻 S. 到达 的 奈 客 数目 ， 再 设 Ya —1,2,---) 是 
相互 独立 所 分 布 的 王 整 数值 关机 变量 ， 而 且 {了 Y,} 不 依赖 于 它们 
的 发 生 时 间 h TE, ARKH 《0 ,口内 到 达 服 务 系统 的 
顾客 总 数 X， 可 用 一 复合 汽 扒 过 程 描述 。 

例 5-1-6 《星体 或 生物 后 代 的 分 布 ) RAC) BAR (或 生 
物 群 体 ) 的 “中 心 ” 是 按照 强度 为 4 的 平面 或 空间 泊 松 过 程 分 布 . 
GD 围绕 着 每 一 “中心 "产生 一 些 星 体 ( 蕊 生物 后 代 )， 其 数目 由 一 
具有 离散 分 布 P{Y 4] = p HAIE RY AE., Gii 各 星 
体 针 (或 生物 群体 得 ?的 分 丰 是 相互 独立 的 ， 而 且 与 “中 心 " 的 位 置 
无 关 。 在 这 污 侵 设 下 ， 和 位 于 平面 或 空间 的 某 一 区 域 尺 中 的 “中 心 ” 
产生 能 星体 (或 生物 后 代 ) 总 数 可 以 表 为 

X(R)— $Y, (5-1-2) 


ryehk 














这 里 Y, Bh ey re 的 艇 所 含 的 星体 《或 生物 后 代 ) 数 
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E. 这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 平面 或 空间 的 复合 泊 松 过 程 . 

应 当 指 出 ,上 面 的 例 5-1-5 中 给 出 的 过 程 谷 好 就 是 42-4 中 讨 
论 的 广义 汽 松 过 程 .加 此 ,复合 泊 松 过 程 可 以 看 作 是 广义 泊 松 过 程 
的 推广 ,而 后 者 则 是 前 者 当 Y, 内 取 正 整数 值 时 的 一 种 特 珠 销 形 。 


552 标 值 点 过 程 和 多 元 总 过 程 


从 复合 泊 松 过 程 的 定义 看 出 、 这 类 过 程 可 以 看 作 是 用 如 下 方 
法 产生 的 随机 过 程 ， 对 泊 松 过 程 {N,, 2 > 0} 的 每 一 个 点 都 赋予 
一 个 辅助 的 随机 变量 , 记 连 系 于 第 “个 点 的 辅 动 变量 为 Ya om 
i, 2e, BE (Yo 22 BMAD HHL EF 
列 ,而 且 {Y n > 1 MIN, +20 GERD. TE, mE 
RTRERKE (0, 1 PRAAN HR RBA) C- 
1-1) RBH Xo Wot {X10} B-SEA HME 
上 述 想 法 作 进 一 步 推广 就 引导 到 标 值 点 过 程 这 一 重要 的 概念 。 

定义 对 2-3 设 {N,, 220} 是 一 基本 的 点 过 程 ， 对 这 过 程 
的 每 一 点 S, Ca 一 1,2，…--) 赋予 一 个 辅助 的 随机 变量 汗 把 这 个 
辅助 变量 称 做 连 系 于 这 点 的 标 值 w， 这 里 an 随机 地 取 值 于 某 一 
RUSH 久 。 我 们 把 这 种 每 一 点 都 带 有 一 个 标 值 的 点 过 程 称 做 
标 值 点 过 程 (marked point process), 

标 值 空间 OW WLLE—-MOMRB. HHT es RRE 
MPM, RNERe WM 中 已 定义 加 法 运算 .经 常 遇 到 的 情形 有 两 
种 ， 第 一 种 是 离散 的 标 值 空间 , 即 % = {Us Unt Uate} 
是 一 可 烙 集 , 其 中 每 一 是 一 个 有 限 维 的 实 向 量 ， 暴 型 的 例子 
是 PZ m $l, 2e, moo) 由 所 有 正 整 数组 成 ， 这 时 第 = 个 
点 的 标 信 ww RUA A TLR ERAS. 有 于 个 点 同时 发 生 ， 
第 二 种 是 渤 续 的 标 信 空 间 ， 即 BW 是 有 限 维 欢 氏 空间 或 它 的 一 个 
区 域 ,这 种 情形 的 一 个 典型 例子 是 一 (0，oco). 

在 二 般 的 标 值 点 过 程 的 定义 中 ， 既 不 要 求 标 值 {w} 是 相互 
独立 同 分 布 的 随机 变 垦 序列 ， 也 没有 规定 标 值 琶 独 立 于 上 虹 本 点 过 
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E. Auk ite RAL, EE i ee LER 
述 很 广泛 的 一 类 自然 现象 和 社会 现象 。 例 如 ， 当 我 们 对 低 师 大 气 
噪声 进行 观测 时 ,我 们 可 以 用 一 个 点 过 程 来 措 述 脉冲 的 发 生 时 条 ， 
得 瓜 仅 是 这 些 时 间 还 不 足以 完全 反 鼎 大 气 噪 声 约 主 过 特点， 尤其 
是 这 类 脉冲 的 振幅 变化 的 幅度 很 大 ， 而 振幅 的 天 小 对 以 低 绒 工作 
的 无 线 电 接收 机 的 影响 又 有 很 大 的 姜 异 ， 因 此 ， 我 们 至 少 应 该 合 
每 一 个 脉冲 的 发 生 时 间 和 它 的 振幅 连 系 起 来 ， 这 就 引导 到 一 个 带 
BRAHMS Gee ARBOR ceo KM R ER 
闻 )， 在 排队 诊 中 , 标 值 点 过 程 也 是 很 有 用 的 。 特 中 地 ， 人 们 可 以 
利用 同一 个 基本 点 过 程 研 究 不 同 的 排队 系统 特征 ， 因 为 只 须 髓 予 
| 这 过 程 的 点 以 适当 的 标 什 即 可 ， 例如 ， 我 们 可 以 把 由 顾客 到 达 时 
间 描 述 的 输入 过 程 必 为 基本 点 过 程 ,通过 取 硕 客 的 等 待 时 则 ,服务 
时 间 ,项 客 到 达 时 的 队长 ， 质 客 要 去 的 服务 站 号 (在 多 服务 站 或 排 
. 队 网 络 的 情形 ) 或 成 客 所 属 类 型 《在 多 类 型 状 客 的 情形 )…… 等 作 
标 值 就 得 名 研究 不 同系 统 特征 的 有 力 手 发 和 媒介 。 关 于 这 类 问题 
的 系统 讨论 可 参看 Franken, Kénig,，Arndtand Schmidt( 1981), 

在 理论 和 应 用 中 都 有 重要 作用 的 多 元 点 过 程 《multivariate 
point process) 也 可 以 看 作 是 一 类 特殊 的 标 值 点 过 程 。 阁 今 为 
止 ， 我 们 在 研究 中 一 般 假 设 点 过 程 的 点 除了 发 生 时 间 ( 或 者 说 “位 
置 ") 不 一 样 外 ,它们 之 间 没 有 任何 其 它 差 别 , 这 也 就 是 说 点 是 不 可 
区 分 的 。 当 过 程 的 点 被 区 分 为 若干 不 同类 型 时 ， 对 应 的 点 过 程 就 








点 可 以 被 分 为 有 限 多 或 可 数 无 穷 多 类 型 。 因 此 ， 这 类 点 过 程 可 以 
用 一 有 限 维 或 元 穷 维 随机 向 量 ， 即 (N, (1)，.…，N AD 或 
(NN), NCR) 》 表示 ,其 中 NCA) 给 出 在 时 间 区 间 (0, 
1 中 发 生 的 第 天 类 点 的 数目 。 在 实际 的 研究 中 第 党 假设 不 二 类 
型 的 点 不 会 同时 发 生 。 事 实 上 , 当 点 的 类 型 数目 为 有 限时 ,通过 引 
进 新 的 点 类 桓 能 把 一 盘 的 多 元 点 过 程 化 为 这 种 比较 简单 的 消 形 来 
研究 。 从 上 述 定义 不 难看 出 。 多 元 点 过 程 也 可 以 诈 一 个 带 有 你 信 
的 一 元 点 过 程 来 描述 ， 这 时 基本 点 过 程 是 一 个 由 所 有 点 发 生 时 间 
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Fa PRS 

应 当 措 出 ,多 元 点 过 程 和 第 一 章 所 到 的 多 维 点 过 程 Cmaltidi 
mensional point process) 是 玉 个 不 同 的 概念 。 后 考 是 指点 发 生 
空间 A” SES ERM > 2) 的 一 元 《本 只 有 一 种 类 型 的 点 ) 
过 程 。 人 们 有 时 也 把 多 难点 过 程 称 做 空间 点 过 程 . 

对 于 标 值 点 过 程 也有 计数 过 程 的 类 伺 物 ， 我 们 称 之 为 标 值 昧 
讨 过 程 。 

3M5-2-2 设 {N,; +20} 是 一 基本 点 过 程 ， 它 的 每 一 点 
S(a—1,2,°--) 带 有 标 值 w,， 我 们 把 由 


Ny 
Tr Da, (5-2-1) 
n= 


在 全 5-2-1) 中 定义 和 一 0， 靶 标 值 空 间 的 零 无 素 ， 易 见 x, 表示 在 
时 间 区 乔 《0, z 中 发 生 的 点 的 标 值 之 和 。 过 程 x A 
BRR, 5-2-1 显示 一 个 标 值 点 过 程 ， 它 的 基本 计数 过 
程 和 伴 泗 的 标 值 累计 过 程 之 闻 的 关系 ， 这 例子 的 标 慎 空 间 基 实数 
BAR, ARAE, 4A Cn — 1, 2,---) ERR OR 
AR ARE Wa Rit RES, BEATA AREE 
E. 

如 前 记述， 复合 泊 松 过 程 基 一 类 特殊 的 标 值 点 过 程 ， 这 时 基 
本 点 过 程 是 一 强度 为 1G) 的 泊 松 过 程 ， 标 和 值 mw。 就 是 45-1-1) 式 
中 的 Y。.， 它 们 基 相 互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,而 且 它 们 还 独立 于 
基本 点 过 程 ， 这 梓 一 来 ，(5-1-0) 式 给 出 由 (3-2-1) 式 定义 的 标 值 
Rie. 

一 般 标 值 点 过 程 是 由 Matthes, Schmidt 和 Kénig 等 人 于 
本 世纪 如 年代 首 先 引 入 和 研究 的 。 关于 这 类 过 程 的 详细 讨论 和 
应 用 ,例如 ,可 参看 König (1976), König, Rolski, Schmidt and 
Stoyan (1978), König and Schmidt (1977), Franken, König, 
Arndt and Sehmidt(1982) 和 SnyderC1975), 
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SARIS. wal 


基本 计数 过 程 仙 





td Ri LE 





§5-3 复合 泊 松 过 程 的 特征 泛 疯 


在 第 二 章 我 们 已 经 引入 了 随机 过 程 INO} ORES 
R- AENA, ZEA 


pÊ iv) = El empi N van, |} 


=E {opi | VOAN, Yh» 


其 中 sO 是 R LERR EAR ZE O, T] HRR REK 
BE) AULA AN SRE aCe) WARE (N > 9) 的 
特征 泛 阔 有 加 下 表示 式 : 





drli) 一 eof" uence — drh, 


式 中 的 « 就 是 上 面 提 到 的 函数 oD 的 简写 ， 现 设 [x 1 > 0} 
是 一 复合 泊 松 过 程 ， 它 的 基本 点 过 程 是 强度 为 20) 的 泊 松 过 程 
{N 0}, Mik Y, 取 值 的 空间 ( 即 标 值 空间 ) 是 炉 维 向 量 空 
间 ， 则 按 定义 知 过 程 {x,, + 之 90} 的 特征 谤 函 是 


em sit) 
= E feli l vide, ), (3-3-1) 


这 里 v, 是 定义 在 R 上 的 具有 有 界 支 水 《0，T] 的 e 信函 
%, o 是 vw, 的 转 置 向 量 。， 当 给 定 基 本 点 过 程 在 区 间 Or] 中 
的 点 数 Nr MARERA Sstt Sur BE, (5-3-1) 式 中 的 积分 
可 窟 成 如 下 的 和 数 形 式 : 























0 Nr =i, 
T N 
‘de =d ot 5-3-2) 
vide. S185 WaNy l, £ 
kel 


AH ese RAINE Vs, Ao, 的 点 积 。 利用 条 件数 学 期 望 的 
性 质 可 推 得 





plin) = 5 PUN; = nde} exo( i N vidx,) Nz 一 j } 


= P(Nr= 0+ SPN = 2) 


ehali eaa] 


Nr = 中 (5-3-3) 
kai 
因为 对 于 带 时 倚 强 度 1G) ARO, MA Nr hs Si 
Sst Sy, 和 Nr 个 相互 独立 同 分 布 随 机 变量 的 次 序 统计 量 有 
相 局 的 分 布 , 这 些 变量 的 共同 分 布 密度 是 


ro Oly, dds) OKET, (5.5.49 
o, 其 它 情形 . 
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小 此 并 利用 标 值 mm, …- ，uwr 的 独立 同 分 丰收 质 得 
E [er 人 Se swa) Nr =a} 


-E |E [ee (Bos) 


[Nr = my Sist Sm] Nr — af 





Nr 
= EAT] wo iN = 9} 


T -FT C] 

一 IC. aoa) | roo da], (5-3-5) 
其 中 4.(05,) 一 Efexp(igvD】 是 标 什 随 机 变量 的 共 司 将 征 函数 
在 a= on 处 的 值 .将 (5-3-5) 式 代入 (5-3-3) 式 并 利用 Nr 的 
PAS) 7a UE BERR HEY 

T 
bliv) = oof Ddi} 

odr, 


+ = exp {— 人 scour 
x {({" Koa) E aoea] 


nì 





of F Kon} jz hes Dhn wal” 
n nl 
= ei UC b.C8,) — Dash, (5-3-6) 
HH 0 ogzi <s 
一 = ? 1 
网 O «<<: T, 
L 


T 
| v,dx, = atx. = x,). 
['] 


Sot 4 (EZRA (S-3-1) RR x, 一 x, RRA 
div) = drul) 
一 “ff Dd pa) 一 ih, (5-3-7) 

ite @ Sed Fs oA Be a pe h 
Heit. SA, ABER -3-6), RATA 
论断 的 一 个 简单 的 严格 证 明 。 ok RCS -3-6 AH AY o, 
作 一 特殊 的 规定 。 对 于 性 意 正 整数 fs 设 Cst Je Cree] s "tty 
Csel Æ k CEA ZAKE. $ 

o, — qa aS i Hgo 
6 其它 情形 ， 

Ah 这 13 tt Hy 是 给 定 的 常量 。 于 是 (5-3-6) 式 变 成 


eiv) = T] em [fi acerast ance) — 11}, 


这 就 证 明了 Xa 一 xa Ck a lier, n) 是 相互 独立 的 ， apii X, 
AMIR, 
如 果 和 党 合 泊 松 过 程 的 基本 点 过 程 {N,,t 之 0} 是 有 常数 强度 4 
的 齐 次 泊 松 过 程 , 则 可 以 进一步 证 明 这 样 的 过 程 还 具有 平稳 增 量 、 
事实 上 ,由 (5-3-7) 式 知 对 于 任意 0 二: 过 1 种 + > 0， 增 量 x, 一 
ac, 的 特征 图 数 是 
bus 2) 一 cp 人 adile Ca) 一 11} 
wm exp{1Ct — Diela) — 1}. 
而 增 量 Xar 一 Xe, 的 等 证 函数 则 等 于 
Paripe ritu = exp {~ Adsl pla) 一 u} 
= exp{lCt — DLlE — 1)}. 
我 们 把 上 面 的 结果 归纳 为 如 下 定理 : 
定理 5-3-1 HAMARRA HAVNE. 若 基 本 点 过 程 是 
齐 次 泊 松 过 程 , 则 进一步 有 平稳 增 量 . 
KOO SRM RES SARA RR. BOR 
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#2(5-3-6) (5-3-2) ABS EBA Viol Oe ine BA 
Re Me ATR. ik (No 120} Æ SRM, CRA 
也 了 过程 的 强生 是 Ct), TERE RER AA A PR A 1,2,°°-) 
AYRE IE py, ART, SSI Al = {1,2,---, kah TARIE 
变量 # 就 表示 该 时 刻 发 生 的 点 数 ,变量 # A EB E 








bod) 一 SD) pet, (5-3-8) 
kel 
FH ON, fue 
by (iv) = exp 1 TOLD pein 一 rar}, (5-3-9) 


这 过 程 在 区 闻 Cs, 1] PAM ON... EMMER, CRIER 
数 是 


duce == exp (f Opa pert — 1|}.C5-3-10) 
< kmi 
MAG) = ft, (5-3-9) AGS -3-1O RRL 
dyliv) = expfaT (È pyrit 一 + 中， (5-3-11) 


qula) = “lis( > paeit 一 1). (5-3-12) 


$ 5-4 一 阶 和 二 阶 统 计量 、 概 率 母 沁 庄 


复合 泊 松 过 程 {x; 10} 的 一 阶 知 和 二 阶 炬 可 以 利用 特征 
基数 45-~3-7) 求 出 , 即 有 


E(x) ~ 7 oul) 
da 


ami 





Fpa) 
Üe fumo 

Ah pela) ERARE x， 的 特征 函数 , 它 由 (5-3-7) 式 给 出 . 

Of. (a)! Oa BH i TIKH O¢,,/ Oa; HAE. Coala) da’ 
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Elx or? 



































{eet = 19) fy} are {tr -eso forjas | fiti C901 ‘fy axe ETS 
fo es {wr = Epro f} axe pru = eroon fos KHH a 
ee fh = Re se) ae fr = (YSIS — lejar | WHE 
、 国有 
e ne e a foes <corsiorcon}iee| wie] 
ae ee | 
[oe dx» bol veer Bho fo ta -Corelcy f} er “Oe | 
BRUH IRUR an whee 加 











一 
rs % 
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“WE OE Ee SEY CYD E Ce Cz 
‘Coos BPS Bd 
(HO) MESES 0ng MERE Mike Bele M Be 9 ME (1) H 








(384) uroy (rsa yurwy KA, Z) Ctt yurmy C A) H 
melon yy an mplay 本 | "ay 3) mpe ifer oud nng 





my 














| na <) (nn) gy 
| 
say’ ! cr [Oda 2 |. sox jemg 
iy (tay RZ) ngiy 





sow | rere fea ) sw | ma 








FE mx mE EAS iR ACH Fola) doa Fi 
用 这 些 关 系 式 可 推出 


E(x,) = ECu)| 1ds, (5-4-1) 





I, = E(xxD— Elx, ECx) = E(u’) a(sjds, (5-4-2) 
E(x) BARODA E, PAR i 行 元 素 是 
ECxz = E(u’) f Msdds, (5-4-3) 
=, BR x, RRND EE, eR ba CRE 
ail m Coy (ai, xf) — E(aéu!) | Mads, (8-4-4) 
特别 地 , 当 ;一 了 于 时 
oi = Var(xi} = ECs’) | (sds, (5-4-5) 
按照 定义 , 协 方差 矩阵 
KCs, 1) = ECx,x,) 一 E(x,E(x,) 
= E(x,(x,—x, Hx] 
— E(x, )E[ lx; — x, + x,}] 
= E(x,x,— x,)]+ ECx,x,) 
= ECx DEL, — xX,)] 一 E(x, E(x). 
BISscrh HESABR EN ty BRE 
Elx, (x, —2,)] = E(x E(x, — x,)], 

















所 以 

K,(s, 7) = &,, 
Kotha AEEA, BI Ks) = Ksh MOSS 
sist 4 

Ks, 1) = 2, 
这 两 种 情形 的 结果 可 统一 写成 

K,(s, 2) -= 2 minin 

Cw dw, (5-4-6) 


minist 
o 


= Eu’) | 





齐 次 泊 检 过 程 ， 带 时 倩 强度 的 浪 松 过 程 和 广义 汽 松 过 程 的 特 
征 泛 函 ,特定 漳 数 ,一 阶 和 二 阶 矩 都 可 以 由 对 复合 泊 松 过 程 的 标 值 
空 闻 枚 以 特殊 的 规定 而 得 到 ， 为 便于 比较 和 应 用 ， 我 们 将 这 些 量 
JAS FE 5-4-1, 

ER 5-4-1 RATA HB BEL mi CAPR REL 
WHA) RAER ALE R ERAR RAE 
ABER, RITER AARE SS Be Ee LE A a A 
REE HX Be ob RC SS BL) 8 i 
数 过 程 N = {N,, #0} RRRA Gail 由 下 式 定义 : 


GylEl—E fff tog ECAN, |} 
= E fæl log §(0D4N, |} 
= E {TT Ed}, #7) 


Ah pO) 是 定义 在 R 上 的 图 数 , OS FG) SI ATA rE RL, 
而 且 在 某 一 有 界 区 间 C0, 人 T] 外 恒 等 于 1, S. EENDE n 点 的 
发 生 时 间 。 如 果 对 某 个 上 有 ES) 一 0， 我 们 定义 Curls] 一 0; 
如 果 对 所 有 A ESD 一 1， 则 定义 GylEI— 1. BUER 
z KiE 
E 一 f i> $y 
KH: EFEMERE. M 
Gyll = El], 
SEN, OPREA. 又 若 过 程 丰 是 两 个 相互 独立 的 过 程 N, 
ALN, OB, MBIA 
Gul} = Gy LEIGyLE). (5-4-8) 
我 们 早已 知道 概率 母 函 数 是 有 类 似 性 质 的 . 
有 关 概 率 母 泛 请 的 详细 讨论 可 参 着 Moyal(1962), Vere-Jo- 
aes (1968, 1970} 和 Westcott (1972), 
我 们 将 在 $5-6 中 给 出 六 松 过 程 和 复合 泊 松 过 程 (APES 
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BEG AE BUH EE ES. 
$55 BARBER 


在 第 三 章 中 我 们 已 经 证 明了 广义 泊 松 过 程 {N+ = 0} 有 分 
解 表示 式 (2-4-10) 


N,— >) kMt, 
kei 

这 里 {M}, c+ 320} (k= 1,2,--+) 是 由 过 程 N, PARAM 
fy Ae Ae BD pe aL SESE Leg Ph RE 
pl) KIB, ACIS RARE i LD RSA 
一 般 的 复合 沂 徐 过 程 ， 这 问题 的 回答 是 肯定 的 。 我们 可 以 利用 研 
究 广 义 泊 挫 过 程 的 方法 给 出 证 明 , 但 因 这 时 标 什 BY LE 
机 变量 或 随机 向 量 ，。 所 以 我 们 要 用 特征 泛 隐 或 特征 汗 数 代 蔡 概率 
母 函数 作为 证 明 的 工具 。 

首先 考虑 可 数 标 信 空 间 , 即 = {U ag Ug ot 的 
HE. MRAM (x, 12 0} 的 基本 点 过 程 是 带 时 傈 强 
WiC) 的 泊 松 过 程 {Np r> 时 ， 它 的 每 一 点 的 标 值 变量 o 以 
概率 p, 取 值 Un WH x， 的 特征 泛 函 是 


gliv) = em 站 OEC — Lah, 

其 中 g(a) 是 标 值 变量 = 的 特征 函数 , 它 有 表示 式 
ha) 一 Ele] 一 > peeve (5-5-1) 
kaj 
把 上 式 代 和 人 :Civ》 的 表示 式 中 即 得 

T = ， Į 

iv) = a fea — lld 
io = eof] 200 [3 nema — ilar) 


aai T 
= ep D | paeta 一 Do 
ged 29 
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一 I eelf ender 一 Lae}, (5-5-2) 


另 一 方面 , WARIA {x(U.), +> 0} 表示 这 样 的 复合 泊 松 过 
程 , 见 它 的 基本 点 过 程 是 带 时 们 强度 p20) 的 泊 松 过 程 , 这 过 程 
的 每 一 点 都 有 标 值 Uy, MAPIE 20.) 的 特征 泛 画 是 


PerotiD) 一 SIN PLCC eek 一 Dar], (5-5-3) 
HG -5-2) AAT S 
palin) = |] aopo). (5-5-4) 
km1 


A MEE 2A ERI LS RE PRL. weh 85-5-4)7 式 
马上 推 知 复合 泊 松 过 程 {x,, 2S 0} RH RS Pa 
过 程 {x,(0,),2 20} I. BW x CU) ~ ULNA, 这 里 
NGU p BROA x, ERM (0, d PREAH RU, 的 点 
ARAA {NU +20} 给 出 复合 泊 松 过 程 deUa, 12> 
0} 的 基本 点 过 程 一 一 带 时 倚 强 度 oil) 的 沪 检 过程 。 这 样 一 
来 ,我 们 就 有 如 下 的 分 解 表示 式 : 对 于 性 意 > 0 

x, 一》 x(U) — DUN). (5-5-5) 


当 标 值 空间 Ol Emek- -DR 
在 连续 情形 的 类 似 物 。 将 空间 铬 ”分 解 为 可 数 多 个 直径 不 趣 过 


s 的 互 不 相交 集合 B,, Bi, ttt Bi*-*, RN ey = (J B,, 这 里 
t=t 


集合 B, HHS |B, ST Bu 中 任意 黄 点 间距 离 的 上 确 界 ， 荐 
WNC B,) 表示 在 《0, J 中 发 生 的 标 值 属于 B OAR, MR 
剖面 的 推理 知 过 程 MCO), r> 0} R= 1, 2,+--) 是 相互 独 
立 的 带 时 集 强 度 ACs) 的 油 松 过 程 ,这 里 p 一 PaE By) 是 标 
fate B, 中 取信 的 概率 ， 现 设 VU, 是 Bk 中 任 一 点 ,于 是 有 


| x. BUND] < lav BY < oN,, 
A= kej 
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以 而 


i 2 
E || x — SY UNB) | |< sem, (5-5-6) 


km 


因为 N, 有 参数 为 | acsdas RIERA, HEN? < oo。 PEN 





# 一 0 了 时 (5-5-6) 式 右 端 趋 于 0， 即 和 数 ST UNCB) 均 方 收 化 
471 


x, Heke +o 时 和 数 D UN.(B4) WSR 
Rw] 


| UN,CaU), 
a ar E 
a, = | UNKU), (5-5-7) 
3 E 
NCR) = 1 N,CaU) (5-5-8) 


定义 的 过 程 (NB), +> 0} 是 强度 为 
1) | APU) 一 Lp 


的 泊 认 过程, 它 只 对 标 值 属于 B 的 点 计数 ,这 里 PeU) ERE 
变量 a RSD ATER. 

我 们 还 可 以 利用 时 空 点 过 程 的 概念 对 分 解 表示 式 《5-5-7) 帮 
进一步 解释 ， 如 果 把 标 值 点 看 作 是 凶 积 空 闻 Rs Xg DHA, 
则 每 一 点 有 在 R 中 的 时 间 坐 标 和 在 Of GSK, RT 
是 R E-K, sE BW pE, MCT, B) id 
过 程 在 集合 Tx 8B 中 《即时 他 坐标 在 工 中 而 标 信 属 子 P) 的 点 的 
RE. BA IM(T,B), TCR, BCU} 可 看 作 是 空间 R, x 
ag 上 的 计数 过 程 ， 它 在 R x @ 的 互 不 相交 于 集中 的 点 数 是 
HEMA MALERS Tx 8 中 的 点 数 有 参数 为 


E(M(T, B)} ~ MEZEG 
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BRO T, He IMT, BD, TCR, BCU) BEARS 
R+ Xx @ LE (这样 的 点 过 程 称 做 时 空 泊 松 过 程 )， 著 
MALEATE pe(U)， 则 这 过 程 有 强度 aed), iki 
(5-5-7) 式 向 写成 








x," E UM(Cds,dU), (5-5-95 


§5-¢ READE 


现在 , 让 我 们 来 进一步 考察 描述 星体 或 生物 群体 分 布 的 例 5- 
1-6 并 从 中 抽象 出 一 类 重要 的 点 过 程 模型 ,我 们 可 以 用 一 个 两 级 过 
各 模 所 这 个 例子 所 描述 的 现象 。 所 谓 璀 级 过 程 就 是 说 过 程 由 一 个 
主 过 程 ( 又 称 主事 性 流 ， 它 可 能 是 不 能 直接 观测 和 的) 和 以 主 过 程 的 
每 一 点 事件) 为 中心 ( 称 做 往生 中 心 ) 产 生 和 的 点 咎 《 称 做 从 属 过 程 
































w FF -> p 


process, (NEAT), 护照 不 同 的 具体 情况 它 可 以 了 和 解 为 主 
过 程 与 所 有 从 属 过 程 的 县 加 ,也 可 以 只 著 虑 各 从 属 过 程 的 县 加 .但 
是 ， 这 种 差别 不 是 本 质 的 。 因 为 可 以 通过 把 簇生 中 心 看 作 是 它 产 
生 的 点 艇 中 的 一 点 市 把 前 一 种 情形 归结 为 后 一 情形 来 处 理 , 这 时 ， 
每 一 点 簇 至 少 会 有 一 点 ， 所 以 ,许多 作者 为 方便 和 绕 一 起 见 , 干 脆 
在 定义 中 拔 定 簇生 过 程 仅 是 从 属 过 程 的 县 加 . 

在 一 般 签 生 过 程 的 定义 中 并 没有 假设 主 过 程 和 从 属 过 程 以 及 
各 从 属 过 程 之 疗 是 统计 独立 的 。 但 是 、 这 样 一 盘 的 繁 生 过 程 研 究 
起 来 是 困难 的 ， 不 容易 得 到 有 写 义 的 结果 。 记 今 研究 但 较 多 且 有 
具体 结果 的 是 下 面 几 种 特殊 的 往生 过 程 ， 其 中 多 半 假 设 主 过 程 是 
泊 松 过 程 ， 
CA) TAR- X r (Bartlect-Lewis) 过程 

MANE ALE: 

(i) 主 过 程 是 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 ， 

Gi) 主 过 程 的 每 一 事件 以 一 定 的 概率 分 布 {pC)} 产生 随机 
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RD VRS CA 取 非 负 整 数 全 7， 这 些 从 属 事件 形成 -普通 更 新 
过 程 { 的 一 部 分 ), 这 过 程 的 间 虑 分布 是 PIT <2} 一 Fels), 各 
从 属 过 程 是 相互 独立 的 。 

(iii) 主 过 程 包含 在 往生 过 程 的 全 加 中 ， 

为 简化 研究 起 风 , 常 常 进一步 假设 

Civ) 2, ECA) 和 ECT) HAAR, mE FrC04) 一 0, 

这 一 模型 是 Bartlett (19632) 在 研究 交通 运输 问题 的 谱 分 析 
时 引入 的 。 随后 Lewis (1964) 在 研究 电子 计算 机 的 故障 问题 时 
Rn PHS: 计算 机 故 太 是 由 于 很 多 零 、 部 任 出 现 故 
Misi. 根据 量 加 被 鼠 定 到 它们 应 形成 一 泊 松 过 程 。 但 是 ， 
实际 观测 结果 表明 情况 往往 并 非 如 此 他 认为 产生 这 种 现象 的 原 
国 主 要 是 修理 不 完善 ， 所 以 同样 的 故障 会 豆 复 出 现 而 形成 一 系列 
AS “see”, 这 种 分 析 引 对 到 和 Bartlett 提出 的 同样 的 模型 ， 
Lewis 称 之 为 分 支 泊 松 过 程 Cbranching Poisson process), 

对 于 这 一 模型 主要 研究 下 现 吕 机 变量 的 联合 分 布 。 

Gi) MENG! :到 随后 第 一 个 主事 件 的 时 间 间 四 X; 

Gi) 在 性 一 时 刻 + 还 存在 的 从 局 过 程 的 数目 Z,; 

Gii) 在 尾 一 时 刻 + SPB iP Ai < Z,) 从 属 过 程 还 可 
能 发 生 的 事件 数 OG); 

Gv) MENA: 到 第 个 从 属 过 程 随 后 的 第 一 个 事件 的 时 
EE YC). 

”有 关 的 详细 讨论 可 参看 Lawrance (1972), 

(BD Ase -Sr BF (Neyman-3Scott) 过 程 

MORK BA: 

(i)》 主 过 程 是 强度 为 4 的 齐 次 注 松 过程; 

Gi) AERAR E {pK} 产生 随机 A 个 从 属 事 
Ch 取 非 负 整 数值 六 

GID kA RRR E OMB RA NE Di Di,***， 
Dy 各 >0 1 Sisk) 且 为 相互 独院 同 分 布 的 随机 变量 ， 
它们 的 共同 分 布 是 For); 
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Civ) a4, E(k) 和 ECD) HARA Fo) — 0, 

这 一 简 型 是 Neyman 和 Scott (1957, 1958) ZEA HR 
旦 体 分 布 时 引入 的 ，Vere-Jones (1970) 应 用 这 模型 研究 地 震 发 
生 问 题 .这 时 车 多 许 从 属 事 忻 发 生 于 主事 件 之 前 就 对 应 于 "前 崇 ”， 
若 只 考虑 单 边 从 属 事件 流 则 是 局 限于 “余震 "的 情形 ， 

这 模型 与 巴特 利 特 ~ 刘 易 斯 过 程 的 差异 是 DP,，D,,-*-,D: 并 
不 构成 更 新 过 程 ， 从 入 事件 狂 可 以 分 布 在 空间 ， 即 使 从 属 事 件 分 
奉 在 时 间 轴 上 ， 我 们 也 不 能 只 研究 从 性 一 时 世上 到 其 后 第 一 个 从 
属 事件 的 时 间 和 间距, 应当 考 感 所 有 有 从 顺 事 件 之 向 的 癌 距 。 

CC) 规则 事件 旋 的 随机 偏 移 

RAI: 

《i》 主 过 程 是 有 相等 间距 的 规则 事件 序列 ， 每 一 主事 件 独立 
地 偏 移 一 随机 的 距离 D, EAA Fele 假设 ECR) < 
oo 。 

《iiy 只 考虑 从 属 事件 ( 即 偏 移 后 的 事件 ) 

Lewis 《1951》 提 出 这 一 模型 并 用 来 研究 本 来 应 按时 间 上 类 到 
达 港 口 的 油船 由 于 种 种 原因 使 它们 按 分 布 Fa(x》 提 前 或 推 司 一 
随机 时 间 中 到 达 的 问题 。 类似 的 现象 在 排队 论 和 储存 论 中 也 有 发 
E, 

如 时 假定 时 间 起 点 是 a1 AEB o, 则 第 i 个 
事件 发 生 的 实际 时 间 是 sa t iat Bo 当 aya, 和 Fale) 
SEAN, s 的 分 布 容易 求 出 。 但 车 只 给 出 已 观测 到 的 经 偏 移 后 
事件 的 发 生 时 向 ( 即 实 际 发 生 时 间 ) 而 a, i 均 不 知道 ， 特 别 是 在 
有 可 能 发 生 超越 《 包 按 时 间 表 后 到 的 反而 先 到 》 时 间 题 就 谈 得 复 
. ate 
(D) 较 一 般 的 往生 过 程 

在 上 曾 三 种 模型 的 基础 上 ， 沪 生 过 程 的 研究 已 从 下 列 两 个 廊 
向 推广 到 较 一 般 的 情形 。 

G) 主 过 程 是 非 齐 次 泊 松 过 程 、 更 新 过 程 或 平稳 点 过 程 。 

Gi) 从 属 过 程 是 较 一 般 的 过 程 。 
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但 是 ,不 管 从 哪 一 方面 进行 推广 ， 荐 想 标 得 到 较 好 的 具体 结 
果 ， 看 来 各 从 略 过 程 之 间 以 及 它们 和 主 过 程 间 的 独立 性 假设 是 不 
可 少 的 。 

在 往生 过 程 的 研究 中 ， 彼 这 母 泛 图 是 一 个 重要 的 工具 ， 设 
Ge} 是 主 过 程 {Nn = 0} SOR RI, Gels] REP 
DE tt MUR AR AIS, ERT RA A tt A 
H — A PT DU eB, BY AE Be YO 





GLE] ~ GAGE [e] (5-6-1) 
Bs LBL fis hstta Tey tte 表示 主 过 哥 的 点 发 生 时 间 ， 则 由 
eA ee Ri AA 


GIE ln, Bay ty tes] = i G [Elts 


k=f 


于 是 
GUE] — ELGCE| fs tacts faatt l] 


- £ [Tf catei] 


— FE jexr {| log GLE lian,}] 
= GLGLE1#]]. 
GR (5-6-1) RB PAT FAA SANE: 


ECXCAY) = | ECM AECN,), (5-6-2) 
上 式 中 X(A) AREER A 4 中 的 总 点 数 ，N, 是 
ERR, Mol) BADE :的 从 属 过 程 在 集合 4 中 的 点 
数 ， 但 是 应 当 指出 ， 如 果 不 是 要 求 (5-6-1) 而 只 要 求 (3-6-2) 式 成 
立 ; 则 对 过 程 所 加 的 条 件 可 以 减弱 一 些 . 
RR LAE MOL ARLE CHR ob AR R 
2 EET RARE US) ARRAREN 
程 ， 其 主 过 程 是 强度 为 4(:) WINE MM ECRMORETA 
点 可 以 看 作 是 全 都 位 于 该 点 搓 中 心 的 位 置 ， 而 且 各 点 乌 的 点 数 是 
相互 独立 同 分 布 的 随 宙 变量 ,它们 还 独立 于 主 过 程 


- jiġ * 





Aj BMH WARS ILS BBR ARE 
G(s) 一 exp{ats — OR 
现在 求 强度 为 AG) 的 泊 松 过 程 (No 2 0] RR it 
RA 后 在 区 间 (0, T] 外 等 于 1, 则 Nr 有 参数 为 


EN; — (" ilde 
EER., MAE Nr =r 时 这 ”个 点 发 生 时 间 是 〈0,. 了 了 ] 上 
岗 分 布 的 相 瑟 独立 随机 标量 , 其 共同 分 看 密度 是 a) / EN+。 因 此 
GylEl]—E ESIN log edn] 


< “EN # fT 
-| dte 


=g n] à 
TO Enah) ACn) 
. | th (EN F 
me g EN; >> 5 外 sa a} 


sag 


= of [z,— 1} Oras (5-6-3) 


设 复合 泊 松 过 程 x 一 D a, HRERRKE CG), WB 
(5-6-1) 和 (5-6-3) 式 马上 得 到 过 程 {x,，: 之 0} 的 概率 母 泛 函 是 
— eff KUGLE) — Hae}, (5-6-4) 


$5-7 BAB MENT TET 


在 这 一 节 我 们 篇 要 地 讨论 复合 注 松 过 程 的 统计 推断 闻 题 。 具 
体 地 说 就 是 首先 推出 复合 沪 松 过 程 的 样本 沙 数 密度 ， 然 后 利用 它 
来 讨论 参数 的 最 大 似 然 佑 计 和 简单 的 假设 检验 问题 。 

我 们 着 重 考 虑 可 数 标 值 空间 CC 一 {V Dj 的 情形 . 设 
(Ne +20} Biase fx, +20} 的 基本 点 过 程 , 则 过 程 


+ 19 +e 


{x #20} ZR (ss，T] 上 的 样本 说 数 密度 定义 为 
plixa TH] 


P{N. wr = 0}, Ne,r =O 
= E OTE "sfni = Erpe En = Er N 了 = n} 
Nir — al, (5-7-1) 


式 中 
站 “一 EN, 7 = ny 
== PON,,.7 = n|S m yp Sy = Se, OH =F, = FD 
X PK = Si ++, = EIS, m= 4° - oS, sy) 
x Ísu Ciis tt yh), (3-7-2) 
这 里 REK OKAS) 类 似 于 泊 松 过 程 的 样本 函数 密度 ， 
标 值 点 过 程 的 样本 函数 密度 《5-7-17 它 可 以 近似 地 解释 为 得 到 这 
HEE (n, TI 上 的 点 数 Noa, 个 点 的 发 生 时 间 
人 
且 标 值 分 别 是 wi 一 fi, us =E, 这 样 一 个 特殊 现实 的 概率 。 
干 面 进 一 步 讨论 可 数 标 值 空间 的 复合 沪 松 过 程 的 样本 图 救 密 
度 。 令 PU, 表示 一 个 点 有 标 值 U 的 概率 ， 则 由 复合 泊 松 过 
程 结 构 中 的 独立 性 假设 推 知 
Psat i t Sa a m Ett t, m Epa Nor n) 
‘me PON, rm 915) siatt Sn m Se) 


Xf spans lt T PCED. (5-7-3) 
R= 
根据 复合 泊 松 过 程 的 定义 向 松 过 程 的 有 关 表 示 式 (2-9-10) 和 
(2-9-12) 易 得 
fx 了 
epf- Oah, Nur = 0, 
=| F r 5-7-4 
(I icoreo]ef-p wa}, 7 
Nur => 1, 
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如 果 用 Nar 表示 标 值 Hes, & 中 等 于 U 的 个 数 ， 于 
是 有 


D Nr Ue) = Nir = 
这 时 ,(5-7-47 式 可 以 写成 
pl {x,, hors Th] 


== aff Odet + ("tog ACDdN, 


+ > N,,.r(U,) log [Pu] t, (5-7-55 
式 中 的 第 二 个 积分 是 由 下 式 计算 的 计数 积分 : 
D, N maT = Ü, 
N log AG) dN, = 12-7 
和 ‘ 5 log aCsg), Ni,r = l, 
(5-7-6) 


RE n BAER (r, T] 中 第 大 个 点 的 发 生 时 间 。 
从 (5-7-5) 式 可 以 看 出 ,复合 说 松 过 程 的 样本 通 数 密度 可 分 为 
两 个 因子 , 即 ， 
exe{—{" akedet + { log Aan 


和 
exp [D Nir (U) kg LPC) I}. 
k=l 


其 中 第 一 个 因子 由 点 的 数 则 和 发 生 时 间 确 定 ， 它 恰恰 是 强度 为 
AG) 的 泊 检 过程 ( 即 复合 泊 松 和 过程 的 基本 点 过 程 ? 的 样本 函 妆 窗 度 
《2-9-13)， 第 二 个 因子 是 标 值 的 贡献 , 它 是 在 现实 中 的 标 信和 为 io 
"rs Ëa 的 概率 。 
利用 复合 汽 松 过 程 的 分 解 表示 
xX 之 x (Uy) 和 和 > PCU,) =], 


wl 





-#2 + 


可 以 把 (5-?-5) 式 改写 为 


如 (xm 宝安 了 = Il plie UDa cr T}, (5-7-7) 
k=l 


其 中 

Pl {x,(U,), pcr Th) 

= exp{—[" PU, acre + |" tog (PCAN, Df. 

(5-7-8) 

这 表明 复合 注 松 过 程 的 样本 隧 数 密度 可 分 解 为 它 的 各 个 独立 分 量 
a (Uy C 一 1,2,-…*) 的 样本 函数 密度 之 萄 积 ， 

现在 ， 我 们 转向 郑 忠 可 数 标 值 空 间 复合 泊 松 过 程 的 参数 估计 
问题 ， 不 过 在 此 仅 限 于 讨论 最 大 但 然 估计 。 设 过 程 的 点 发 车 强 摩 
是 未 知 的 。 我 们 要 在 集合 UGA; De 四 } 中 对 过 程 的 强度 作出 
估计 。 这 里 O 是 参数 集合 ,而 标 值 UV, 发 生 的 概率 PCU) 与 
参数 8 的 值 有 关 ， 问题 是 车 已 在 时 间 区 间 Co T) 中 对 过 程 x, 
进行 了 观测 ,如 何 根 据 所 得 的 观测 数据 对 参数 8《 信 而 也 就 是 对 强 
BE Giap 作出 帖 计 。 假设 观测 数据 是 在 〈a，Y] PRERA 
的 数目 .时 间 和 标 值 ， 则 和 光 松 过 程 的 情形 类 似 , 参 数 8 的 基于 观 
测 数 据 Nur =, Sim ngr, S, spy Ete, Ua Ee 
的 最 大 似 然 估计 Br 就 是 使 得 到 这 些 数 据 的 概率 为 最 大 的 8 值 . 
类 似 于 在 第 二 章 中 所 作 的 推理 ,我 们 可 以 证 明 bi 是 使 得 按 给 定 
的 数据 算出 的 样本 苞 煞 密度 (等 价 地 , 它 的 对 数 ) 为 最 大 的 8 值 -于 
是 由 (5-7-5) 式 知 6 是 使 得 似 然 函数 l 

ICO) = log pL{x,,% < r € T}8] 


一 一 (" 13/0) ds + f log as |8)4N, 


+ > N,CU ,) log [ PCU,18)] (5-7-9) 





达到 最 大 的 参数 6 值 。 式 中 右边 是 对 给 定 的 观测 现实 (x, h 
f 号 了 } 计算 的 。 一 般 说 来 ,为 求 出 这 样 的 8 必须 作 数 值 计算 。 当 
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标 入 分 布 POLIP BSc A at iy RER LR A KO) 的 
表示 式 《5-7-9) 中 的 最 后 一 硕 ,这 就 是 说 ， 标 值 的 观测 资料 对 于 我 
们 的 估计 是 不 起 作用 的 。 RAD, Æ alo) 实际 上 不 蚌 8 的 区 
PLUG -7-9 SBT AT ag ae, BU EBLE ATT PRA 
影响 ， 

由 (5-7-7) 式 易 知 拟 然 图 数 CO) 也 有 如 下 的 分 解 表 式 


Ke) — 3340), (5-7-10) 
































其 中 ， 
(8) = 一 | PULONA Ods 


+ F log [PCU OCEAN CU. (5-7-11) 


下 面 讨论 假设 检验 问题 。 设 {xs 20) 是 具有 可 数 标 值 空 
闻 @ 一 {Un Upeo) 的 复合 汉 检 过程， 我 们 总 对 基本 点 
过 程 强度 2(#) 和 标 值 发 生 概 率 PUD 作 如 下 的 双 假 设 检 监 : 
ER Hau AG) — 12), PCL) 一 PAU) 
备 择 假设 Hi: U1), POU) = PU, 
Sik H, MH, 真确 的 概率 分 别 是 Pi 和 P,。 类 似 于 泊 松 过 程 
的 情形 ,我 们 可 以 把 由 事先 给 定 的 支付 矩阵 
Cm Ca 
“一 P cl 
SH TTA EL 9 同根 据 观 测 数据 算出 的 似 然 比 相 比较 来 决定 是 否 
接受 假设 Han MCHA Cy ARABER Hi 为 具 时 选择 
Bik H: 的 支付 Gi ORL). GREE PAR: 
PIH lx ty PEST 
Al{x,, <1 Th] — Pen ee 和 ae a ry 


wm Pl fag te eT} MPL 

PL {X. 5h < tS T} Hl Pa 

BLAHA VRE DS ARAILE RARE ES 
重要 的 作用 。 








(5-7-12) 
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下 面 利 用 (5~7-5) 和 (5-7-7) 式 分 别 给 出 似 然 比 (5-7-12) 的 两 
个 具体 表达 式 : 


log A[ {x,,% <2 Th) 


T T 
= -| face) 一 Id 十 f log [arCe)/ aCe] de 


+ > N,,.7CU g) log [PUPKU EDI (3-7-13) 
a 3 
log AL{x,,.4 <TH 
= 5: log A[ {x,U,), hb Era TH, (5-7-14) 
式 中 B 


log AL{ X: CU h << +S TY] 


= -F LPKU OUE) 一 PAU NCA 


+ [7 tog [PU DUO PU ADIN), 
(5-7-15) 
EAFA CILT 有 UO E), W C5-71) RRNA 
于 志 ， 即 点 发 生 时 间 对 作出 判 嘱 不 起 作用 。 类 候 史 ， 若 对 某 有 
PKU) 一 PKDD， 现 (5-7-13? 式 的 最 后 一 个 和 数 中 含 U, R 
是 等 于 只, 故 这 时 可 不 必 考 虑 标 值 [4 的 影响 . 

最 后 ,简单 地 讨论 一 下 连续 标 值 空间 的 情形 , 即 设 {x > 0) 
的 标 值 空间 OC 是 有 限 维 欧 氏 空间 。 这 时 假定 标 信 u 是 具有 概 
率 密度 p-CU》 的 连续 随机 疝 量 . 令 {N + > 0} 是 基本 点 过 程 ， 
则 按 定义 过 程 {x,, > 0} ÆRE (o T] 的 样本 胸 数 密度 是 

piix, o <1 Th) 


PCN ar =), Nit =, 
= Pisa ET ttt gta Us NT a n) 
Nar -n l, 


(5-7-16) 
+ 3246 


式 中 
Paes sun Cs sD Un Ni = n) 
= PCNgt=an|Si= 17558, =a 5,,0, U,,---,u, = U,) 
x Peja U1 US ™ Sa) 
x feat， ~ 
上 式 右 边 的 节 积 中 第 一 个 因子 是 给 定 Gao 0) 中 前 # 个 点 的 发 
生 时 间 和 标 值 时 Nr 一 RRS, TAT BBE Cn, 
co) 中 前 # 个 点 的 发 生 有 时 间 时 这 9 个 点 的 标 值 的 条 件 联合 概率 
密度 。 萝 知 对 于 复合 汽 松 过 程 来 说 ,(5-7-16) 式 可 进一步 号 为 
Plr ci THY 


ep 人 一 | uae}, ‘Nir 229, 


= [Hx :DPCD)| exp {—(" uae}, (5-7-17) 


Nr =n = l 





上 式 和 对 可 以 改写 成 
PEx, <r TH) 


T rr 
= spf- f nas + | log COAN, 
ty tn 


+ | log {PUIN rCdU)}, (5-7-18) 
AP N, .1CdU) RAR Co, T] 中 标 值 属于 小 体积 单元 《Z， U+ 
dU) 的 点 数 。 | 

BARB CS -7 +17 RIC 5-7-1853 BN FES -7 -4 ACS -7 -5 DERE 

续 标 值 空间 情形 的 类 似 物 ， 而 样本 函数 密度 的 独立 分 县 分 解 表 示 
《5-7-7 式 的 类 位 物 则 是 
Pli{m, a <S Th) 

= epf- agar + ("( tog Lp CI MCas, a}, 

(5-7-19) 

式 中 的 对 是 连续 标 值 空间 复 仓 治 松 过 程 的 分 解 表 示 《5-5-9) 中 的 


+ 325° 


时 空 泊 松 过 程 。 
AUT URES OWE, PAR REE RRA O-7- 
18) AG-7-INEERREE GRRE ROA 


重要 的 作用 。 
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第 六 章 ” 滤 过 泊 松 过 程 
$6-1 定义 和 例子 


许多 物理 现象 就 其 本 来 的 微观 状态 来 说 是 应 当 形成 泊 松 过 程 
的 。 租 是 ， 人 习 通 过 各 种 仪器 设备 疯 察 到 的 宏观 状态 则 是 汽 松 过 
程 经 受 各 种 随机 因素 影响 后 的 总 结果 。 因 而 可 称 之 为 由 泊 松 过 程 
导出 的 过 程 。 也 就 是 对 泊 松 过 程 施行 某 种 变换 或 站 波 而 产生 的 过 
程 。 我 们 把 这 种 过 程 称 做 滤 过 泊 松 过 程 ， 

复合 泊 松 过 程 是 对 泊 松 过 程 的 点 哇 上 标 值 而 得 到 ， 因 此 是 一 
种 特殊 的 滤 过 泊 松 过 程 ， 但 这 类 过 程 的 标 值 累计 过 程 只 是 对 各 点 
的 标 值 进 行 累 加 ， 并 没有 考虑 到 点 发 生 时 间 的 影响 ， 在 实际 中 有 
许多 自然 现象 和 社会 现象 不 是 如 此 简单 。 下 面 考察 一 些 例子 。 

例 6-1-1 CRU) 从 二 极 管 的 热 阴 极 发 射 的 电子 也 迁 到 
阳极 ,从 而 对 阴极 电流 有 增 大 作用 。 但 是 ,对 于 不 同时 刻 发 射 的 电 
于 ,这 种 作用 是 不 同 的 。 若 以 L BRERA: 的 阴极 电流 , 则 它 
可 表 为 

















ü 当 N,=0 时 ， 
N 

i, f 6-1-1 
>) wit — ta) 当 N, = | 时 。 2 


式 中 r。 是 第 ”个 电子 发 射 的 时 间 ， {ras w= 1,2,---} 形成 一 
泊 松 过 程 ， 而 w(t or) WERE r。 发射 的 电子 在 时 刻 + 对 
阴极 电流 所 起 的 作用 。 通常 把 过 程 (o © 0) 称 做 发 射 噪声 
(shot noise), 滤 过 泊 松 过 程 是 首先 作为 这 类 发 射 噪声 模型 而 补 
引入 和 研究 的 。 

A 6-1-2 (电话 系统 中 被 占用 线路 的 数目 ) 考虑 一 个 有 无 穷 
多 条 线路 的 电话 总 机 ， 层 设 琵 唤 的 到 达 形 成 一 齐 次 泊 松 过 程 。 又 
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设 各 次 呼唤 的 通话 时 间 是 m moo CMR Taw 
WEA. TE, AA: 被 占用 ( 即 正在 通话 ?的 线路 数目 nH 
Pp 
iO u N, =Ù it, 
FS wran) 4 NB 1 时 ， (6-1-2) 


a=] 


H < y h} 
wis yak p s 7 


0 4s cons > yi, 
Ne BEERA C0, 11 中 的 呼唤 次 数 ， 

上 述 例 子 可 以 堆 广 到 一 般 的 有 无穷 多 个 服 备 员 和 泊 松 输入 的 
排队 系统 ,这 |H wm 表示 第 * 个 顾客 的 服务 时 间 ，x; 则 表示 在 了 时刻 
t 正在 工作 的 版 务 员 数 目 。 

倍 6-1-3( 航 低频 - 甚 低 频 大 气 噪 声 ) ”大约 在 30 干 赫 议 下 的 
He GRAN ARMA, AAS Ee Ae W 
AGRAL DOA ER Le Oe. OR, 
ae me FY A a 

0 若 N=), 





=] & 6-1-3 
* >) ww Ct — re) 车 N, 21, € ) 


n=] 


Zh N, ARREK CO, 1] 内 的 闪电 放电 次 数 ，r。 是 闪电 
放电 EIB, Cs) PENRE ;个 时 间 单 位 后 该 次 办 电 
在 接收 机 中 引起 的 响应 ，m…-、 ，xw ,是 随机 因子 , PRAM 
应 拔 往 的 变化 ， 这 种 变化 产生 的 原因 是 务 次 闪电 释放 的 能 最 并 不 
HB. 

Fb i le eS n TEN 

定义 6-1-1 随机 过 程 {s,, ! 之 0} 称 做 滤 过 泊 松 过 程 fil 
tered Poisson process}, MB EHR 
0 若 N, 一 0， 
Ni 
D wG, tar te) ON I, 


=l 





(6-1-4) 


i = 
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Ad [Na 220} BRAM, «, 是 连 系 于 过 程 N. 的 第 
n ARBIL E, mort > We AS, if A 
立 于 过 程 Na eG, r, y) ARK fi Pea NY BA ek, 

一 般 的 响应 函数 we, r, D RS THM, ERR RRA 
如 下 的 二 元 半数 的 特殊 形式 : 

wt, T, HY Wot T), 

即 在 了 时刻 发 生 的 事 性 的 效应 只 依赖 于 时 疝 匡 上 一 和 标 值 u 

wes, u) LER A FIREAN: 
1 BISsayH, 








a) wade | AER, (6-1-5) 

例 6-1-2 就 是 这 种 情形 . 
; js: Bllosmyw, a 

(2) wis, ey = { ETE, (6-1-6) 
例 6-1-1 就 属于 这 各 情形。 

(3) wks u) = uws), (6-1-7) 
Ap wls》 与 # 无 美 , 它 经 常 被 要求 满足 条 人 忻 ， 当 :二 0 时 

wks) = 0, 
Be, 
t 5 2 0， 
wis) 一 L i ,0 (6-1-8) 


Ih VA ARS Ana. 
56-2 滤 过 泊 松 过 程 的 特征 函数 和 一 、 二 阶 上 


下 面 的 定理 给 出 小 过 兆 松 过 程 的 一 阶 和 二 阶 统计 重 ， 
定理 6-2-1 ik {ep ! 20} RUHR. AER 
t >07 h> 2, od, £ AOF E E A E 


halt) = exp { a fe fe in) — 1147}. (6-2-1) 
Ceas sa) 的 二 维特 征 函 数 是 
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Fi . 
bers Dy = exp { 1 | EL ofthe ety eal” Sar ，- lide 
a 


+a [Blotter 一 Liar}, (6-2-2) 
tL 


E Elm Gr] < 00 对 所 有 r, M x, 有 有 限 的 一 阶 和 二 
阶 知 ,它们 有 如 下 的 表示 式 : 


Ex,=i |. Elwr, r, u)ldr, (6-2-3) 
Varr, = al Elw?Cisesu)]dr (6-2-4) 
和 
mainte; pty? ， 
Cov rast) = 1 f Elwlt ot ujeti ru)]dr, (6-2-5) 


证 明 RAAE EARRA (6-2-2), NREX 
Prnt O) = EfexpliCe x, + mxn)}], 
若 在 其 中 了 n= 0, a=: flo 一 vz 邑 得 一 维特 征 函 数 ba, 的 

E RAL6-2-1) HFIS Eh, 令 


省 一 ox, 十 nt, 


Ne, Me, 
= 5 Pwi Tas ts) + >` PD TasHa)e 
n=l ami 


(6-2-6) 
因为 当 : < 时， 在 了 时刻 * 出 现 的 事件 不 会 在 较 早 的 时 刻 上 对 系 
eee CAA KH), RRM Hs A 
wlt, r, = 0, Br<cier, l 
这 样 , 如 果 令 
有 [Try u) = vwt Ts K) 十 ow, Ts aJs 
Mi (6-2-5 ay 写成 


z= > [vws Ter He) + vot hs Ter He)l] 


aed 
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N 
fz 


= au Elta» wads (6-2-7) | 
Mina 
Pa, z 200a) -= Ele'*] 
= >= PCN, = mELe|N, =m), (6-2-8) 
RRB MW 


a al TL 
“4 4-1 
= MT, = Sis ote Sel 


x BB epot ts" Sm LV =n}, 
其 中 


Ele i Ny m ms ty set ty oe = Sa] 
a ic 
=E [e 2 ECF p g? (Ny, EAE EETE m= in] 
m 
- E [< 名 ae) IN, — MT T fat tTa =T sal 


a= 4 


上 上面 最 后 一 个 等 式 由 {u} ZEAR {a} 与 {Ni; 1 0} 的 独 
THH. 

Foara io 5 = m) ORI IA RON, 在 
O, nl PA ae PAN mA ARRERA ree, fa HH 
R. 由 泊 松 过 程 的 性 质 知 它 与 如 个 在 (0, #1} 上 均 名 分布 的 相互 
独立 随机 蛮 量 的 次 序 统计 量 有 相同 的 分 布 * 即 有 分 布 密度 my, 
因此 

Efe N, =m] 


= ml | ds f daf” din Il E[t], 
d tani el 


ay 


73316 


注意 到 被 积 唤 数 [| Ele ee] 是 变 元 mo so 的 对 称 函 获 ， 
aol 
上 式 又 等 于 


1 人 ds, | diy . (e ds. Il E [eita] 
ay ft 4 do 


zaj] 


一 上 外 E[owrewldr 


yb 


将 Ete ?IN,, =m) 的 这 一 表示 代 人 《6-2-8) 式 并 利用 N, 的 泊 
HAS) tre a 


bee Cen = 人 ear} 


mao ti m| 


= es > l fa (" E [eter lds} 


mot mI 
= eB gt [ph dt 
= epf f E [eiA nN 一 i1ldr 
和 
+a f E [eirt — ldr}, 
gi 


这 就 证 明了 (6-2-2) 式 。 
根据 (6-2-1) 和 《6-2-2) 式 并 利用 关系 式 


iE x, = L log p (ol 
dv 


i 
PVarx = £ log be, Ce) | = 
dv 


和 





iCov(2, ot) =a log Par, ti Cran) | ope ats 
vo , . 


即 可 推出 表示 式 (6-2-3) 一 (6-2-5) 式 ， E 
Rike WAKE 6-1-1 的 应 用 的 一 些 例 于 。 
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例 6-2-1 将 定理 6-2-1 AR 6-1-2 中 的 排队 系统 。 设 
BHAE {2,5 1 > 0} 由 (6-1-2) 式 给 出 ,， 则 由 (6-2~1) 式 有 


Pa kP) 一 exp {2 f; E [emen 一 lde| 


== exp ja í E [eit 一 lash. (6-2-9) 
ELBE TEE s 一 上 一 7. WERE s SO, ws, 
a) 的 定义 有 


人 —]1 一 


a Boum sf, 
0 Engs 


E [etn — 1j = {er 一 13[1 -一 FiCs)4, 


所 以 


因而 有 
dn = exp {er — Daf E1 — Pld} C6-2-10) 


由 此 看 出 a 有 参数 为 1 |. [1 一 了 ,Cs)14i IA. RUBE 
五 中 的 (4-5-2) 式 
Eu =| U — Ful), 
故 当 :很 大 时 
f [1 — F,Cs))ds = Ew, 
即 a, 近似 地 有 参数 为 28# CR. RR RSL 
正在 工作 的 服务 员 的 平均 数 ~484 


一 “顾客 的 平均 服务 时 间 
Wa 3a) 3s BRS 2 it (HT 


FÆLLES AMA SES, PARR AMSA EB 
P(x, = 0) sm Ms, (6-2-12) 
下 看 求 协 方差 Colt, sa), HPs oe 
Cov(x,, m) =} f El mwai — ry eel) — r, HY]dr 


(6-2-11) 


od 人 Elser adwtr tt syaldr, (€6-2-13} 
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按照 wera) HOSE SOREN r 有 

l, u> r+ t 一 sy 
O, rti 
HERRA CovCx,, 2.) 的 表示 式 (6-3-13) 中 得 


wir, eer bi cis 一 


Cov(s,,4,) = 4 [ Pla > r +i dr 
0 
= aft — Fr +i :lar 


54 \ [1 — Fey dy, (6-2-14) 


因为 ,对 于 M/M foo 排队 系统 x AEG L/w AER A Cae > 
0 ERRA MI-F CG) me, BRR ae 


Cov Crs) = A Leo enn — go), (6-2-5) 
Bid :一 :十 过 So), MEATS 

Cowles) = eH — e], (6-2-16) 
在 上 式 令 了 一 oo 得 

lim Cowl x,t.) = Ł ce， 《6. 2-17) 


这 表明 当 系 统 工作 了 很 长 一 眉 时 间 后 ， 可 以 认为 正在 工作 著 的 服 
FARE x 构 碱 一 协 方差 平稳 的 过 程 ， 这 时 数学 期 望 等 于 常数 ， 


a 


Ex, = a/p, (6-2-18) 


BIERKE 
Covi x, 2) = £ gre > Sst ea, (6-2-9) 
f7} 
FREN ARA MIGO 系统 ,我 们 从 (6-2-14) 式 
HEIRS = s 十 后 不 难 证 明 
lim Cov(aystieg) = wEW 1 — |” eed dy}, (6-2-20) 
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Bei ste ("= Fe) dy 作为 ”的 函数 是 变量 的 平衡 分 
布 ， 


§6-3 发 射 噪声 过 程 和 Campbell 定理 


我 们 在 例 6-1-1 中 已 经 看 和 到， 发射 噪声 现象 可 以 用 一 个 定义 
Æ Re LASER AD RDB, Uk IEA BUER 
MRA. 然而， 在 物理 学 上 常常 需要 考察 在 很 义 很 久 以 前 已 经 存 
ZENS USL TS SBE SCE ME R Le. 

定义 6-3-1 随机 过 程 tx, co <1 < oo} 称 和 做 发 射 噪声 
过 程 ,如 果 它 可 以 表 为 发 生 在 随机 时 间 …，r_,，ra rt … -的 点 对 
一 个 泪 波 器 激发 所 产生 的 脉冲 响应 的 总 如 ， 而 且 这 些 了 脉冲 响 应 有 
同一 的 样式 vO) BHI, s 可 表 为 


x, = > wt — ta). (6-3-1) 
HAH, FMR wls, u), MEIER 
参数 w。 在 每 一 时 刻 r 参数 w RAL e G MA 
n= D wlt— tsa), (6-3-2) 


此 外 , 进一步 假设 {tr。， Oma coo} AR 上 强 变 为 的 齐 
次 让 松 过 程 ，{ wj 是 一 串 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 

读者 不 难 发 现 , 例 6-1-2 一 例 6-1-4 中 的 过 程 都 有 关羽 于 (6- 
-2) 式 的 形式 。 


利用 完 全 美 似 于 证 上 定理 6-2-1 的 方法 ， 我 们 可 以 推出 对 于 
由 (6-3-1) 式 定义 的 发 射 噪声 过 程 {r ~oo crc o a 


dy) 一 exp h | [erreer- 一 1dr} 
= exp {i | [efor 一 as} 
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= exp {22 | [cos * w(s) 一 tlds}, (6-3-3) 


Ex, = af ws ds, (6-3-4) 


rya 


Vars, = al i wits ds (6-3-5) 

和 
Cowl £s ta, =a | wCshe(s + odds, (6-3-6) 
AMIE 3 FEC 6~ 3-4) — (6-3-6 ) BR AF RA LK tH HY Camp- 
bell CARIAAR EBL AAEM 6-2-1 中 的 《6-2-3) 一 (6-2-5) 式 
GALA, ASR SEILER Campbell 定理 的 推 


Pex. , 
A eee few? Campbell 定理 进一步 写 为 


Ex,(=2 | ws)ds) =W Co), (6-3-7) 
Var x; (=a | w'(sdds} = | water, (6-3-8) 
Cov(s,, Zia) =A 全 woes + odds (6-3-9) 
和 
sf) = | Cowl Xis xer, exe — iafe de 
=W (6-3-10} 
其 中 


wip = F wy jexp(—tiafs de (6-3-11) 
Fei BOER, ERS LR w+) AO R 
SRNR. Al, Cowes 

wir) = | WC frexp(i2afeddf, (6-3-12) 
Bu RAT HE” FORM. (6-3-DAHRAEESBAN, 
(6-3-8500 i FORE BRA F Ee Parserval (E 


= 4366 











FEER. (6-3-1 RIB 6-3-9) AM ole) ELAR 
At 


WO | wCo)expCitatedde = W(— i) 


这 一 事实 得 天 ,这 里 院 示 复 数 Y 的 共 轿 .C6-3-10) 式 中 的 SCP) 
是 过 程 n 的 协 方差 半数 的 傅 里 时 变换 ， 称 做 过 程 x, 《确切 地 说 
是 x, — Ex,) BY To ie at BE (power density spectrum), 这 样 
—*, Campbell 定理 除了 通过 脉冲 信号 wlr) 给 出 过 程 wx 的 平 
均 慎 ,方差 和 协 方 着 的 表示 之 外 ,还 告诉 我 们 wC) Be g Dy 
BR WC) 与 过 程 r HE. 方差 以 及 功率 谱 密 度 之 间 的 关 


Fee MERS BUS | eoir 的 物理 意义 是 脉冲 响应 w) 


的 总 能 量 。 因 此 ,C6-3-8) 式 给 出 总 能 重 的 男 一 种 表示 。 
例 6-3-1 设 (6-3-1) 式 中 的 脉冲 哆 应 有 如 下 形式 : 


2e 

= 当 站 之 了 时， 
WS) = Ti 

0 HEWWE, 


其 中 和 TT 是 给 定 的 常数 。 则 过 程 {x 0) 可 播 述 在 时 刻 # 
流 经 真空 管 约 总 电流 。 它 由 把 从 阴极 路 迁 到 阳极 的 单个 电子 产生 
的 脉冲 电流 苞 加 而 得 。 这 时 ,每 个 电子 带 有 电荷 一 e, 从 阴极 跃迁 
到 阳极 所 需 芍 时 间 是 TT。 于 是 ,《6-3~4) 一 《6-3-6) 式 给 出 








Ex :=| de, (6-3-13) 
T 2 2 

Varr, = af ze) ds = Sie’ (6-3-14) 
AT 3T 


( Ade? (1 _ 3 3 lelt E WIN ol <T, 
Cov me =] 3T 2 T 


0 ， RERE. 
(6-3-15) 


例 6-3-2 进一步 考察 例 2-2-2 中 由 
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¥, 
me >> De T'e 
给 定 的 过 程 {Dos 20}, Hi DCa-=1, 2,---) 是 相互 独立 
闻 分 布 的 随机 变量 ，{5,} 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 的 点 发 生 时 间 ， 
显然 ,这 属于 由 (5-3- 分 式 给 出 的 较 一 般 的 发 射 噪声 过 程 类 。 在 例 
2-2-2 中 已 直接 算出 
ED, = 








AED (| _ every, (6-3~16) 


现在 ,根据 定理 6-2-1 再 求 出 过 程 D, RAA D EmA 
函数 。 在 本 例 中 w(t, rs) 一 we 9， 于 是 由 (6-2-1) 式 知 特 
ERRE 


Pa) = ep fi | 
fi, 


E [einet — ilar} 


f 


a) Ele? — 1 ley} 


= ali | [pplve)} 一 1idy}, (6-3-17) 
M wC6-2-3 AC 6-2-4) A] 9 
VarD, = i f E((De“" PY de 


一 1 ELD "dy 
q 


= 2E(D)(1 — 6) /20 (6-3-18) 
和 


t 
Cov(D,,Di4,) = J f: E([De “De COO ]dr 


= À f E[ D'e Oe mdr 
= e “VarD, 
= e “ECD — e ™ y/o, (6-3-19) 
为 求 D 的 极限 分 布 ， 我 们 可 以 在 (6-3-17) HHS t+ w 
即 得 
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im ELexp{ivD,} | 
= lim exp la y [Lbplee) — 1 Jay} 
= ex {il [polpre t) — ay}, 


现在 考虑 当 PDP。 起 傅 数 为 的 指数 分 在 时 的 特殊 情形 ,这 时 有 


oo 全 





因此 
aia 


=f || Seo 74} 
rip swe? 
cm ay 

= eda \, ve -5 dy} 


fom tre 
= exp 43 y 1 ax} 
ce Jb g — iX 
Me 
= (一 全 一) , (6-3-20) 
‘itv 


这 是 具有 参数 1/0 Me HBS AANLEER ER, BD, 
的 极限 分 布 是 参数 为 Ao Mee. 


56-4 PRAT ERSTE 


我 们 首先 从 响应 函数 方面 对 滤 过 泊 松 过 程 的 定义 加 以 推广 . 
在 定义 6-1-1 ARE wU, t, u) 是 确定 省 哨 数 ,但 它 的 3 个 
变 元 中 有 的 可 以 用 随机 变量 代 人 。 现 在 ,我 们 更 一 般 地 假设 
{{e 2, cr), 120, r = 0}; amitt} 
是 一 串 相 直 独 立 同 分 布 的 随机 过 程 ,它们 和 过 程 {w(r，r), 1 S 
0, 120} 有 相同 的 概率 分 布 律 。 NFER s So Mr so, 


3 


wt, r) 的 特征 消 数 是 
由 site — Elexplivwtt, ril 
再 设 {Ner = 0} 基 强 度 为 4 的 齐 次 泊 检 过程, tis trots tetas? 
是 这 过 程 的 点 发 生 时 间 。 假定 {N 0} 和 
fet, ry, 0 cEO) n=l, 2,---) 
他 是 独立 的 ， 则 由 


N, 
a ia >> wt, Te) (6-4-1) 


定义 的 过 程 {ro r 0} PRO AAR. REITA 
御用 类 似 于 证 明定 理 6-2-1 MAEM MB RANE 
KRA: 


pat) exp { 4 f EA ES 一 Llar}, (6-4-2) 


Ex, = al’ Ewe, r)ldr, (6-4-3) 


Varz, = 3 ( Elw%a,r) dr, (6-4-4) 


PSUR RABE RAD EAA NRA ERR. 考察 
在 一 定 的 区 域 其 类 动物 的 繁殖 过 程 。 设 一 个 动物 在 时 刻 * 进 人 该 
区 域 , 它 在 时 刻 + PEFR RAN ARMA REE wt?， 
1), 假定 在 初始 时 刻 区 域内 没有 这 类 动物 ， 但 语 来 在 随机 时 刻 
nm 把 翌 拓 .有 同类 动物 迁 人 ,而 且 迁 人 的 发 生 形 成 强度 为 了 的 
MoE. OL wG +.) BRERA r。 迁 人 的 动物 从 迁 人 时 起 
到 时 刻 + 为 止 所 繁殖 的 后 代数 目 。 于 是 在 时 刻 + 在 在 于 该 区 域内 
的 这 类 动物 总 数 由 《6-4-1) 式 给 出 。 如 果 再 加 上 由 dr.) ER 
HE {N,， 0} 和 {wkis Ta) n > 1} HARK walt, Ta) 
ZRH, RIRES VdB, AA ERS 
群体 过 程 x, 是 取 非 负 整 数值 的 ， 故 利用 概率 母 通 数 常常 更 为 方 
便 。 类 似 于 前 耐 使 用 特征 池 数 的 情形 ,我 们 可 以 证 明基 以 

Gr) = > "Pix, = s} 
m= 
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Hg su ot GE St UF en 





G,(s,t.7) = > SPiwt,c}) = an} 


Sy Bl ARRAS r 和 w, r) 的 概率 母国 数 , 则 二 者 有 如 下 
RR: 


Gs) = exp fı [ [SG ss T) — fdr, (6-4-5) 


现在 ,我 们 从 基本 过 程 方面 进行 推广 . 

滤 过 的 非 齐 次 泊 松 过 程 ”如 果 在 定义 6-1-1 中 人 允许 基本 过 程 
{N t 20} RAHA RE 10) 的 泊 松 过 程 ， 我们 就 得 到 滤 过 的 
非 齐 次 泊 松 过 程 。 这 一 推广 能 给 非 平稳 的 发 射 噪 声 提供 一 个 适当 
的 和 模型。 考虑 一 个 有 温度 限制 的 二 极 管 。 它 由 一 个 交流 灯丝 电源 
开动 。 在 这 种 情形 中 阴极 发 射电 子 的 概率 向 期 地 发 生变 化 。 若 以 
N, 表示 在 时 间 区 间 CO, +] 内 发 射 的 电子 数 , 则 {N 0} 可 
用 一 上 共有 周期 强度 26) 的 泊 松 过 程 来 模拟 。 干 是 ， 这 二 极 管 的 
发 射 噪声 





N, 
E; = > wl, Tes #,) 


nal 


Bhs EEL. 
<P sat USES RR, FRAC th Td ACB RE 
相应 于 定理 6-2-1 的 结果 , 即 x, 的 特征 函数 是 


bakr) = {f ACTE [eer — |] lar}, (6-4-6) 


数学 期 望 ,方差 和 协 方 涛 分 别 是 
Exe f iCrjElwele rT HW)ldr, (6-4-7) 
Var x, = | FEE, r, a) Ide (6-4-8) 
和 


UrjE[wle, T, aC tes Fs w) dr. 
(6-4-9) 


Tint Egt? 
Cove, tn) = f 
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滤 过 的 广义 泊 松 过 程 设 [Me r 0} RMR, 
它 的 基本 点 过 程 是 强度 为 4 ERI ARE (N + 之 0},N, 的 
& AINE AT CM, MA PANE py. TE UM, 
1 之 0} AD MAAR 


M, = >> AN, (6-4-10) 
R= 


其 中 {Nib，: 守 0} 是 强度 为 u ip, HRM, Be 
(N0, +0} CA 1,2,---) 相互 独立 ， 由 此 易 知 

EM: = pa 和 Var M; = tf, 
其 中 


# ™ > Ra, 和 mm > Ray. 
eet kml 


如 果 令 过 程 {M +20} 通过 一 响应 函数 为 wt 一 r) OR 
器 , 则 输出 过 程 就 是 一 个 滤 过 的 广义 浪 松 过 程 ， 在 实际 中 ， 例 如 ， 
在 二 极 管 的 发 射 噪声 模型 中 ， 著 阴极 的 每 一 次 电子 发 射 不 屁 单 个 
电子 而 是 一 电子 往 , 而 且 每 靠 的 电子 数 有 离散 分 布 {p4}。 这 就 引 
导 到 痊 过 的 广义 范 松 过 程 ， 由 《6-4-10) 式 及 定 理 6-2-1 Be 


Ex, = p, [i was, (6-4-11) 


Varr, = p, f ws)ds, (6-4-12) 


§6-5* EAREN TORRE 


Ao renee Uy ee Ma eI, ce 
RTRSY ERAN  ORRERN AR, AMBRSA, 
FARRAH at EE neka T ee ee 这 问题 的 
MBA PEREN, BY Ae REAR He DP ROR EP at 
治 松 过 程 的 某 些 参数 《例如 ,基本 点 过 程 的 强度 ) 赵 于 某 一 极限 时 ， 
RRMA PRP E, Aw, RNA 


© d42° 


=N, 
定理 6-5-1 it fa — D) wlis res ud, :> OL 


放松 过 程 , 它 的 基本 点 过 程 是 带 时 倚 强 度 AG) YAR, 假设 
对 于 te (0, Tl 有 


nD = Ex, > i ACEIE [wr tsu) dr =< 0, (6-5-1) 
0 yC = Var x, = f ACE lw, rv, ldr = œ, (6-5-2) 


而 且 当 某 些 参数 趋 于 一 定 的 极 跟 时 
[TA NIOT DT TO, ats) (6-5-3) 
=e ik CO, 了] X (0, Tl】 X (0, T] P-ReTS, AH 


ie {| [feu rye} 














(mints griye) 
TO) = \, 





jar, (6-5-4) 


White {x,, 70} 的 由 

xf = [e — TAD YD (6-5-5) 
给 岂 的 标准 化 版 本 在 《0, T] 上 收敛 于 一 尚 斯 过 程 ， 它 的 萄 慎 且 
BETS DHA 

{YA TD) YK Gh) 


[nesters 


KC, h) = 
ay Ha AS Ro a E,W 
LOKA MGD TOs ht 
tar 


fre a {Tear 


rE Ew tr ewe r,w)ldu, (6-5-6) 





{Tl (" E (wa; wld 


= 1 
= 4 n 


AE, 4 
ll MIERE ETD) 


i=] 


jE] 





} ar < œ 
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时 (特别 地 ， 25 Wa BF BEY RE AEFT TPED: 在 (0,T] LAF), ms. 
BE 2 ATES, HEM 6-5-1 的 条 件 必 能 满足 ， 故 由 该 定理 知 
AC 6-5-S)S0E (2%, + 0} WaT Sy 


iT 
|, = Elw(s,7,u)w(t,,t.0) ldr 


[f Emit rs a)idr [f Elw hras) ]dr 


的 高 斯 过 程 ， 

闫 便 指 型， 对 于 由 (6-4-1 式 定义 的 经 推广 的 详 过 汽 松 过 程 ， 
类 似 于 定理 6-5-1 的 中 心 航 限 定理 也 成 立 。 

根据 圭 面 的 极限 定理 就 不 淮 明 白 ， 为 什么 一 些 乍 看 起 来 滤 过 
PATHE ARERR RS, KARR SER 
际 中 常常 可 以 利用 高 斯 过 程 来 模拟 。 

关于 定理 6-5-1 的 证 明 及 更 多 的 实际 例子 可 参看 Snyder 
C1975) 的 第 四 章 ， 
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第 七 章 ” 纯 生 过 程 和 生 灭 过 程 
4 7-1 齐 次 纯 生 过 程 


§ 2-1 的 条 件 2-1-5 给 出 齐 次 泊 松 过 程 的 一 个 等 价 定义 ,其 中 
除了 对 计数 过 程 {1N,，! 2 中 的 初始 状态 的 规定 外 ,最 本 质 的 要 
RE: HERE k, KAOL dnan 非 负 整 数 
moe Gaon A AO 





PCN ta = LIN, S nis QRWN, m an) — 1A + oCh) 
(7-1-1) 
和 
PCN amn S 2NG iy FSA — IGN, e n) = ofA), 
(7-1-2) 
其 中 1 是 点 发 生 率 或 强度 ， 在 这 定义 中 1 是 一 常数 ， 它 既 不 依赖 
于 时 间 +, 也 和 Natt 和 和 站， 的 取 什 无关， 在 42 中 


我 们 通过 允许 强度 随时 间 而 变化 ， 即 假设 它 是 时 间 ¢ 的 一 个 函数 
Ge) TSF RARER APNEA. E 
章 ， 我 们 将 进一步 允许 上 面 的 条 件 概率 实际 上 还 依赖 于 M, 的 取 
值 , 亦 即 假定 发 生 率 也 是 状态 M, 的 函数 ,这 样 一 来 我 们 就 得 到 所 
谓 纯 生 过 程 。， 当 发 生 率 只 依赖 于 N, 一“ 而 与 时 间 上 无 关 时 纯 生 
过 程 称 做 齐 次 的 ， 下 面 首先 讨论 这 种 简 间 情 形 ， 

定义 7-1-1 计数 过 得 {No r > 0} 称 做 齐 次 纯 生 过 程 (ho- 
mogeneous pure birth process), W RE EA EAE Z, 
PRESS RTRA E, MAMER: HEE SOMA > 
0 





P(N = EN, = 8) = 2,8 + ofA) (7-1-3) 
和 





PON, 24 22 2/N, = n) = of), (7-1-4) 

Fi (7-1-3) i (7-1-4) 式 马 上 推出 

PUN ag OIN an — 1 — 1,4 + olk), (7-1-5) 

ct EAS AR AT A EARRA 《7-1-3) 一 (7-1-4》 可 以 合并 

写成 : 对 任意 正 整 数 〖， 实 数 0 <_< ---<y—e, 非 负 整数 
mS Sn nw MAP IG 

PCN. n= lIN ni FSA A~ ISN, ee) = 1,4 + oh), 
(7-1-6) 
PON, rs IN, S= ni FR 1SN, = 2) = of), 

(7-1-7) 

易 见 齐 次 纯 生 过 程 的 这 种 形式 的 定义 是 齐 次 泊 松 过程 的 条 件 《2- 
1-27) 和 (2-1-28) 的 直接 推广 

对 于 齐 次 纯 生 过 程 , 发 生 率 1。 又 称 做 生 率 , 它 只 依赖 于 过 程 
在 时 刻 ? 的 值 N, = n 而 与 1 的 具体 值 无 六， 

由 《2?-1-3) 和 (7-1-5) 式 容易 看 出 ， 这 些 等 式 的 右 喘 不 含 时 
HEK n 琢 左 端的 条 件 概率 恰好 就 是 平稳 转移 概率 Pranil) 
和 Puah), BEX 7-1-1 给 出 的 齐 次 纯 生 过 程 是 齐 次 马尔 可 夫 
链 。 

id P.O) 一 PCN, 一 #)， 供 助 类 似 于 讨论 泊 松 过 程 时 使 用 过 
的 方法 ， 我 们 可 以 推出 一 组 关于 OP CH) Ca = 0,1,2,1- 220) 
的 微分 方程 : 











PR = A, Pye), (7-1-8) 
Pie) = P+ AP nl (7-1-9) 
uke THUGA, BIRTAR AeH 7-1-8) 和 
(7-1-9) EKAR Pa, n= Ò, 1,2,0, Pim, 4 PIN = 
0} = 14, RI PA(0) 一 1 时 容易 求 得 
Pl) 一 exp{— Agr}, (7-1-10) 
HEF oexp{i,e} Æ (7-1-9) 式 后 积分 又 可 得 到 





1) Kael. 4 PON. = m)= ls RE BERR, WHA F0) = -m 
Pak = 0 (对 所 有 120) 和 P(t) m exp(—Agt}, 
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P(e) = A,_exp{-— iat) | explie}P, rr, 《71-11) 


A C7-1-10) 起 出发 并 相继 反复 利用 《7-1-11) 式 区 可 依次 解 出 
Pit}, Pile), TERA PAG) SO, H EOER Sfp EA 


> P.O) = 1, 对 所 有 + 20 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
irae oO, (7-1-12) 


事实 上 , 令 SO 一 Pile) 十 … 十 PYG), 根据 微分 方程 (7-1-3) 
和 《7-1-9) 容易 推出 


SC) = — a), (7-1-13) 
设 初始 状态 由 PIN. 一 mw} 一 1 给 定 , 则 当 tam 时 有 
1 SIO =— 人 P (udu, (7-1-14) 


由 SiC) 的 定义 知 它 随 荐 大 一 起 增加 ， 故 《7-1-147 式 右边 随 着 
和 无 限 增加 而 单调 下 降 趟 于 某 一 极限 oO). TRENT A See 


hy | P udu S p), (1-1-15) 


故 
WOE soh Hote ht i) 


(7-1-16) 
因为 对 任意 we Gl, K C-1-16) 式 左边 最 多 等 于 1, 
车 (7-1-12) Rak, Ml (7-1-16) RAWAITATATAD HK - 
仅 当 对 任意 : A eG) 一 0 了 时 《7-1-16) 式 才能 成 立 。 这 时 ,由 


《7-1-14) 式 推 知 SO 一 1， 即 之 Po 一 1。 反之 ,由 《7 上 


U) RAW [Pau deec 5， 故 (7-1-16) RINE 


2 


‘=a 


= 347+ 


# Dula, M | Siu daw fA i HORA RS AR 


能 对 任意 71 者 有 s0 一 1 
易 知 


ED 一 1 一 全 PC) 


是 N,— 00 GUD N, 在 + 之 前 已 通过 所 有 有 限 状 态 ) 的 概率 ， 
Loe) > 0 ER hae N, HARKEN RET AIR 
EASES YEH E OS FEW NE s PRUTE X AB eK BEA BU A 
All T.Cam1,2,+--) Bile N, 的 第 # 一 1 次 和 第 # 
次 状态 变更 《 即 从 N, 刚 进 入 状态 # 一 1 到 再 进入 状态 a) 之 间 
的 时 间 间 隔 , 则 (7-1-10) 式 可 改写 为 
PCT, > a) = Piel ew," 
上 式 可 以 进一步 一 般 化 而 写成 
PCI, > me nI, (7-1-17) 
事实 上 ， 由 T, 的 定义 知 它 是 过 程 在 状态 ”的 逗留 时 间 ， 国 为 
齐 次 纯 生 过 程 是 具有 平稳 转移 概率 的 蕊 尔 可 夫 过 程 ， 故 不 失 一 般 
性 可 写 
PCT ya >i HA) PON, m aj N, m= n) 
= P(N,,, = nN, | nN = n) 
= PÈN as = nlN = 2) PCN, = n| Nm 2) 
一 [1 — inh + of ADIPCT sn > 2}, 
ApH a 是 任意 正 数 。 若 记 
PCT pa 一 人 


则 上 式 可 改写 为 | 
Gnl + k) <= Gunke) = [—i,4 + 0( 1G. KO, 
FAR LAR RAS A 0 就 得 到 


Ghai) = — lG, nD (7-1-18) 
通过 求 这 方程 的 满足 初始 条 件 CGO 一 PCT > ODM 1 的 
解 就 推 得 (7-1-17) A. eb AER NEMMAM LARA 
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出 各 T. 是 相互 独立 的 ， 

在 结束 这 一 地 之 前 ,我 们 给 出 齐 次 纯 生 过 程 的 一 个 应 肖 钢 子 ， 

例 7-1-1 (一 个 简单 的 传染 模型) 有 一 个 群体 ， 它 由 二 个 成 
员 组 成 。 设 该 群体 在 初始 时 刻 肖 一 个 已 被 感染 的 成 员 和 加 一 1 个 
可 被 感染 的 健康 成 员 。 假 设 每 个 成 员 一 旦 被 感染 后 就 永远 是 被 感 
ee. iG BEE RG h RTE A ET EL H 
率 of 十 ol 有 使 群体 中 任 一 健 点 成 员 受 到 感染 ,同时 群 依 各 健康 
成 员 是 否 被 传染 以 及 各 被 感染 成 员 的 传染 必用 是 相互 独立 的 ， 荐 
以 N, BRETA * 群体 中 已 被 感染 的 成 员 致 目 , 划 {Nr 2 0} 
是 一 齐 次 纯 生 过 程 ,其 生 率 由 下 式 给 出 : 

= Mm naa, Wl, i, (7-1-19) 
-7 io, 其 它 情形 。 

因为 当 群 体 中 有 = 个 被 感染 成 员 时 健康 成 员 有 《〈m 一 0) 个 ,他 们 
中 的 每 一 个 在 长 为 上 的 小 区 间 内 独立 地 以 概率 nah + oh) 被 传 
染 , 由 此 即 得 (7-1-197 式 。 

考 以 了 者 示 群 体 所 有 信 个 成 员 都 被 感 记 的 时 间 , 则 易 知 

T = ST, 

其 中 T, 是 群体 中 第 i 个 被 感染 成 员 出 现 到 第 i 十 ! 个 被 感染 成 
FAAS RE NR, Bg Ti 1, 2,°-+,m—1) 是 相互 
Sei ORAS RM 4 一 Cm 一 dio 的 指数 随机 变 E, & 








mi 
ET = + = Ton L 5; (7-1-20) 
和 
Var7 =L Deen (7-1-21) 


上 i BEA RNR ST RNR 
1 1 - 1 
Bt = (Ga +4) 





w= 二 i (+ i)a 
a 5 m— t 上 
_ 2log (Cm — 1) 


nET 
$7-2 Yule-Furry 过 程 


我 们 把 生 率 和 群体 的 大 小 成 正比 , 郧 
a, = nl 1 2 

的 齐 次 纯 生 过 程 称 做 Yule-Furry CUR-M HHH, Kpa > 
是 某 一 常数 ， 这 类 过 程 是 因为 首先 被 Yule 和 Furry 分 别 应 用 - 
来 请 究 由 突变 分 裂 而 繁殖 的 生物 铬 体 和 宇宙 射 级 的 有 关 问 题 而 得 
名 。 壹 虑 一 个 群体 ， 它 的 每 一 个 成 员 能 通过 分 并 或 其 它 方式 产生 
新 的 成员 ， 则 时 群体 揭 或 员 时 不 会 死亡 的 ， 假 没 在 长 芳 占 的 一 个 
小 区 问 韦 每 个 成 员 产 生 一 个 六 或 员 的 菇 率 是 1 十 避让 ， 而 且 各 
RA SIRI. WA, MRO RIA 上 群体 的 大 小 
N= n, 则 群 从 在 区 间 《7 汪 和 内 增加 一 个 新 成 员 的 概率 是 
nik + olh) APARER C + 4] 内 增加 两 个 或 更 多 新 
成 负 的 颖 率 有 是 -Ho 各。 则 这 样 的 群体 模 型 就 引导 到 Yule-Furry 过 
E. BEHAG Ni = m,m ERES, 则 微分 方程 组 《7- 
1-8) Fi (7-1-9) 有 如 下 的 形式 : 





PC) == — mA PC) G- -2- 1) 
各 Be 
Pip = —al Po) +n — 191 P LG), 2 > m, 
(7-2-2) 
如 果 一 同一 上 (这 时 名 有 PO = 0), By (7-2-1) 式 变 为 
P(e) = —1P.G), (7-2-3) 
这 个 微分 方程 带 有 初始 条 人 忻 PK0) 1 的 解 是 
PCs) es, (7-2-4) 


利用 这 结果 和 《7-1-13) ATRE 
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Pode eT el al, (7-2-5) 
当 # 一 1 时 (7-2- 丫 式 就 变 成 (7-2- 科 式 ， 玻 (7-2-5) BES ER 
Brag oe 1 均 成 立 , 这 是 参数 为 一。 的 ( 正 值 》 几何 分 布 , 它 








ett 


1 — sl —e*) (7-2-6) 


PG, 一 5 PD == 


EN, = e", (7-2-7) 


IEAB N, 一 m 的 一 般 情 形 . .因为 各 成 员 间 无 下 互 作用 ， 
BOTHER REAR (ESE mT AB i B Eaa a A — 个 成 员 的 
Yule-Furry EBSI F E 

Pao = PLN, 一 nl Ny = ms . (7-2-8) 


Palas) = SPO | (7-279) 


FRA 





Pai) [POD = | | 
Ct 9 LPG “iin |; — (1 Ze) 


一 《5e )" 2 Grail 一 和 
2 10 
在 最 后 的 等 式 中 我 们 和 用 了 二 项 展 式 0 
《1 — x)" 一 5 Chase per, 


将 《7-2-10) RAD (7-2-9) APES RRA LRM F 
nm 

















O Port) CEREO eyes O (7-2-11) 
这 表明 当 给 定 N, = m R} N, 有 参数 为 pme a Rr = mit fi 
二 项 分 布 Bim), CHORE ABR, SAMANTA (BEN . 
录 汪 ) 分 别 是 
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Gyr) = owes" (7-2-i2) 


— es 


EN, = EN, + m= me (7-2-13) 


VarN, — VarN,,, = me™Ce™ — 1) (7-2-L4) 
下 面 考 上 亏 有 关 妖 体 新 成 员 出 更 【 亦 即 发 生 闫 态 改 变 ) 的 时 刻 
《站 一 12 ) 的 概率 分 布 。 仍 以 T。 (Cw 21) 表示 第 二 一 
] 次 和 第 = 次 状态 改变 之 同 的 时 间 间 更。 前 面 已 经 证 了 明 了 ， 有 参 
BOO m 的 指数 分 布 ,而 且 各 了。 是 相互 独立 的 ， 容易 看 出 ,第 
个 新 成 员 出 现 的 时 世 Sam Tit Tat oe +T., fx B21), BH 
S, 是 ”个 担 互 独立 的 指数 随 本 变量 之 和 ， 由 此 利用 了 。 的 分 布 
即 可 求 出 S., 的 分 布 . 但 是 ， 亦 可 根据 (7-2-5) 式 直 接 计算 
P(S,<3), BH Ws > 1 有 (注意 假设 N= 1) 
POS, ED = PCT, +--+ HT, 3) = PCN, Sa tl) 
一 $) et ee) 


bowel 
ee Yl 

. ~— (1—e™y. (7-2-15) 
再 来 考虑 当 已 给 定 在 时刻 * 群体 的 大 小 时 新 成 员 出 现时 刻 的 条 件 
分 布 。 在 5 2-1 中 我 们 普 经 证 明了 在 齐 次 泊 松 过 程 的 情形 ， 当 给 
定 过 程 在 CO, TI 中 的 点 数 Nee ik PA RAN 
Sic) Sa Mia PFE COT) 上 均 妈 分 布 的 相互 独立 随机 变量 的 
次 序 统计 量 有 相向 的 分 布 ， 对 于 Yule-Furry 过 程 世 有 与 此 相仿 
的 结果 。 

定理 7-2-1 if (N,,1 20} 是 一 具有 初始 状态 N, 一 1 的 

Yule-Furry 过 程 ， 对 于 任意 T >0, E8 Ny~=att if 
Seios, 的 条 件 分 布 和 * 个 相互 独立 同 分 布 随机 变量 了，… 
Y。 的 次 序 统计 量 的 分 布 相同 ,这 里 Y, (i 一 1,… 的 共同 分 
布 密度 是 


* 














de MEO 


FOD = s1 — eT Csr eT, (7-2-16) 
0 其 它 情形 ， 


我 们 给 出 这 定理 的 一 个 不 十 分 严格 但 校 直观 的 简单 论证 。 妈 | 
果 我 们 把 密度 作为 概率 《严格 地 涪 窗 度 是 概率 的 一 种 极限 情形 ) 
来 处 理 , 即 对 任意 0 所 5 和 ee ost, SAREE Peis cate 
INte ntl) 写 为 
PCS, = se, S, m 5 Np mn tl) 





一 PCT, sy Tam n Sy Ty T fa T pas Tar Z T sy) 
P(N; = n+l) 
Aera T a . onde Me ta) eat GAT Tip! 


el — eniT) 





nya" 


—e 


=m TT ids 


式 中 的 函数 (C+) 由 (7-2-16) 式 给 出 。 这 就 是 我 们 想 要 得 到 的 
结论 (参看 附录 五 )。 

fA7-2-1 设 {Nz 220} 是 初始 锯 态 No 一 1 的 Yule-Furry 
过 程 。 在 任意 时 刻 上 > ORARTAR ANDER AG) 可 表 为 


ACO = a, te SG), 


其 中 m 是 在 初始 时 刻 : 一 0 RAHA. RIOR 
AC) RE ELA). AR A EL ACD} 
NJ. 


ELAUN, = at) 
= ag t+ mf aaf dg,-+* [Vas [> 《tt 一 s)| II AEDA 


岗 为 被 积 通 数 关于 它 的 变 元 是 对 称 的 ， 臣 式 中 的 重 积分 可 写成 
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nay yt KE — s)f(s)ds, 


故 
由 此 推 得 
ELACIN,] = o +2 + CN, — pig chau 


TERME) EN, h (7-2-7) 式 给 出 就 得 到 
EAG] 一 EL EL AG)INI] 


Loe le 
= a et Ce — 1). 
st a 一 ey) 


S73 非 齐 次 纯 生 过 程 


如 果 在 齐 次 纯 生 过 程 的 定义 7-1-1 中 人 允许 过 程 的 生 率 4. Æ 
可 以 依赖 于 时 间 参 数 上 时 ,我 们 就 得 到 非 齐 次 纯 生 过 程 。 这 时 , 生 
率 一 般 同 时 是 状态 M =a 和 时 间 上 的 函数 ACs). eatin 
们 只 讨论 三 类 特殊 的 非 齐 次 纯 生 了 过程.  . 

第 一 类 是 称 做 非 齐 次 线性 增长 过 程 (nonhomogeneous linear 
growth process) Qa UAE 这 类 过 程 的 生 率 具有 如 下 的 
特殊 形式 : 对 所 有 正 整 数 n E 
AkO — nae), (7-3-1) 
这 里 iG) BN) O-PS. BYE Yule-Farry 过 
程 的 定义 中 允许 参数 1 BAIT) e 而 改变 时 就 得 到 非 齐 次 线性 增长 
过 程 ， 记 

Pils = PCN, = RIN, = j) (7-3-2) 
再 用 
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Pls >t) = > zł Pist) (7-3-3) 


t=0 


RAR ES (7-3-2) ARR. RAITER li Be 
Parzen (1962), § 7-5] 


WL #,t) 一 tt); (1-3-4) 
zq/ 
其 中 
p- ETATE q=1—P (7-3-5) 
和 和 
ot) = f iCu)du. (7-3-6) 


这 是 参数 为 和 i 的 久 二 项 分 布 绍 7(p,j) 的 概率 母 函数 ， 因 此 
有 
Pig 52) m ETAD 一 ereeoreco]e (7-3-7) 


和 
Pesksst) = CHT PMR, mn, (7-3-8) 


IX BAT AF 5d lL 7 “2 5) 和 《7- -2- -11) 式 的 

ANRA ER A- REIRREERERITENDIRK 
#2 RE KII TE Cnonhomogeneous linear growth process with 
immigration)。 这 类 过 程 的 生 率 由 

halt 一 ple) + seule}, nv (7-3-9) 

给 出 。 根 据 2G) 的 表示 式 《7-3-9)， 我 们 可 以 对 一 个 有 迁 人 的 
非 齐 次 线性 增长 过 程 {N,,r 20} (ETRE: 把 N， 看 作 是 一 
个 群体 在 时 刻 * 的 大 小 、 这 群体 在 它 的 发 展 过 程 中 陆 缮 有 个 体 迁 
天 。 如 果 个 体 的 迁 人 形成 一 强度 为 Xt) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 ,而 每 
一 个体 迁 人 后 即 相 互 独 立地 按照 一 具有 生 率 nO) 的 非 齐 次 线性 
WERNER EA. 这样， 我 们 就 得 到 一 个 有 迁 人 的 非 齐 次 线 竹 
增长 过 程 ， 可 以 证 明 (例如 , BB Parzen (1962), § 7-5), KAS 
过 程 的 转移 概率 (7-3-2) 的 概率 母 函数 (7-3-3) 由 下 式 给 出 


ap betel ae Y 
Fj 358) — yvonne) i] > (7-3-10) 
ag 
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其 中 
p= eer, game 1 —p (7-3-11) 


ott) = f alu)de, (7-3-12). 
最 后 ,我们 再 简单 地 介绍 一 类 有 重要 应 用 的 非 齐 次 纯 生 过 程 ， 
这 类 过 程 是 由 Isham 和 Westcott (1979) 首先 研究 并 称 之 为 自 
校正 点 过 程 (self-correcting point process), WELE {N,, 
120} 称 做 自 校正 点 过 程 ;如 果 它 具有 如 下 形式 的 生 率 ; 
iCt) = nola — N,), (7-3-13) 
其 中 1 Ale EERS GER 此 *) WET UAH: 
(i) 0< (x) < oo DEER eR, 
Gi) 存在 正常 数 c， 使 得 由 (xy Be 对 所 有 x > 0, 
《ii 了 lim supplir) > 1 和 和 lim ini pir) <1, 
容易 证 曲 , 生 率 屋 有 指数 形式 
Lle) = expla + HG — rN,))} (7-3-14) 
的 纯 生 过 程 是 自 校正 点 过 程 ,其 中 of >0 和 7 之 0 是 常数 。 事 
zE, (7-3-14) 式 可 改写 为 


aCe) 一 exp{a} * exp {pr j — Nl}. 


KER ”一 expia}, om 17 相 lr) 一 ep{frs)} BRISE C- 
3-13) 的 形式 ， 易 见 Kx) 一 exp(srx) 满 轩 条 件 (i) 一 (iii)。 由 条 
件 Gili) Bi, SERIA (0,7) 中 发 生 的 点 较 少 时 ,对 应 的 《pt 一 
NOD 有 较 大 的 正 值 ,这 意味 闭 在 紧 接 + 后 的 时 间 区 辣 (1, 门 中 将 
会 有 较 多 的 点 发 生 ， 于 是 导致 《pr 一 Nv》 的 慎 变 小 以 至 取 有 
较 大 绝对 值 的 负 值 ， 从 而 又 使 得 在 后 的 了 时 间 区 间 出 现 较 少 的 
点 ,"…。 这 家 上 朋 过 程 有 自 校正 的 特征 . 

Vere-Jones 等 曾 利用 生 率 形 如 《7-3-147 的 自 校 正点 过 程 建 
立地 需 发 生 的 应 力 释 让 檬 型 和 讨论 了 这 种 过 程 的 算 和 统计 推 世 问 
题 。 进 一 步 的 参考 资料 有 Isham 和 Weslcott (1979), Vere 
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Jones 和 Ogata (1984), Ogata 和 Vere-Jones (19845, Vere- 
Jones 和 Deng (1989) $, 
在 下 一 节 我 们 还 要 介绍 一 些 非 齐 次 纯 生 过 程 模型 。 


$7-4 马尔 可 夫 点 过 程 


Rise ot ae RA RE ei A E 
BSA REMER, RRA FIRT RATER, 
定义 7-4-1 计数 过 程 [Ns +0} HRD ARN A 
(Markov point process) MRZH—PUIEMBRR Z 为 状态 
SMM SRA ee, mM Eee a ee ot PRB 
RPM ARE IK, KREMER A, ROR 
<a, 和 任意 非 负 整数 namS Lm 有 
PCN 一 nN nl Sj Sken) 
= P(N 





ikk 
ttg “EO fii [N egat = feeds 
(7-4-1) 
这 又 等 价 于 
PCN, = IN, = a,b SPR R—1) 
= PCN, = LE _ Ht) (7-4-2) 
REM OS 1 et EMR IA 
PCN, = HN u <5) = PON, = FIN), (7-4-3) 
从 上 面 的 定义 春 出 ， 马 尔 可 夫 点 过 程 只 不 过 是 一 类 特殊 的 号 
尔 可 夫 过 程 ， 因 为 马尔 可 夫 性 基 独 立 增 其 性 质 的 推广 ， 所 以 马尔 
可 夫 点 过 程 也 可 以 者 作 是 具有 独立 坪 量 性 质 的 点 过 程 ~ 一 无 后 效 
点 过 程 的 一 种 推广 。 
描述 马尔 可 去 过 程 的 委 率 分 布 律 的 基本 手 毁 是 过 程 的 转移 概 
率 。 我 们 记 
l Paket) = PCN, HN = iD s <8, 
BR HTSRYTRATERRLA 
PH) 0 GEM se, O (7-4-4) 


Po id 





我 们 进一步 假设 对 任意 状态 1， 实数 + 闫 0 和 充分 小 的 之 0， 
存在 满足 
Pilst + k) = 1 — Lh + okk) 
的 非 灸 函数 LO 并 称 之 为 条 件 强度 ， 不 难看 岂 
Putat + A) = Puls, Pult + R) 
= Puks, L1 一 Alea 十 Hh 

从 上 上 式 两 端 减 去 Psl) 后 用 除 得 

Pulst + =u - mpu UD + ofl), 





Sho 0 8 
2 Pus) = pus, UCE), (1-4-5) 
利用 初始 条 件 加 (5 站 一 二 求 得 方程 7-4-5) 的 解 是 
Puls, t) = exp{—Aits,t)}, (7-4-6) 
其 中 
| ACs,t) = | A; C1 (7-4-7) 
称 化 条 件 黑 积 强度 E 


a y y 8 a 


Nit: 芝 0， 马 尔 可 夫 点 过 程 在 时 刻 + 的 接 后 发 生 时 间 
U, CRIM ¢ + 后 最 近 一 个 点 发 生 时 间 的 距离 》 的 条 件 概率 分 布 
BY ER (7-4-6) 式 推出 : i 
PAU EulN, Om pit to) 
= | — exp{t~— ALt, i+w}, 
FE, U, 的 无 条 件 分 布 是 


PCO, SS u) = x ji— exp{ — A, Ct ,F + w} I PCN, — i), 


(7-4-8) 
由 此 容易 推出 马尔 可 去 点 过 程 的 强度 是 
AC) 一 tim Pete ELA ty TSN. 
avo A 


k0 


DEE 3587s 


me >> 4,4) PUN, = 4), (7-4-9) 


i=? 


4 Ae) 实际 上 不 随 ; Ei, BURT LO 都 等 于 某 一 非 负 
函数 i) 时 ,马尔 可 夫 点 过 程 就 是 带 有 时 倚 强 度 i) 的 泊 检 过 
LEA 

根据 马尔 可 夫 性 和 《7-4-2) 式 推 知 对 任意 正 整数 k, ERR 
O cage l E 和 充分 小 的 > 0 

PON, = RIN a-s < 1 Ny = Lyt Ns SRN — AD 

= P(N, = KRING Ls CR No = 4) 
一 PIN, RING = k) = xpi Ash 
注意 上 式 实际 上 对 任意 0 Sy cy 过 LaL 也 成 立 , 只 不 
过 证 阴 时 写法 稍 有 不 同 。 由 这 等 式 易 得 
PCS > ELS, = 9 SD : 
— 了 PCS D ElSe = s) m exp{—Anst)} (7-4-10) 
或 : ee 
PCT ga, > 4! Sm sy Sy GD : 
一 PCT ya > xS = 一 exp{ 一- AG igoa 十 Dp 
(7-4-11) 
RIER ER zxkt ME u | 
PCT gn ST ey Te za), | 
= exp{ Ag (ses sn + x5}, (7+4-12) 
让 上 列 武子 中 5 和 T, SARASOTA A 
HE, 


s= Ba G2 


jm 


在 条 件 强度 Af) =~ i; ARGS s 变化 的 者 次 情形 ， g- 4-12) 
式 可 写成 p 
O PCT gay > al Ty eye Ta m (7-4-13) 
Sl 71, 72, EA Ama Ua EA TARR Hh LE 
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个。 
正面 讨 论 设 有 重点 的 马尔 可 去 点 过 程 ， 即 对 充分 小 的 各 > 
有 
PCN rte be 21N, = i) — ofA), 
于 是 
Piglet t+ RY hh + OCA), 
这 表明 没有 便 点 的 马尔 可 夫 点 过程 就 起 ( 非 讲 次 ) 缠 生 过 程 ， 鞭 条 
件 强度 就 是 生 率 。 因 此 ;对 于 7 之 j 和 :之 + 有 
Piksar H A) = Bip CTP nti + A) + pals pit a) 
= pi Cs tL A CB oC ah) I-+ pi DL UDF + eht 
出 此 可 鹤 出 微分 方程 
BD. pleat) + Pil DO = Pras, ba. 


(7-4-14) 
用 exp{Aj(s,2)} Lies 
2 {pss1 exp Aj(s,#>} — Pig rCsst i erpi A,Cs,5)}, 
(7-4-1159 
Hic 
0; — Palsstjeap{ ACs) tei, €7-4-16) 
并 注意 到 (7-4-6) 式 有 局) 一 于 是 (7-4-15) 式 可 改写 为 
2 Qi) = 0,-\(24;_ exp E tau) ~ ylw) dup, 
(7-4-17) 
将 上 式 积分 并 利用 边界 条 件 QO) = 站 一 以 对 > 六 得 
GEOR 人 On exp 由 bao} 一 tat) dv bdn. 
(7-4-18) 
原则 上 我 们 可 从 0: = 1 Bee (7-4-18) 式 依次 算出 
各 O02), SER (7-4-16) 式 求 得 转移 概率 mG 
下 面 讨论 商人 类 特殊 的 马 条 可 去 点 过 程 ， 
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Ci) 助长 -阻碍 模型 《facilitation-hindrance model) 
PRATHER HEA CORED EE 
aXe) = C1 + oat), FER i SO Mle SO (7-4-19) 

19S RATATAT a) Bs OE 
Rio 蚌 一 带 数 ， 这 模型 得 名 的 原因 是 : Bo > On, 4) 随 i 
增 大 而 增 大 ,这 意味 闭 过 去 出 凯 的 点 僵 多 ,将 来 出 现 点 的 可 能 性 就 
GA, MHA ANE RUA RA. Bo con, 
aS) 随 ; 增 大 而 减 小 ,这 表明 过 去 出 现 的 点 您 和 多， 将 及 出现 点 的 
FREE RTA, RHR ASR AREA. 5 
5 一 0 时 LO = 40), BCAA, Biot sett 
现 的 点 对 将 来 出 现 点 不 超 尾 何 作用 ， 

先 讨论 a > 0 的 情形 ,这 时 (7-4-18) 式 变 为 


OKO me + G = D1) Ora) Lexp{a hl is)) Jdu, 
‘ du 


i>i, (7-4-20) 
Bid a =e ala — 1)---(a-—K +1), WM OO) —1 出 发 由 
(7-4-20) 式 可 依次 解 出 
Dis Ce) — (a + i exp{cA,(s,#)} 一 ij, 
inl 一 (Ce + Ca + i + lL) fexpfaA(s,1)} — 17/2, 


一 般 地 ,对 一 0,1,2,.-- 有 
Qilt) = Ca + i +R — 1) Lexp{aAgs,2)} — LYALL 
Fi (7-4-16) AB 
Pratss ty) — Qi @exp{[—4)4,65,8)} 
= (a t+ i t k e Plepa 2} — 1] 
X expf 一 [1 + as + RDAs INR 
== Capir if] — exp{ —eAot st)} Ht 
x [exp{—~aA,(s,s}} N, (7-4-21) 
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这 是 参数 为 a 十? 和 exp{—aA,s,1)} 的 ( 非 负 值 / 负 二 项 分 布 
Bit bi, epf ats). 
BU o <0, FOUR ARO PERRI, 所 以 当 i 之 一 a 时 
KERA UG) = C1 + af) ane) 作 强 度 ,这 时 可 雾 草 
Cl + edhl) fo TEREE 
uo) = h izn 十 1， 
ith m 一 [一 a- 是 一 a 的 整数 部 分 ， 当 j S mm 时 戏 应 的 方程 
C7-4-18) 怡 好 和 a > 0 情形 的 一 样 ,于 是 对 太一 01 一 有 
Piaget) Cat + itk— 1)? Lexp{aAts,e)} — 1}! 
x exp{—[1 + ali + RDAs ,ENR 
= Chill 一 expa ALs, r) tLexp{aa Gs, ee 
(7-4-23) 


(7-4-22) 


MWR (7-4-14) 可 求 出 (注意 4 nC 一 0) 
Piraat (551) = CL H onc) Piss) (7-4-24) 
对 于 poe, tl WA Pult) = 0, 
4—o! 是 整数 时 ti. 65,8) = 9, 这 村 (7-4-23) 式 给 出 参 
z% FE 一 om 一 说 和 fl 一 expfekks D] 的 三 项 分 布 ， 当 一 2 
FL RM C7-4-23) REALMS HORA, A {pri-4(s， OH} 
anon 不 过 我 们 可 以 证 朋 〔7-4-237》 $ (7-424) 
式 一 起 的 确 给 出 一 概率 分 布 。 事实 上 ,将 (7-4-5) AM j= it 
1 十 1 的 (7-4-14) 式 柜 加 得 




















ð Fat! Ba 
Br b> patsst) | 十 之 Pals AiG). 


- > Pi jakis EJ,- on 
FHA 


a +i 


ZS s, a] =, AER Sa 


fui 
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因此 


È ab, D= Sus NPAs) = S 


屋 了 -4-1 Janardan, Srivastava and Taneja (1981) 提出 如 
FER ARES Fh KO ROL: RANAR 
不 会 把 卵 产 车 已 有 虫 卵 的 豆子 中 。 然 而 ， 每 只 象 鼻 虫 仅 能 检查 可 
供 它 产 卵 的 豆子 的 一 部 分 ， 而 且 若 有 许多 导 找 适合 产 卵 豆子 的 象 
鼻 时 的话， 它们 之 闻 就 到 为 这 样 的 产 郭 场地 晨 开 竞争 ， 我 们 可 以 
AEP, 4-H ARM ER B—-M Se MSF 
A MRELAMMSt CAR EMS RB RSP oy 
Zt. AMKRASEST RORY ON SBA, RAS 
BRSBREMEECARPKSLME AA SIR TOBA IB 
的 豆子 之 间作 峡 选 择 ， 因 此 ,很 少 豆子 会 含有 当 个 或 更 多 的 虫 则 . 
当 豆 子 中 的 虫 孵 数 日 增加 时 幼虫 成活 率 下 降 ， 

令 N, ARRECHA: AARNA. BEN, =i, 
则 经 过 -~ 个 很 短 的 时 间 芝 间 (zyz 十 AA, G) 增加 一 个 新 的 虫 旷 
的 概率 是 iA + off); Gi) 里 用 数 肯 没有 政变 的 概率 是 1 一 
kt 的 下 。 在 这 异 迎 中 还 假设 每 颗 吾 中 虫 印 数 只 会 取 0, 1 和 2 
等 三 个 值 TA =å 和 如 一 cl0 之 oc 之 1)， 这 是 阻碍 模型 
(7-4-23) 的 一 种 特殊 请 形 : nl, i 十 ec 一 <。 因此 一 a t= 
ey", Me m = [a] = eR Gey <2, Kae 
gei, 以 Pa BRERA © AA AR =o, 
1,2) 的 概率 , 则 由 (7-4-23) RA 

P, = Pio, r}= ap{—ir}, 
Pi = P0) = C1 ~ el — efairliteetoac es, 
Pa =i Pie Py 
Janardan 等 发 现 ，C 一 0.12 的 限 碍 模 殖 和 试验 数 师 投 售 得 非常 
好 ， 而 泊 松 过 程 则 报 合 得 不 好 。 这 事实 确认 了 他 们 的 上 述 基 本 设 
Ge 
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例 7-4-2 CAKE HE ss iB RRA) Elliott 
(1977) bhie TAKET Sew BERRA, fA 
一 个 生物 群体 中 ,个 体 的 分 布 有 三 种 基本 类 型 : G) MRAM 
体 在 栖息 汉中 接近 以 规则 的 间 陋 或 均匀 地 分 布 ;《iiy 感染 型 , 即 
‘MARR HSH; Gi) 随机 型 , 即 个 体 分 布 无 任何 规律 性 。Elli- 
ott 观察 到 以 下 事实 区 1 对 于 规则 型 分 布 ,在 一 个 样本 中 某 种 属 动 
物 的 数目 的 方差 小 于 数学 期 望 ,这 时 二 项 分 布 常常 是 合适 的 模型 ， 
(2) 对 于 感染 型 分 布 ,样本 中 个 体 数 日 的 方差 大 于 数学 期 望 ,这 时 
负 二 项 分 布 常常 是 合适 的 模型 ; (3》 对 于 随机 型 分 布 ， 样 本 中 个 
体 数 目的 方差 和 数学 期 望 约略 相等 ， 这 时 泊 穴 分 布 常常 是 合适 的 
模型 。 

利用 助长 ~ 阻 得 模型 可 以 对 Elliott 选择 的 三 种 分 布 类 型 作 
出 解释 。 设 在 某 栖 息 地 区 中 一 面积 为 4 的 (取样 ) 区 环 中 马 发 现 有 
iP «A, AUER RH A4 的 附加 小 区 域 中 发 现 一 个 新 个 体 的 概 
FE 

Piatti A, A F AA) {1 + af)t,Ad + AA), 
其 中 n> oo 是 一 常数 。 

当 个 体 是 随机 地 分 布 时 对 应 a 一 0 的 情形 。 若 以 Py 表示 在 
面积 为 4 的 区 城中 有 上 个 个 体 的 概率 并 记 4 一 44， 则 由 {7-4- 
19) 式 得 

Pim e Akiki, =O, n 
这 是 泊 松 分 布 ,[ 方 凌 / 数 学 期 望 ] 一 1。 

4o> ON REUTERS t, H (7-4-21) RA 

Pym Chul — edt", km 01,2, °° +, 
KERGEMAD, (HRMS) — lee et > 
I, 

MoO PBMTARRA. BAM te Be C74 
23) AA 

Pym Cio — eter et, Rm Ott yer 
当 a ERR RE SD A (Te) = et < 1 
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(2) PRS AREA Corder statistics point process) 

BX +X, de SABE hil AAR BRL it, Mk 
ADH FG), Kae PERRI HEE MTR 
大 次 序 的 排列 Xo S Xo SK, SN, mark: Ka Ss, 
LSS a, BN, 是 小 于 或 等 于 的 Xeo 的 个 数 ， 则 {Na 
r= = 0} fe WE SARA EMAL 是 ， 

















见 这 过 程 的 点 发 和 时间 $i = .x eevee T; ~a Xu — Kua 
G= 1y 并 定义 Xom OD). 由 过 程 Nar SO; 的 定义 不 
HEER, STEREM &， 人 主意 实数 0 委 和 过:… S a 和 枉 意 
FEM On, Sn, + ny Sn 

PCN, =m IN ti N ga tgs) 


| FOD = FMD) Jara IZ EC) Jon 
一 和 [一 Fa) [r= PGT] 
一 P(N, = n) Naga T ma) (7-4-25) 


只 依赖 于 fi 和 ays 而 与 fr: 前 的 状态 fg" tfh ER, A 
此 次 序 统计 童 过 程 是 马尔 可 夫 点 过 程 , 它 的 转移 概率 由 (7-4-25) 
式 给 出。 

MED FG) BEG) 【这 时 过 程 N 没有 重点 ]， 则 
对 于 任意 ;一 0;1, 2， 任意 实数 SoM hs > 0A 


P(N = ilN, = i) = 上 = Fup 


= £ _ Fur +k) — F&) io 
1— FC 
= 1 nr + oCh), €7-4-26) 
这 里 rr) — fO/ll— FO] 是 分 布 F 的 故障 率 。 Rw 
推出 





PCN 4, i + LIN, = i= (Cn — Dra + otk), 
(7-4-27) 
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由 上 述 得 知 ， 点 发 生 时 间 分 布 存在 密度 FO) 的 次 序 统计 量 过 程 

是 生 率 为 LO 一 《一切 fo 的 ( 非 讲 次 ) 统 生 过 程 , 这 里 re) 

是 对 应 于 密度 0 的 故障 率 。 因 为 分 布 (7-4-25) 是 二 项 分 布 ， 

HEARR ON, 的 条 件 期望 

， ~ Fir + h) Fie 
ECN rras IN, = i) = (n 一 i) FEED EO, 

(7-4-28) 

于 是 有 


im E | N= i) = rD. (7-4-29) 


上 式 给 出 故障 率 的 如 下 的 概率 解释 : (gb 是 群体 存活 都 分 的 每 
一 个 体 和 单位 时 间 的 瞬时 条 件 死亡 平均 数 ， 

例 7-4-3( 软 件 错误 检测 ) 设 已 知 一 软件 含有 = 个 错误 ， 其 
中 每 一 个 错误 的 发 现 { 或 者 说 , 消除 ) 时 间 是 相互 独立 网 分 布 的 随 
机 变量 ,其 共同 分 布 是 参数 为 8 的 指数 分 布 FO) = 1 — eS 
9)， 按 前 述 知 由 这 些 错 误 的 发 现时 间 确 定 的 次 序 统计 其 过 程 的 条 
件 强度 是 (D = Ca — 0, CORR RBA KA 
误 的 时 间 间 上 距 相互 独立 ,其 分 布 由 

用 一 人 一 0 

HW, BD Tin ABR Cn 一 i)9 的 指数 分 布 人 一 01-， 
#— l), 


$7-5 KHH 


MTHEN BRE BKEHRARS RATSO, AR 
BANK) RSBATI AAR). HAR, BREN Rt 
的 大 小 w， 随 参数 : OM ATBACR BRS). IES 
成 员 可 能 死亡 , 亦 即 群体 的 大 小 旗 会 半 大 也 会 碱 小 ,这 样 就 把 纯 生 
过 程 推广 为 既 有 生 又 有 死 的 生 灭 过 程 。 生 灭 过 程 是 一 类 很 有 用 的 
随 宙 过 程 。 下 面 给 出 它 的 数学 定义 。 读 者 可 把 这 定义 与 纯 生 过 各 


和 « 





的 定义 7-1-1 FBS 

定义 了 -5-1 HEILE (N. 0} 称 做 齐 次 生火 过 程 Cho. 
mogenecus birth-death process), BUR TEAKE i 
Z. 为 状态 空间 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 。 而 卫 满 足下 烈 条 件 : 对 tE 
Biel, k > 0 和 任意 非 久 整数 i, j 

lak tolk 当 7 一 1 十 1， (7-5-1) 

jak tH olh 3B jmil, (7-5-2) 
PCN a a GIN, = D)=<41—-Caj teat ela) 

| 当 了 一 本 (7-5-3) 

loca} 当 |j— i} B2, (7-5-4) 
HB [anon Ob Cay = 0) 和 (Ann SC} 分 别称 数 过 程 的 灭 率 
和 生 率 ， 注 意 上 面 和 的 外 个 AAAS ee, 易 见 从 艇 两 个 式 子 
和 第 三 (或 第 四 ) 个 式 子 可 推出 余下 的 一 个 式 子 ， 

EL EE RP AEE 1, MKE 上。 随时 间 而 改 
2s IRA A: BR BSC ELI) © AUR AS N, 一 BAER, 
我 全 就 得 到 非 齐 次 的 生 灭 过 程 ， 但 是 ， 在 本 书 中 我 们 主要 讨论 齐 
次 生 灭 过 程 ， 

利用 类 似 于 在 讨论 张 竺 过 程 有 时 所 作 的 推理 ， 我们 可 以 证 明 对 
sees Rt {Nr 0}, BER PC) = 了 PCN, 一 x) 满足 下 
面 的 微分 方程 组 : 














PO == 一 BMD + Pit) (7-5-5) 

Al 
PLC) 一 (4 十 ee PAG) H hg PG) + Ber P aie}, nh, 
(7-5-6) 


Sy EAL NG Re a Pe RE) Te ENS, E 
里 我 们 仅 叙 述 如 下 的 结果 : 对 于 任意 120 Mn, 20 (ed, 
i ...)， 微 分 方 种 组 (7-5-5 一 (7-5-6) BREW 








SDPO SI | (7-5-7) 
a=0 
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的 解 Ps (一 1122 的 。 对 于 几乎 所 有 有 实际 兴趣 的 
情形 , 特 踢 地 , 当 {4.} Ale) DARE 


人 PCD 一 1 (7-5-8) 
r=0 
的 唯一 钾 Cam O,1,+++,2 2 0), 
FARATA- SRR ERE, 
例 7-5-1《 纯 灭 过 程 》 当 一 个 生 灭 过 程 和 的 所 有 生 率 1,9 
0) 全 等 于 零 时 对 应 的 群体 的 成 员 具 会 死亡 而 不 会 繁殖 ， 这 是 和 
HERR AR, RNR PRR RAKE 
(pure death process)，。 这 类 过 程 的 一 种 常见 的 特殊 情形 是 灭 率 正 
比 于 群体 的 大 小 , 即 对 所 有 整数 n 之 0 有 js 一 mp Re > 0 是 
一 常数 (请 读者 把 这 种 情形 和 Yuie-Furry GRIER). BAG 
群体 中 每 一 个 在 时 刻 上 活 苇 的 成 员 在 小 区 间 《zt 十 #] 死亡 和 
存活 的 概率 分 是 是 gk + olh) RW 1— puhtal), MESRA 
死亡 的 发 生 是 相互 独立 时 就 引导 到 这 样 一 个 纯 灭 过 程 模型 ， 设 过 
程 的 初始 状态 是 mlm 是 任意 正 整 数 ), 这 时 微分 方程 组 (7-5~5) 一 
(7-5-6) 就 变 成 
P(e) = Ca + LaPa 一 nuP a, 2 0,1,+--ym—1 
(7-5-9) 





和 
P plt) 一 7-5-10) 
MRR Po 一 1 和 Pm ARA nm, et 
1 个 方程 可 以 依次 解 出 ， 不 难 验证 它们 的 解 是 
Pid = CCE HC ems, Os 


(7-5-11) 
这 是 参数 为 CO“ 和 严 的 二 项 分 布 AM 
EN, = me” (7-5-12) 
和 。 
VarN, = me” (1 一 2 *), (7-5-13) 


对 应 于 给 出 齐 次 部 生 过 程 在 状态 n (n= 0,1,2, -) IT 
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M4} 405 (7-1-13) ARAT- BREKKE E TT HR MA te 
出 如 下 的 结果 ， 
定理 7~5-1 设 {Ni,r 0} 是 一 生 灭 过 程 , 它 的 生 率 和 灭 率 
分 别 是 u 和 pln 之 0)， 若 以 rs。 表示 过 程 在 状态 二 的 逗留 时 
间 , 艾 即 给 定 过 程 在 了 时刻: 处 于 状态 > 了 时 ,从 该 时 肇 到 过 程 首 次 离 
并 状态 # FONT, A P(r, > 0) 一 1 时 有 
Ptr, > r) = eaten, (7-5-14) 
证 明 AXE es SOR A>), A 
{ta > x + hy m {ra > 2) (RAR 
《zz + A 中 没有 状态 转移 }. 
id FCw) = P(r, > r), 则 上 面 的 关系 式 通过 概率 表示 就 是 
Fala + h) = FN — (4, + ae + CAY, 
由 此 可 推出 微分 方程 
Fix) 一 (ly + Fp e) 
用 etate R PAC G, Cr) me Ont Fe) 就 得 到 
Gite) 0, 





故 

G(x) = C, 
这 里 C 是 一 常数 。 如果 假定 PCr, > 0) 一 1 FHARR, ME 
此 推出 G.Co) 一 1， 据 此 即 可 确定 C ~ 1。 故 最 终 得 到 


F(a) me On tends, | 
GERENA me 一 0, HM n= Ot (7-5-1 式 简 化 为 
Pir, > x) eTM {7-5-15} 


5— AAR (7-5-1)—C€7-5-3) 式 得 知 , 若 给 定 过 程 在 时 
Mth PRE n, MEADE G+ Al 内 发 生 转 移 的 概率 是 
CA, + uk + oCh), WEEB RMR Ras +1 Rw 1S 
概率 分 别 是 AA + OCA) 和 uA tol 由 此 从 直观 上 容易 看 
出 , 著 已 知 过 程 厌 来 处 于 状态 ”并 即将 发 生 转 移 , 则 它 将 时 转移 刘 
的 新 状态 上 十 1 或 上 一 1 的 条件) 概率 分 别 是 tf 十 4) 和 
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Bal ae 十 pia) CRE 2, 十 mm > 0， 如 果 2, + ps = 0, TEAR 
ERREKA, MAR- BIR A * 后 就 以 概率 1 永远 逗留 在 
这 状态 而 不 再 发 生 转 移 )， 

以 上 关于 生 灭 过 程 性 质 的 描述 不 但 直接 给 出 构造 《或 者 说 宰 
氢 ) 生 灭 过 程 的 一 种 常用 的 方法 ,而 且 也 为 生 灭 过 程 的 统计 推断 提 
世 了 一 种 可 行 的 途径 ， 下 面 先 讨论 过 程 的 模拟 问题 ， 有 关 统 计 推 
论 的 问题 将 在 $7-9 中 作 专 门 的 讨论 ， 

REAMERE RAE (4,) MRS {s}; 则 可 以 用 如 
下 的 程序 构造 这 过 程 的 样本 轨道 : 设 No 一 1， 于 是 过 程 在 状态 
i, 这 留 一 段 随 机 的 时 间 fri。 这 里 *， 是 参数 为 Aa 十 Au 的 指数 
分 布 随机 变量 。 然 后 以 概率 Un 十 pr) 转移 到 状态 i 十 1 或 
以 概率 mi + oy) 转移 到 状态 hl, RMA A 表示 这 次 
转移 后 的 新 状态 (到 i ST itl R il) 过程 在 状态 i 
逗留 一 段 随机 的 时 间 ra(r 有 参数 为 1, + a, 的 指数 分 布 ) 后 
又 以 概率 1a 十 oi) 转移 到 i 十 1 或 以 概率 p/p + ii) 
转移 到 i; 一 1， 沁 新 状态 为 i, ELA RRR RRA iets 
ri,，-"“， 我 们 就 得 到 这 生 灭 过 程 的 一 个 样本 轨道 ， 应 当 指 出 ， 在 
实际 中 应 用 上 面 的 程序 时 只 须 交 替 独 立地 产生 具有 相应 参数 的 指 
数 分 布 和 二 项 分 布 的 现实 就 可 得 到 逗留 时 间 序 列 {fi。,#* 之 1} 和 
状态 序列 {ign > 1}， 这 两 个 序 齐 邮 确 定 生 灭 过 程 的 一 个 样本 罗 
Ë. 

在 所 有 m 均等 于 零 , 即 纯 生 过 程 的 情形 ,上 面 的 程序 变 得 更 
简单 ， 因 为 这 时 从 基态 # 只 能 转移 到 状态 a 十 1， 所 以 在 模拟 时 
只 须 确定 逗 禄 时 间 序 列 ， 即 相继 对 具有 相 记 参数 的 指数 分 布 作 随 
机 抽样 就 给 出 齐 次 纯 生 过 程 的 一 个 样本 轨道 . 












































§7-6 P(t) 的 极限 性 态 


在 介绍 一 些 常见 的 特殊 生 灭 过 程 之 前 ， 我 们 先 简要 地 讨论 一 
下 当 * 一 oo 时 概率 PG) = PCN, ==) 的 极限 性 态 ， 首 先 考察 
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-个 简单 的 生 无 过 程 , 它 的 生 率 和 灭 率 是 : ag = a, = 0 当 

a0; m= e R n 0D N nl, CRIMEEA EY 

数 ， 欧 见 这 上 生 痰 过 程 内 有 两 个 可 器 区 状态 0 和 1。 这 时 微分 方程 
组 &7-5-5) 一 (7-5-6) 有 如 下 形状 : 

Pio — uP KO 一 aP,te, (7-6-1) 

Pi am AP Ce) 一 aP a, (7-6-2) 

BS ARTY 2M LO ALAR lin PG) 一 P, 存在 ,而 且 lim Pi 


0 (a= t,t), sXe RT BE Rs (7-6-1) 和 
(7-6-2) 式 导 出 的 方程: 


= uP, — AP gs (7-6-3) 
0 = LPa — uP, (7-6-4) 
这 两 个 方程 实际 上 是 等 价 的 。 解 之 得 l 
P, = (A/wPy, (7-6-5) 
为 使 P, 和 P, 形成 一 概率 分 布 , 必 须 满足 条 件 
l P, + P=], (7-6-6) 
由 此 及 (7-6-1) 式 可 求 出 极限 分 布 : 
P= pli a) 和 Pi A ta) (7-6-7) 


对 于 一 般 的 齐 次 生 灭 过 程 也 可 用 类 似 的 方法 研究 其 极限 分 
布 ， 即 岂 袜 分 方程 组 (7-5-5) 一 (7-5-6) 导出 相应 于 (7-6-3 }— 
(7-6-4) 式 的 方程 : 


AP, + aP = 9, | (7-6-8) 
—(, + PaP, + AsaP ol + Matif +l - 0, n = 1, 
(7-6-9) 


这 是 一 组 差分 方程 。 我 们 在 此 不 准备 详细 讨论 这 方程 组 解 的 存在 
性 和 唯一 此 问题 而 只 是 给 出 如 下 有 用 结 取 ， 
定理 7-6-1 设 弃 次 生 灭 过 程 {N : 之 0} 的 生 率 和 灭 率 分 
HR (2) Wiel, EMBER: u, 之 0 G1), RE 
dehy dalit "do 


S=] + 
Paez Mie" " * Be 
(7-6-10) 
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HURL P, = im P,G) (x 一 0,1,…》 存 在 且 与 过 程 的 初 
始 状 态 无 关 ， 当 5 之 oo 时 存在 洪 足 


Spe 

ROME AEB a {了 ,} ， 这 分 布 由 
sm? n= Ĵĵ, 
dodit i g-i “1 (7-6-11) 
iby fig" " * iy 


给 出 ; 当 $ 一 co 时 PL 一 0 对 所 有 n> o, 
证 明 荐 对 所 有 “之 0，limP,() = P, 存在 , 风 lim PLO 
也 存在 且 等 于 9。 故 对 方程 组 (7-5-5) 一 《7-5-6) 取 上 一 cc 的 极 
BREN Ge 
uP, 一 aP, 
iP, — Hati? nti + (CAP, 一 aP a), n = i, 
RAGAN Py RHA 








P,= 4 Po 
Hy 

P,=—P,= P 

2 PA 1 fay thy a 

: (7-6-12) 
Às- A ds "A; 

P, = Poo = Poe 

Hy fay eg 1” * * Ay 


ALA MR Sao, WMH 


>. = ] 
Bidar HE 《7- 6-11) A, E Sa, 则 仅 当 P, 一 0 AAA 





i PARR, 但 由 P,— 0 BANARAS 2 Sl 
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都 有 P,—=0, 

作为 定理 7-6-1 的 一 个 应 用 , 淮海 满足 条 件 ; Apa T a D 
《nm 之 1》 的 弃 次 生 灭 过 程 。 这 时 5 一 1 二 1 二 .一 0, A 
所 有 P, ETS ARR Ree. 

我 们 还 要 指出 ,对 于 齐 次 纯 生 过 程 来 说 所 有 wo AATE, 
此 不 能 应 用 定理 7-6-1。 但 是 ,由 对 PEO 的 显 式 表示 C7-1-10) 
AM : ~>co 的 极限 可 直接 求 得 Py = lim Por) = 0。 据 此 并 基于 


(7-1-9) 式 可 推出 P, 一 0 对 所 有 el, RARR Ae 
在 。 特 别 地 ， 因 为 齐 次 泊 术 过程 和 Yule-Furry 过 积 部 可 看 让 是 
齐 次 纯 生 过 程 的 特殊 情形 , 故 这 两 类 过 程 都 不 存在 极限 分 布 ,这 时 
所 有 P. = lim P.C) Het S, 


§ 7-7 迁 人 - 迁 出 过 程 ，M/M/1 排队 系统 


我 们 抬 具 有 恒定 的 生 率 和 死 率 的 生 灭 过 理 称 做 迁 人 - TH at 
程 Cimmigration~emigration process), A$ ami R 
RRP EMAC = 村， 我 们 可 以 想像 群体 的 增 大 是 从 某 一 外 部 来 
PACERS AEA RY. BU RE am we 是 一 常数 时 ,地 
BY De REER DE TERRA ee e EA 
然 ， 这 时 还 假定 群体 的 成 员 既 不 会 死亡 也 不 能 繁殖 ， 这 类 过 程 有 
时 也 称 做 简单 生 灭 过 程 , 它 在 排队 论 中 有 重要 的 应 用 . 

MIM 排队 系统 是 一 种 最 基本 的 排队 模式 , 它 可 以 用 一 个 
迁 入 - 迁 出 过 程 来 描述 。 设 到 达 系 统 的 顾客 形成 一 具有 常数 强度 
INMATE, BRSHARASRYH eR. BUN, 下 
RRA e > 0 在 系统 的 顾客 数 《 包 括 等 待 服务 和 正在 接受 服务 的 
mia). BO {N 20} 是 一 个 生 严 过 程 , 它 的 生 率 和 和 灭 率 分 别 
是 2 和 pn， 生 率 和 无 率 的 比 信 p= A/a 在 排队 论 中 称 做 交通 强 
度 或 利用 因子 ， 它 表示 相对 的 骤 务 需求 量 。 不 难 推 知 确定 上 述 过 
程 的 微分 方程 组 (7-5-5) 一 (7-5-6) 有 如 下 形式 : 





«373+ 





Pole) = PO + uP ln) (7-7-1) 
和 
Pil = —- + 2 P.O) + aPC + eP ald, nel, 
(7-7-2) 
根据 定理 7-5-1 知 当 p—ala<il 时 ， 上 述 方 程 组 的 解 P.O 
(220) 当 + 趋 于 oo 时 的 极限 P。 存 在 ,而 且 {1P,} 是 唯一 的 极 
眼 概 率 分 布 。 下 面 我 们 具体 求 出 这 一 分 布 。 容 易 看 出 ， 这 时 确定 
{P.} 的 方程 组 《7-6-8) 一 (7-6-9) 可 以 写成 
—iP, + aP, = 0, {7-7-3} 
一 人 4 十 AP 十 1P t aP, m 0, we 1, (7-7-4) 
用 上 4 除 这 西式 子 得 l 


P, — eP, = 0, (7-7-5) 
Pani — Cl 十 oP, + oP, = 0, nl, (7-7-6) 

这 是 一 组 差分 方 垂 ,我 们 利用 概 宁 母 函数 求解 ， 令 
Gis) = > Ps", (7-7-7) 


JA os” -r6 RR nm 1,2, RAS 


D Po — (ltp DD Past + 0 >) Pes = 0. 
y ami m=i 


上 式 义 可 写成 
DEGC — Py — Ps] — Ci + PLGG)— Pl + GCA 
或 l 
(1 — Xl — pr) GG) = PC. =) 
£ $ 


因此 
GG) 一 一 一 = Pl + ps + pt be). (7-7-8) 
— 
ERS (7-7-7) RRB 
. P= pP no, (7-7-9) 
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再 对 一 0,1:2，…… 求 和 并 利用 DD P, 1 BIKE 
s=0 


P= Ci — pe", 20, (7-7-10) 
这 表明 系统 处 于 平衡 状态 时 在 系统 中 的 顾客 数 w 有 参数 为 的 
《 非 负 值 ) 儿 何 分 布 F 它 的 数学 期 望 和 方差 是 


， P A 
EN = = 7-7-11 
are ( ) 








A 


arN = — È m -4- 
© VaN Goo 7a (7-7-12) 
RSS AMS MASS ER A 
P(N =0)= i — p= A, (7-7-13) 


P(N 21)—1—P(N=0)-p- 4. (7-7-14) 


最 后 介绍 等 待 空间 有 限 的 M/M/1 排队 系统 , 设 系统 等 待 空 
闻 的 容量 (包含 正在 接受 服务 的 顾客 在 内 ) 基 R 我 们 把 这 种 排队 
系统 记 为 M/M/1iR， 易 见 好 /好 /1 REAR M/M/1/00 
系统 。 这 时 微分 方程 7-7-1) 仍然 成 立 ， 但 方程 (7-7-22 则 仅 对 
#8 一 1,'**'yR 一 1 RY, AART” RAT SR: 
PG + k) 一 POC 一 nh) + Pph 一 ph) + oh), 
由 此 可 推出 


Pts} 一 — aP g(t) + AP 2G), (7-7-15) 
于 是 平衡 状态 的 差分 方程 组 应 是 
—AP, + wP, = 0 (7-7-16) 
—(2+ wP. + AP + aP 0, am 1,-+*,R—-1, 
(7-7-17) 
一 kPa + iPr O, (7-7-18) 


由 前 两 式 求 得 P, 一 了 uo"Cn = 0,1, R1), 又 由 最 后 一 个 
HERE Pam oP 4-， 一 Pop*。 综 合 起 来 即 得 


* 73 - 





P, = Pye", nm O,1,- +>, RK, (7-7-19) 
R 
EHAA D ?。 = 1 即 可 推测 对 任意 n 一 0,1,……s8 有 
C1 — pde* E pÆi, 
1 一 pf" 
P, = 1 (7-7-20) 
RFI Fie 1. 
EH e ALIN {P,} 是 截 尾 几 何 分 布 ， 当 。 = 1 时 是 离散 的 均匀 
公布 。 于 是 ,系统 中 的 顾客 期 望 数 Lem DP, 的 具体 表示 式 
=ü 


是 











RCR + 19/2 














R+! 2 te = l, 
= Cy, no S = Ciel 
i — (R +1)" + Rok 
“Er i etl. 
(7-7-21) 


EHH. 5R =o EA, R coRE e 值 ， 和 数 
De BAAR, AREND Pa) 必定 存在 。 


$7-8 线性 增 消 过 程 


Yule-Furry 过 程 是 假定 所 涉及 的 群体 中 每 一 成 员 能 够 (以 同 
样 荡 生 率 ? 滞 更 新 的 成 员 , 而 且 自 己 又 不 会 死亡 。 现 在 把 这 种 过 程 
推广 为 繁殖 和 死亡 都 有 可 能 发 生 的 镇 形 。 设 群体 中 每 一 个 成 员 在 
长 芒种 的 小 区 间 内 繁殖 一 个 新 成 员 的 慨 率 是 2A 十 oA), 死亡 的 
ph PF ph 十 of), ERRERA CORRE 1 一 04 十 网 8 十 
olh). MAPAGRANSAMALE RAR. TE, mE 
ELS BEA CERN 2d 有 # 个 成 员 , 出 在 小 区 闻 Gags 十 4) 中 有 一 新 
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BX St HB a ER atA + o), B-RAA CHIR naht 
ofk)， 成 员 数 目 保 持 不 变 的 概率 是 1 一 nt4 + ah + fh), R 
FE, RT RS BP BAR RSS BN 

i,“ anl, moo, 

Hs T fp; N = 0, 


EREKE, histor Si 是 某 两 个 常数 。 因为 这 时 
生 率 1, ARE Am 均 与 群体 的 大 小 成 正比 ， 所 以 我 们 把 这 关 
过 程 称 做 4 齐 次 ) 线 性 增 消 过 程 Cbirth-death process with linear 
rates), 

ARI M 表示 群体 在 时 刻 SOR ARAM Po 一 
PCN, 一 ma)， 则 微分 方程 组 《7-5-5) 和 《7-5-6) 可 进一步 写成 


Poe) = aP Ci), (7~8-1) 
PLCs) == — nlà + aPC) + ln — 1)P,_ CO 
+ lat OP LAG), 2 = 1, (7-8-2) 


如 果 在 初始 时 刻 1 一 0 群体 有 和 个 成 员 (m 是 任意 非 负 整数 )， 
RY Ny 一 wm。 则 我 们 有 初始 条 件 : 


(7-8-3) 
设 分 布 {1P。(D} 的 概率 有 母 通 数 是 
Ga, > P Ces’, 
wy 
HG me `- ` 1 
a 之 aP Car 
2 ~ > P's, 


用 了 FB C7-8-2) 式 ， 然 后 对 e= 1,2,-°- 以 及 {7-8-1) BRK 
和 得 


+ ari « 





OG _ —(2 + a) SP. (Ost +i > Cn — 1)P,_,C2)s* 


ät 
ta 伍 Cr + PpD + PCO 
= 一 (1 + wy SE + in 96 + Ma 
i 


= {p — (1 + ays t+ as (7-8-4) 








RET AMM RERRODR. ERRMARSE 
TI BARA BT PRATT, Wa, Bl @ Srinivasan and 
Mehata (1976) pp. 156 一 158。 不 过 应 当 指 出 ， 在 那里 求解 方程 
《7-8-4) 时 没有 把 1 一 中 的 情形 另 作 讨 论 是 不 当 的 ]， 我 们 只 给 出 
这 方程 福 足 初始 条 件 《7-8-37 的 解 是 : 

当 2 尖刀 上 时 


_ l — z — {4 一 ae TW sy 
Gls) k 一 ae HTa) ACT 一 coal 


4a = eh 
Gis = [Heo 41); F. (7-8-6) 


(i + Az) — des 
将 上 两 式 展 为 关于 * HERERO P.O) 的 显 式 表示 ,下 
看 给 出 当 N, 一 1 时 的 具体 表示 式 ， 


Chae 


(7-8-5) 





当 1 关上 只 时 
1 一 人 
re) = E (7-8-7) 
P= = eco i A P| [+ Po], nl, 
(7-8-8) 
Baer 
a 78-9 
PKO P Ir ¢ ) 
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nc au pean pcg 
PC) Cl + uP” fl Pye) {1 PILPG]: 


nel, (C7-8-10) 
BU {P.O} 是 变形 的 几何 分 布 。 对 于 No 一 om 的 一 般 情形 ,这 
里 只 给 出 Pop HERRA, 





4a ett 
P,Q) = [=a]. (7-8-11) 
当 ima Hf 
ar - Dg 
PKO m (- 3s a (7-8-12) 


借助 PO 的 表示 式 《7-8-7) 一 (7-8-10) 能 便捷 地 号 出 N, 
的 矩 表示 式 ， 先 假定 M 一 1， 这 时 PLC) 的 表示 式 (7-8-8) 和 
(7-8-10) 与 参数 为 【一 (4/8)Pocs) KERLAN DSE 多 :1 一 
AAPO) 只 差 一 个 常数 因子 1 一 Pi(D。 末 此 按 定义 ， 分 布 
{P,(O} RRE EN, PI ENT SOA (1 一 ADP) 
的 相应 的 二 也 只 差 一 个 常数 因子 1 一 Pols), BD 

1 
BNE ET LONG PS 


it Caf m) PO) 
EN? = — P te 7-8-14 
U 6 [1 = Caf Pico? ( ) 


(7-8-13) 


Ait - 
VarN, = EN} — (EN,Y 


Po t Caja) P Ke) 
= E = Pac! EOLA , 
(7-8-15) 
式 中 的 Ple) H (7-8-9) R (7-8-1 RAB. AF Nm m 的 
一 般 情形 ， 由 各 成 员 的 上 生 灭 是 相互 独立 的 假设 可 拒 群 体 看 作 是 力 
个 相互 独立 的 子 群体 垩 加 而 得 , 其 中 每 一 子 群体 的 初始 成 员 数 是 
1. 于 是 由 (7-8-137 和 (?-8-14) 式 易 得 
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_ il 一 Poke] -8 
EN, = Ge) POT (7-8-16) 


_ (Poe) + Caf 2) Pla)] 

VarN, = m[1 — P, EA e) Pe] -8- 
a mi PG] EL OA PE) (7-8-17) 
E PO 的 表示 式 C7-8-9) 或 67-8-117 代入 上 两 式 就 进一步 得 
到 











mei au E 1 py, 


EN, = | H (7-8-18) 
m 4) l=" fy 
m (Ż tp i Ga — 1] Elp 
Var ,一 1 ‘A — u 
amtat Eim ap, 
(7-8-19) 


BERB lim Pols) = Ps 给 出 群体 最 终 灭绝 ( 划 过 程 N, 被 


EE oo 吸收) 的 概率 。 下 面 就 来 劳 察 这 种 极限 情形 ， 由 《7-8-117 
和 和 (7-8-12) ABE 
ppm [err >p, 
t Gilson, 
4 和 wr 的 比值 对 EN, 和 VarN， 也 有 显著 影响 。 (7-818) 和 
(7-8-19) 式 容易 推出 


(7-8-20) 





0 ele p, 
imEN,—im aca, (7-8-21) 
oO 落 A> fy 
0 1 一 
lim VarN, — | 右 Be (7-8-22) 
roe oo AR Le a, > 


(BSH FRR: 在 4 一 p 的 情形 ， 当 1 一 2 时 EN, iik 
限 是 一 个 有 限 数 m、 和 但 群体 最 终 灭 绝 约 概率 却 等 于 1。 这 意 际 
着 总 大 多 数 的 现实 最 终 要 灭绝 ， 而 极 少 数 的 现实 必须 训 得 很 大 ， 

最 后 ,简单 地 讨论 一 下 非 齐 次 线性 增 消 过 程 。 这 时 ,过 程 的 生 
率 和 灭 率 分 别 是 Ct) 一 nC) A (2) ae G@)(n—0,1,2,-°°), 
其 中 XG) 和 jC) REK a AEM. E 


« 380 « 








Pint) = PON, =N, S Ds 


pi Cs) = ` 2hP Crt), 














BF UWE BH 
dix) = 9 二 |- 二 r EADP go eG (acayerrraul }, 
(7-8-23) 
这 里 
aly (tala) = atu), (7-8-24) 
特别 好 ,我 们 有 
ase = A fb es] . 
im t 
(7-8-25) 


群体 在 时 刻 已 灭绝 的 概率 可 通过 在 上 式 中 令 = 0 而 得 到 ,到 
Pd, ty = PCN, = ALN, = 1) 


aa 十 | Ledu — 1 
——— fi 


7 。 (7-8-26) 
er 十 | auje du 
a 


E aCe) 和 iC) 都 是 连续 函数 , 则 将 (7-8-24) A RSG 
POD m ke) — lt. 





AE 
f [ata — Alu) ]e” du 一 j glade du=e P —], 
故人 7-8-26) 式 又 可 写成 > 


pluje du 


PON, = 0N, = 1) = (7-8-27) 


1+ ( aluje dn i 
由 此 容易 看 出 ，Em PCN, 一 01Ns 一 1) = 1, MEMKE KAN 
BRST 1 的 充分 必要 条 件 是 
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tim [' peje’ gy = 00, (7-8-28) 
特别 地 ,对 于 AG) 一 ale) DRRR, dalr) BERAN: 
ptr) 1 一 pl#) 
re) * TF eG) 
1 _ _ Fatt) 
1 + oke) 








Ps, a) — (7-8-29) 


其 中 
多 全 = ( ACw )du, 
Ak EH ok} off} +00, Ill 


lim P,(0,2) = Ë a) n 
im uC ) rae 1 + p(t) + 





即 群 体 以 概率 1 最 终 灭 绝 。 
§7-9 排队 论 中 的 某 些 生 灭 过 程 模型 


在 这 一 节 我 们 将 讨论 其 它 一 些 特 殊 的 生 灭 过 程 模 型 。 它 们 适 
利用 各 种 不 同 的 排队 系统 来 描述 的 。 
《1) 1M1M1co 排 队 系 统 ” 设 到 达 系 统 的 顾客 形成 一 强度 为 】 
的 泊 极 过 程 ， 服 务 时 间 有 参数 为 皇 的 指数 分 布 。 又 设 系统 有 无 穷 
多 个 服务 员 ， 国 此 每 一 个 顾客 到 达 系 统 后 马上 可 接受 服务 而 不 必 
Se, ALN, RARER + 仍 逗 留 在 系统 中 的 顾客 数目 ， 则 
{N,,22 0} BERNE, HEMMER BH 
a4, =A, nD 
和 
B., ™ ane, n=l 
给 出 。 关 于 PC) 的 微分 方程 组 是 
Pie) = A PWG) + i PG), (7-9-1) 
PG) = APG) — G+ an) PG) 
+a + De Pia), sal, — (7-9-2) 
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假设 初始 状态 M= m, BA Pa(0) 一 1 和 PO mO 
ném RIB SRM HERB LNM DE. & 


GOs) = SP, 
则 


oe = a aP C507! 


OG — ， 
ao a PCs", 
by x Cs 


FA s* 38 (7-9-2) RUA s= 1,2,---R (7-9-1) RRM 


ar = a DP) a D PC + Dy PGs 
t s=a az ua 


十 u > Ca + PC 


G+ a 2s, (7-9-3) 
i 


可 局 验证 [详细 的 求解 ,例如 ,可 参看 Fiss (1958) 第 八 章 ], 这 方 
程 的 满足 初始 条 件 GO, 人 一 (H N, = m 推出 》 的 解 是 
GO = [1 — C1 = eleexp {-4 《1 一 Cl 一 mh, 
(7-9-4) 


注意 上 式 右 端 的 第 一 个 因子 [1 一 人 1 一 9e *]*” 是 二 项 分 布 
Bom," cy Ee EE ae ,而 第 二 全 因子 


“ol — s)C1 一 
则 是 参数 为 rae — eo) 7TH 4) ATA EE BPR. hk. H 
任意 > 0, GH {P BLAND ARAA. HBA 


2383 = 





MiO mon? 


ron creme memset hae} 
x ( uy 1 en 
a Cn —&)} 
= exp {—4 《1 一 - om) 


= 


x bai oA) eth] 一 ed Ld: 


Pe] (a AD 
nomO,l,2,°-*3 (7-9-5) 





7 


EN, = me" + + (i — e7"); (7-9-6) 
VarN, = me PC 1 — e+ A (l—e*) 
B 


= — Ht d -M A 0- 
=a ehm + 2), (1-9-7) 





上 列 公 式 首先 由 Palm 得 到 ， 
H m= ORM (7-9-4) 式 右 澳 的 第 一 个 国 于 退化 为 1， 即 


{PO} REBRA 4 —e*) BARDA. 
oh (7-9-5) RAB soo 时 PO 有 极限 


~All n= O,1,2,++7, (7-9-8) 


nt 
RUSE i ote FEB Ł BRaT. 


(2) M/M/k 排队 系统 RT UA SAL RAR SS TA 
设 和 和 上面 的 M/M/foo 系统 相同 ， 不 同 之 处 是 这 时 只 有 去 个 服务 
员 。 当 这 不 个 服务 员 都 在 工作 时 到 达 的 顾客 排队 等 待 服 务 。 癌 伴 
用 NM， 表示 在 时 刻 上 逗留 在 系统 中 的 磊 客 数目 《包括 正在 接受 限 
He 38 A OE oy 
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4, ma, nb 


x =p Renz; 
° ku, moe 
‘it, KAMA BAPERATE S., KART RS PLO 
PCN, 一 的 微分 方程 组 是 
PC) = —1 PO 十 a PO 
PCO = iP aD m + apg) Pe) 
+ (a +1jaP.nCe) Ignel 
PG) AP, am GH RaP + ka PO), 
nk, 
一 般 说 来 ， 求 出 这 方程 组 的 解 是 困难 的 。 但 是 由 定理 7-6-1 知 平 
at {P,} 所 方程 组 
—iP, + aP 1m 0, 
aP La — (A + na)P, t (n+ uP — 0, 


Paa m (A + Rw) PL + Re Po, = 0, nek 
(7-9-10) 


(7-9-9) 








l&n Ael 


的 解 给 出 。 当 < 时 


sirt L(A L {AY 
一 1 十 过 十 (4) + +i (4) 


PEET Si) 
a ; -> 
(2 ; 1 (5 
= Z} + — A ..-- l 7-9-11 
x) al 4 ¢ 2 


阁 方 程 组 (7 -9-10) 存在 由 
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sl nom 人， 
P 一 


nl 
HBr Hn 


Sr 1 [WR A. FO -9- DSR A_LE IDR SE 0 


| 二 ay EE] 





` 7-9-12 
|" i} Rl k 一 a C ? 
= | 
(Ayp, Elgar agk, 
p, =l"! (7-9-13) 


1 Ln 
TOL =) Pos Ai n> k, 
当 Z >h 时 平衡 分 布 【P。} 不 存在 。 这 时 系统 的 服务 能 力 不 能 


满足 跨 客 的 需 赛 ， Ys +o 时 在 系统 中 排队 等 待 服务 的 顾客 数 
ELE | BPS. 
(3) 顾客 会 消失 的 M/M/R 排队 系统 ”关于 排队 系统 的 假 
设 基 本 局 前 ,但 这 时 顾客 是 没有 耐心 等 待 的 , 即 若 顾 客 到 达 系 统 时 
发 现 所 有 服务 员 祁 没有 空 ,他 就 马上 离开 而 不 会 排队 等 待 服务 .我 
CIRCE A Le a OLN, DO} 揪 述 在 这 系统 中 的 顾客 数 
目 《 这 时 只 含 正 在 接受 服务 的 磊 客 )。 办 为 这 样 的 系统 最 多 只 可 能 
AAP RR eRe N, 的 状态 空间 是 {0,1, ---.41, CHAA 
RSTK, DEDERE ph 
ll, One Qk 
和 
Pp 
给 定 ， 主 是 ,关于 P.O) 的 微分 方程 组 是 
Pict} = —AP ft) + a Pile), 
PO =A P,G) A + sp) PC) 
+ (at Le P paa l&n 
PYG) = APCs) — kee Pye), 
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在 此 我 们 同 祥 只 讨论 当 :>o 时 的 极限 情形 。 因为 过 程 只 有 有 
HEARE EE-S- 中 的 3 只 全 有 限 多 项 ， 从 而 必 为 有 限 . 
所 以 由 该 定 侍 知 存在 叭 一 的 极限 分 布 [了 .}。 将 上 面 的 14。 和 As 
HRA (7-6-10) 式 算出 


8 一 > a a) (7-9-15) 
再 由 (7-6-11}) 式 得 
eT gio 
ram RY {2G J tsrs 
(7-9-17) 


REA te ERARE (Erlan 公式 ， 

AFH PE KR BAB, Ehe 
WSBatOere, Piling, Gross and Harris (1985) ARKE 
(1993), 


§7-10 生 灭 过 程 的 统计 推断 


我 们 着 重 讨 论 简单 生 灭 过 程 的 参数 估计 和 假设 检验 问题 。 因 
为 这 时 有 IH Ae SOM .一 pln 学 1)， 故 需要 考虑 的 参 
数 事 实 上 只 有 AMAR. RO 上 和 A 分 别 表 示 4 和 #& 的 估 
计 ， 下 面 介 绍 的 推断 方 读 是 基于 前 面 关 于 生 光 过 程 构 造 的 讨论 提 
出 的 。 概 略 地 说 ， 这 方 续 主要 利用 生 灭 过 程 的 如 下 重要 性 质 : 过 
程 在 状态 # 的 逗留 时 间 有 参数 为 Un + mw) 的 指数 分 布 , 而 且 在 
状态 发 生 的 转 称 只 可 能 是 到 状态 十 1 或 “一 1， 其 概率 分 
别 是 2,/C, + ay) 和 B/C + Enhe 

设 在 时 间 区 间 《0,7] 对 一 简单 生 灭 过 程 {N，z20)} 进行 观 
测 并 记录 如 下 数据 ， 在 这 有 息 时 间 内 过 程 速 留 在 状态 (群体 变 空 ) 
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的 时 间 T, A EES RACKED S—P RANI Tes 
BRA T, 十 了; 一 了; 在 这 长 为 了 的 时 间 区 闻 内 过 程 从 状态 0 
转移 到 1 的 次 数 m, MRE mm 一 1,2,.…) SBE] net 的 
次 数 m, 和 从 状态 me 一 1, 2,-…)》 转移 到 * 一 1 的 次 数 ma. 
我 们 希 户 根据 观 训 值 T., Ty, ma m Alm, 作 且 参数 和 和 天 
的 估计 。 由 上 述 不 难看 出 ， 简 单 生 灭 过 程 的 一 个 现实 包含 卡 列 组 
成 部 分 ; 

(1)》 从 具有 参数 1 的 指数 分 布 总 体 中 所 作 容 量 为 mm， 的 随机 
抽样 。 若 过 程 在 观测 区 间 末 庙 处 于 状态 0 时 ， 则 加 上 -个 参数 为 
1 的 指数 随机 变量 的 不 完整 (在 了 处 被 截断 ) 的 现实 ， 这 m (或 
m +1) 个 观测 赴 之 和 等 于 T,， 它 们 分 别 表示 过 孝 . 在 状态 0 的 
各 个 逗留 区 间 长 度 。 

(2) 从 具有 参数 《4 十 jn》 的 指数 分 布 总 体 中 所 作 容 量 为 
mi +m, 的 随机 抽样 ， 若 过 程 在 观测 区 间 末 端 处 于 非 海 决 态 ， 则 
加 上 一 个 参数 为 《1 十 a) 的 指数 随机 变量 的 木 完整 《在 工 处 被 
HLS, X m (È m +1) 个 观测 值 之 和 等 于 T,, 它 们 
分 别 表 未 过 程 在 非 雯 状态 的 各 个 扣留 区 间 长 度 。 

(3) mi 十 mm 次 成 功 概 率 是 O 十 e) 的 风 努 里 试验 ， 其 
中 成 功 的 次 数 是 m;， 失 败 的 次 数 是 my, 它们 分 别 表示 从 状态 n 
j 十] 和 到 a— a> 0) 的 转移 次 数 。 

(4) 观测 到 的 0 一 1 转移 只 能 在 1->0 的 转移 之 后 发 生 . 

现在 ， 我 们 来 求 参 数 1 和 的 最 大 似 然 知 计 ， 为 此 必须 先 求 
出 似 然 函数 ,这 函数 给 出 获得 上 面 描 述 的 现实 的 概率 (确切 地 说 是 
密度 )。 这 现实 的 四 个 组 成 部 分 为 相应 的 似 然 函数 依次 提供 了 下 
列 四 个 因子 : 

(1) 设 〈6ly6a sw) 是 具有 参数 1 的 指数 分 布 总 体 的 一 
个 容量 为 m 的 随机 样本 。 车 过 程 在 观测 区 间 林 端 工 处 于 状态 0， 
则 还 要 增加 一 个 参数 为 4 的 指数 随机 变量 的 不 完整 的 现实 5 一 一 
(OT) PBA KM 1 Slo 的 转移 时 刻 到 工 的 间距 它们 满足 乞 
性 : 
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bt Obes tO, +ta— T,, (7-10-1) 
Hae EEA A) PR E OR AE 


由 = 


{ TJ ae 48: | ea aee ATs {(7-10-2} 


TEMS EE TAT EEREN, 4 这 一 项 不 再 存 
在 CEJ ELIA A J m 0). {Aix 全 0z > ty Bas, ZAM AI T,, it 
仍 有 


FAL 


Tae = dng Te, 


ind 


(2) 类 似 于 上 面 的 推理 得 知 BRA (4 十 a) 的 指数 分 布 总 
ROAR A m 十 me HPL AAR SEMA TE 
CLA pre Atal (7-19-3) 
(3) mi 十 me RRB t/a + we) 的 风 努 里 试验 ,其 结 
BEA m 次 成 功 和 m 次 和 失败， 这 些 样本 为 似 然 隔 数 提供 的 因 
子 是 





er 
十 lte ( 


《4) RBER ZEA KMAANMUARR BRAT RE 
mo m Ri m HRRMSBSMiMe 无关， 我 们 把 这 因子 记 为 
A, 
2 Aasa) ML, a) RARA ER RB E g EAA 
Se. h C7~10-2)—(7-10-4) 式 推 知 
fCa, ws) = Agee] + MYM mae AMT, 


x ccna) (ey 





At E a+ poe 
= ACT y ma AT pte MD, (7-10-5) 
ECA, u) = Cm, + m,}log 1 + mlog a — aT 
一 aT, + B, (7-10-6) 


AH 日 一 log AC Mia ge 将 C7-10-6) 式 分 别 对 2 Ma RSS 
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JL ðA = 0 和 OL/Ox 一 0， 我 们 就 容易 由 此 解 出 4 和 #5 的 最 
AAMT 


i= mm, (710-7) 
i= To (7-10-8) 
a 


下 面 讨 论 假设 检验 问题 ， 仍 设 在 时 间 诡 间 (0; 了] 内 对 一 简 
单 生 灭 过 程 进 行 观 测 并 得 到 前 述 的 数据 T o Timom, 和 mu。 我 
们 想 判 定 这 些 观 测 数据 是 否 来 自 一 个 具有 参数 1° Ae? 的 简单 
生 灭 过 程 和 的 总 体 。 这 是 一 个 零 假设 是 Wilt 和 wm u’ 的 
篇 单 扔 设 检 验 问 题 。 下 面 介 绍 一 种 基于 Neyman-Pearson (AN S- 
皮尔 于 ) 理 论 的 方法 ， 把 4 和 天 的 最 大 似 热 估计 (7-10-72 和 《7- 
10-8) {RA C7-10-6) 式 得 

tmax 工 (天 7 一 【了 + m,}log (ttm) 


+ malog (z) Cm, + mi) — me + B, 
检验 假设 H, 的 Neyman-Pearson 统计 量 是 
2imaxL(Ci, p) — Lda, u°} 


= 2|(m, + m,) log Me mi mylog ME 
oT a°T, 


— Cm, + mj — UT )—Cony— pT) |. (7-10-9) 


若 HH。 真确 ， 则 这 统计 量 渐 近 地 有 自由 度 为 2 的 大 a. et 
如 可 对 假设 M, 作 绕 计 检验 。 

我 们 不 准备 详细 讨论 一 般 生来 过 程 的 统计 推断 邮 题 ， 但 是 可 
以 指出 , 若 过 程 的 状态 空间 有 限 , 旭 生 率 1。 和 灭 率 s, 可 通过 对 
过 程 作 足 够 长 时 间 的 观测 而 用 下 式 作 粗略 的 估计 : 


;一 过 程 从 = 到 nti 的 转移 次 数 ， “7_i0_103 
过 程 外 于 状态 = 的 总 时 间 

it, _ TEM r Bl a 1 的 转移 次 数 (7-10-11) 
过 程 处 于 状态 # 的 总 时 间 


s 39) = 





到 村 给 出 一 个 应 用 例子 . 

例 7-10-1 CRTOKRH GORE) 某 超 级 市 场 的 经 理 
荡 计 按 平均 来 说 ， 每 一 顾客 通过 出 口 的 收 款 柜台 需要 2 分 钟 的 级 
务 时 间 ， 而 且 他 通过 调整 收 款 柜台 的 效 目 以 保持 顾客 的 到 达 率 等 
于 0.5C 人 / 秒 )。 根据 过 去 的 经 验 ， 可 以 假设 顾客 到 达 妆 款 柜台 的 
时间 阔 更 和 他 们 的 服务 时 间 是 指数 分 布 的 随机 变 吊 。 为 了 检查 商 
场 的 工作 情况 ， 他 对 一 个 路 款 柜 台 进 行 了 一 个 小 时 的 观测 ， 在 这 
一 小 时 内 有 34 位 顾客 到 达 柜 台 , 有 23 位 左 客 在 柜台 付款 后 离开 ， 
此 外 ,有 3 SEE Ba, 

很 据 上 面 的 指数 分 布 假设 ,在 柜台 等 待 的 顾客 (包括 正在 结 帐 
那 一 位 顾客 》 数目 可 用 一 生 灭 过 程 来 描述 。 利 用 早 些 时 候 引 人 的 
记号 可 把 观测 数据 写 为 

TT 一 50 ($) TT, 一 57 (4), 
m, + i 一 34CA) 和 mi 一 23 (A). 
根据 (7-10-7) 和 (7-10-8) 式 知 生 率 和 灭 率 〈 在 本 例 中 它们 分 别 
RPA AS IRS ORR GE 


â m ŠÍ 一 057 和 a= B= 0.40, 





YM BRR 1 = 05 Me 一 05， 所 以 他 想 要 对 上 面 的 
参数 估计 值 i 和 & 是 否 与 参数 理想 信 1 一 x 一 和.5 有 显著 差异 
作 统 诗 检验 。 利 用 (7-10-9) 式 和 上 项 的 观测 数据 不 难 算出 

2[maxL(A, pa) 一 工 (12)] 

= 2[2(0.57,0.40) 一 L(0.50,0.50))] = 2.368, 
当 零 假设 H SHINAI Be 2 的 2 分 布 . 
从 如 43 ta BI 

P(X > 2.368) = 0.30, 

这 概率 比 0.05 和 0.10 都 大 得 多 ,因此 根据 上 面 的 观测 资料 我 们 接 
受 假设 万 ,， 即 可 以 认为 参数 仍 是 1 = p 一 0.5， 当 天 商场 的 工 
省 情况 和 理想 情形 没有 显著 差异 。 
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BAR 自 激 点 过 程 
$8-1 ”过程 的 历史 与 自 激 点 过 程 的 定义 








章 次 泊 松 过 程 是 平稳 的 无 后 效 过 程 ,过 程 的 强度 是 一 常数 . 带 
时 午 强 度 的 汽 松 这 得 的 强度 则 是 时 间 的 函数 ， 这 类 过 程 仍 然 具 
有 无 后 效 性 ， 人 也 已 经 不 再 是 平稳 的 了 ， 第 七 章 讨论 的 一 般 纯 生 过 
程 是 通过 让 过 程 在 任 一 时 刻 : 的 强度 还 依赖 于 过 程 直 到 时 肇 : 为 
止 所 发 生 的 点 数 六 ， 而 得 到 泊 松 过 程 的 进一步 推广 ， 这样 的 过 程 
虽然 是 一 个 马尔 可 去 过 程 ， 但 一 般 并 不 是 平稳 和 无 后 效 的 ， 在 实 
际 中 经 常 还 会 遇 到 更 广泛 的 一 类 过 程 ， 即 过 程 在 尾 一 时 刻 + 的 强 
度 不 仅 是 时 间 : 和 过 程 直 到 寺 刻 + 为 自白 发 生 的 虚数 N, BY Be 
RR, MARYPORT REA RAIN EL ANE, DBE! 
GE Re RA Ae 之 前 (包含 o 的 历史 ， 例 如 ,考察 
一 个 在 空间 电 兽 有 限 的 条 件 下 工作 的 二 级 管 ， 其 中 从 阴 轨 发 射 到 
阳 要 的 每 一 个 电子 都 会 使 电位 发 生 改 变 , 这 种 电位 变化 是 瞬 态 的 ， 
而 且 它 反 过 来 又 影响 电子 发 射 到 阳 袜 的 强度 ( 即 到 达 率 )， 因 此 5| 
起 强度 的 肯 态 变化 .这 种 情形 的 一 个 篇 单 模型 是 若 已 知 在 时 刻 t 
的 到 达 率 是 L, WE n SR AR TSAR RARE, E 
下 一 个 电子 到 达 阳 极 之 前 的 任意 时 刻 上 之 和 的 电子 到 达 素 o) 
H 














Cp) = ha — be ET (8-1-1) 

给 出 ， 共 中 ab 是 两 个 正常 数 。 AERA, o ARS 

2(1) 一 和 有关， 而且 还 依赖 于 上 和 《确切 地 说 ,+ 和 i WA 
数 ,即时 刻 * 和 上 次 电子 到 达 阳 极 的 时 间 ro BWE). 

我 们 把 其 有 上 述 特 性 的 点 过 程 称 敌 自 激 点 过 程 ， 原因 是 这 类 

过 程 未 来 的 演变 依赖 于 (同时 也 仅 依赖 于 ) 过 程 让 身 过 去 的 历 定 ， 


+ 3 了 9。 











ATS SARS, ROT ARE Pa 
Ae RAE PEER 

六 家 者 会 记得 ， 在 52-1 中 条 件 2-1-5 Sys E E 
的 一个 等 价 定 久 中， 最 本 上 质 的 要 求 是 下 面 队 个 全 有 条 件 概 素 的 关 
AoA: SERIE 4, HREM ASOLO a ct ee ey, 
AE RGR MER mS -eel nman E 

PUN oaa = IN, = ol jk lN, = n) 
= 24 + olk) 





PCN aa S 21N, nl Kik l; N, = a) 
= olk) 
对 于 带 时 倚 强 度 AC) MARE, Li BP ASEM 
PON ty = LUN, = nl PQ RIS, = 2) 
= AGA + olh), 
在 一 般 纯 生 过 程 移 定义 中 ,上 式 进 一 步 推广 汶 
PON ag = LIEN, ~ snl S11:N,= n) 
= AR + ofA), 

上 殉 式 子 的 左边 都 是 关于 事件 IN, my, lpm 1; 
N, m n) (URS, MARR k, ERM k> 
0, pet ey ee ee MERE ER raw ny 
Ay, > trt ey 这 些 关系 式 都 成 立 ， LBS ARS AR we 
们 的 所 有 可 能 值 时 ,我 们 就 得 到 过 程 的 所 有 可 能 的 {在 以 则 CO, 2] 
那 一 部 分 的 》 现 实 。 这 些 现实 的 总 体 棋 述 直 用时 刻 tO ibid te 
变 的 全 萄 ， 所 以 人 们 又 称 之 为 过 程 在 上 时刻 * Aa CA o 的 历 
史 。 因 此 ， 上 面 的 关系 式 是 对 关于 过 程 历史 的 条 件 概率 所 加 的 要 
R. 

另 一 方面 ,因为 点 过 程 在 区 闻 Cr) 的 演变 情况 也 可 以 通过 
给 害 过 种 在 这 区 间 站 发 生 的 扩 数 NN， 和 和 这 N, 个 点 的 发 生 时 间 
$4，,"…* Sw 得 到 完全 的 记 划 ,这 一 事实 在 直观 上 是 明白 的 , 利用 过 
A RAAE AZINE BGS -3A aA EAE 
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HCR AEA CERN, CRD FRAME ATLA, Ss: 
Sy, REWER Dee D 的 历史 ,这 就 是 说 ， 上 列 
式 子 的 条 件 概 率 中 作为 条 件 的 事件 IN, 一 由， 1 SiS R21, 
Ny =N, = n} 可 以 改写 为 (N, = n, Sy n, e 8, Sats 其 
È s 是 任意 非 负 整数 ， 当 ”一 0 时 表示 在 区 加 (0, 7] 中 没有 点 
BE JAR SARA SARE AS o 5, 了 ;0 之 #1 过 过 
Sy Sot 是 任意 实数 。 当 99 ，*，s。 取 遍 它 们 的 所 有 可 能 值 时 同 
样 给 出 点 过 程 (在 区 间 (0,71) 的 所 有 可 能 的 现实 ， 因 此 ,过 程 的 
历史 可 以 等 价 地 通过 N,,5.，…… ,Sw， 来 描述 0 

下 面 给 出 一 般 的 自 激 点 过 程 的 正式 定义 。 

定义 8-1-1 计数 过 程 {No r> 0} 称 做 自流 点 过 程 Celt- 
exciting point process), WMR CHELF”: 对 任意 实数 # 
= OFLA = 0 

PON eg — LIN, Sty -a Sw,) 
= Alt, Nes Ss ms Sw) + oh), (8-1-2) 














PON, ta > LIN, Sig 15 dw) — of), (8-1-3) 
oS a ne RS ORS: 
PCN, =O} = 1, (8-1-4) 


联合 (8-1-2) fl (8-1-3) AWA 
lim A UPON, rs 22 LN Sy, 7 Sw) =— AGN, S a -Sn,J> 
CET 


(8-1-5) 
Rp AGN, Ss ta Sn) 是 自 激 点 过 程 {Nt = 0} 的 强度 ， 它 随 


D WMS ORS te (Merat) ENA 了 以 前 【包含 站 的 历史 就 是 
Reo 代数 W, = fy ath, 即 由 所 有 清 足 0 守卫 所 工 的 随机 变量 N, 
产生 的 g 代数 ， 这 等 价 于 由 所 有 形 如 (NG aay bik N, = n) 的 党 
Pee a eR, A> OF OREM tees a RE I< 
etait, ete ASEM. EHR A LE Nisi oS: 
Pe Ao eR, 

D AEBS SR (8-1-2 和 81-3) 可 写成 PCN Hh aD 
一 Me, a a + ORD 和 PON B21) 一 44)， 有 些 作者 ， 例如 Cor 
and Isham (1980) git ARM Ss. 
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GAN,S, +>, Sy, RAN ARATBE. BRARATIOR EWS 
A lG) (ERA Ghar 20} 本身 就 是 一 随机 过 程 ， 央 
此 有 入 把 宇 称 做 强度 过 程 。 当 强度 a) 事实 上 不 以 任 丫 方式 依 
MTB mA ey, IN, 之 0} Rah toe 
KEARE. M ace) OCR Fe One) HH 
N, BWJ Ge A Rea ta TE. 
SK (8-1-5) AOR AEB HBE ACD HERES PACS 
x} 1] OF BS Lh a et Ee CO, #1 中 的 点 数 和 发 生 时 介 
时 , FEAR Gy 十 有] 有 点 发 生 的 条 件 概 率 。 因 此 ， 给 定 
了 自 激 点 过 程 的 强度 也 就 规定 了 它 在 元 穹 小 区 间 中 有 点 发 生 的 条 
告 峰 率 。 下 面 再 看 看 强度 和 宏观 的 点 发 生 条 件 概率 的 关系 。 
HER: >s SOR A> Oo, CHR N, 一 0。 我们 考虑 在 
XM Gz +4] 中 没有 点 的 条 件 概 这。 由 (8-1~5) RRA 
PCN, 4, = OIN, = 0) 
= PCN, , = ON, = O)PON es == O(N, —= 0} 
= P(N, = DIN, = 0) 1—4, N, = 04 + ofA), 
HHH) HE 
Ni = ON 0) = —AG,0)PCN,, = 01N, = 0), 
£ 
RMA R P(N, 一 401N, 一 0 一 1 的 解 是 
P(N, = OJN, = 0) ~ exp{—| 2Cu,0)du}, (8-1-6) 
— AR SON, DO 同样 也 可 推 得 
PON, ， a= į) [NN,, S$,,- -= Sn, — EXD {~{' UHN uassi ~ “15x Jdu} 
(8-1-7) 
dy (8-1-6) A (8-1-7) 式 马 上 看 出 ,对 任意 1 之 ;之 0 过程 在 宏 


MEAW (5,6) PACA RE RT BOAO, BE ERE 
率 ) 和 过 程 的 强度 是 相互 唯一 确定 的 。 
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$ 8-2 条 件 存活 概率 


设 {N,220} 是 具有 强度 OG): 20} 的 自 激 点 过 程 , 它 
的 点 发 生 时 间 是 S590. ROM 
Bs ss 15 

表示 给 定 2 5G 一 1 n) 时 Sr 之 + 的 条 件 概率 。 如 果 
N, 给 出 某 机 器 在 开始 工作 后 长 为 + BOT DR eh ee ae a 的 计 
数 ， 假 定 故 障 出 现 后 能 钥 邮 排除 ， 机 器 随即 义 恢复 正常 工作 .于 
是 ,这 条 件 概率 就 是 给 定 前 面 = 次 故障 的 发 生 时 间 是 4,… ota 时 
第 # 十 1 次 故障 在 时 刻 : 以 后 发 生 的 条 件 鬼 率 ， 因 此 我 们 把 它 称 
BE n cB Hy EA 或 者 《不 太 确切 地 ) 简称 第 


t aea t 8 8 © 


PCN, = 0) = exp im 14, Odu}, 
因为 {N, = 0} = {5 >t}, RB RA RE 
P(t) = PCS, > t) = exp 全 | Ada, oda}. (8-2-13) 
A DS LR s 第 # 十 1 点 的 条 件 看 活 概 率 是 
Ps) me ata) -= xp i-p Ayes, une 4- 
(8-2-2) 
事实 上 ,由 《8-1-2) 式 有 
PGi < S, l t ALN, —a3S, = satt tia T 8) 
= P(N eras = 1|N, = nad, = 0 Sy m Sa) 
m ACE Say a AD t oC Ar), (8-2-3) 
另 一 方面 , 当 Ss, 时 事件 IN, A Sa 之 11 SE 
PCr < Spn Et H AlN, nd ig) 


Por << 8,0, m0 + Als, m 547°: Sn =) 
RS 一 = sy) 








(5-2-4) 
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JA ds BR (8-2-3) A (8-2-4) RAY Ar 0 就 得 到 

恩人 lsrs ose ssn) 
KERN ee D E CAR ttl yeaa)? 
(8-2-5) 
上 式 右 边 的 分 子 是 给 定 Soma Sem sy 时 Se 的 条 件 概率 
WR. AAA 
Psst lfs ore yy) Ot = fps fs Sale 
故 由 (8-2-5) 式 和 上 上 式 容 易 推出 


Glog < use fe) 
268, pr 一 一 ar 








(8-2-6) 
BG aE RD TAS By (8-2-2) A. 

根据 (8-2-1) A (4-2-2) REM, AAU TARR 
BEAT ERA RE RR E, MAREAS Ee BEI 
ET. 

FTE BAE AR w ARAT. 

A 8-2-1 (KAREA RAE ED 在 实际 中 用 计数 
器 对 从 其 放射 源 发 射出 来 的 伐 玖 光子 进行 计数 时 ， 计 数 器 在 记录 
到 一 个 光子 后 的 一 段 短 时 闻 ( 其 长 度 可 以 是 确定 性 的 ,也 可 以 是 随 
机 的 ) 内 会 失去 效用 ， 在 这 期 间 内 到 达 的 光子 不 会 被 计数 器 记录 . 
如 果 在 计数 器 失效 期 到 达 的 光子 会 进一步 延长 计数 器 的 失效 时 
间 ， 我 们 就 称 这 计数 器 是 会 瘫痪 的 《paralyzable), 否则 是 不 会 到 
总 的 {non-paralyzable), 

REA R—P RS RT HRH RRA eH] 
Titi 是 相互 独立 同 分 布 的 ,它们 的 共同 分 布 是 FO. RF 
BUSA TRS RE eG) SES RRB. MUN, 是 
TR EEE AR (0,:] 中 记录 到 的 点 数 。5,5.,-… Sy, 是 这 
些 点 的 发 生 时 间 ( 参 看 图 8-2-1), 

易 见 输出 过 程 {N,, 0} 在 任意 时 刻 + 的 强度 G) 除了 
依赖 于 外 ,还 与 最 近 的 点 发 生 时 间 Sy, 有关， 因此 它 是 一 目 激 
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CEF Bk — RA OC aR a 
的 点 过 程 ) . 录 的 点 过 程 ? 


r 

He e ke e e 
SARE I tt mre 
t 


| 一 
办 we a E S2 Sy Ss Ss i 
图 8-2-1 


RE. Aub, CREE 10), > 0} 可 由 给 定 在 区 间 (0,1] 
LYS HEN RBA NR Gye 十 As) 中 记录 到 一 个 
点 的 条 件 概 率 来 确定 。 假 设计 数 器 在 : 一 0 时 不 是 处 于 失效 期 ， 
因而 有 aCe, O =x. ST eS LRA AG, 和 mg) 
FG 一 1，)。 把 这 两 个 式 子 联合 起 来 就 得 到 输出 过 程 强 度 的 
ERA 


pe) = Pit), (8-2-7) 
ACE PEPE 1454) we vey FC Sa) aol, 
特别 号 , 当 停 谐 时 间 7 是 一 常数 1。 时 有 
0 若 Pe ty, 
FO= |, E i> t, 
将 这 式 子 代 和信 (8-2-7) A 
0 F a CEE n Etis 
ACt ty 515° . aSa) 一 bo 若 st 
(8-2-8) 


ma 子 到 达 计 数 器 的 强度 vO) = e~ kh, H (8-2-8) 式 给 定 的 强 
过 程 {2(D SO} 如 图 8-2-2 所 示 。 
下 面 给 出 输出 过 程 {Nt > 0} WIR EER. 根据 《8- 
2-1), (8-2-2) 和 《8-2-7) 式 我 们 有 


FQ) -一 exp} |’ pujdu}, (8-2-9) 
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图 8-2-2 


Py sponse l sus = + +S) 
-n mE] Ca) F Ce 一 :dz (8-2-10) 
a dic een [a]. + = ty 时 ,由 (8-2-8) 式 知 (8-2-10) ABR 


Ps, syns th moe sa) 


1 a4 pets, + tas 
= l S vau} 当 intil, 
(8-2-11) 


§ 8-3 样本 函数 密度 


和 浪 维 过 程 的 情形 一 样 ， 自 涩 点 过 程 的 样本 函数 密度 在 艺名 
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Bi 堆 断 问题 中 总 着 重要 的 作用 。 现 在 我 们 就 来 研究 这 个 重要 的 


Et 

















我 们 先 给 出 自 激 点 过 程 的 前 s 个 点 发 生 时 间 的 联合 概率 密度 
有 Cn ”“” Sas at (8-2-1) 式 求 导 得 
fue) = ACs, 0)exp [一 人 2C4,0)4). (8-3-1) 


HF na tao sy ect ets, A 


fos CS1» se Sa) = fe Ci) If fer si sgl Sal fer mae Shas 
= 


其 中 fers si 是 第 起 个 点 发 生 时 测 的 条 忻 概 妾 密度 。 将 (8- 
2-2) AM? RGU DMN TE ahr A 

下 ht tae) 

= Alaa gk — l;t tasg) 


x exp|—| k Aluk — 15 -sidat 
ik= 














因此 
fa sa St 5 Tysa = is, 0) il LCs, È — 135157" “stad 


te 


x exp {—[" aw, au [I p aukist ose dh, 


k=0 “一 上 
(8-3-2) 
设 TV:，f 20) 2-BRAUE. RRP ABR SEO 
SM GRE (7) 上 的 样本 函数 密度 是 
PUN O <2: <TH) 
a pe =O) 若 Nor =O, 


fs ees Ne pC t tasun) 若 Nr mal, 
(8-3-3) 








其 中 


fs ND pS > = PC 一 nis, = fja rSn = Sa) 


CX fs Sn), (8-3-4) 
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HHA RHA “个 点 发 生 时 间 的 联合 概率 密度 fos, 
Carseat tn) TERAN Nor AEE PONY = nls, 
rn Sa = i), RIAR s+ 1 AR Re E 

PNG = a] S, 一 Sip 77 一 





一 Le lS sr rin)” = l. (8-3-5) 
综合 上 面 有 尖 式 子 就 得 到 
PLIN, O = = Ty) 
T 
ep{ 一 | xsd 对 Æ Nas = 0, 


ICs, 0exp (下 Au, Ode 一 | TORENTA 若 Nor 一 1， 


2600) [T] ask tosis sso} 


x exp {~ f ACs, > 人 A Kl, ss st dee 


Bat Asiei 
一 | usas rsd 
AG Neuran, Oats, aT, 
(8-3-6) 
利用 强度 过 程 的 记号 (26), : 20} 和 计数 积分 ， 我 们 可 以 赋予 
(8-3-6) 式 一 个 更 紧 炭 的 形式 。 为 此 首先 注意 到 
上 CW Ddu E Nor = 0, 


z iC, Odu + i Mauls du 车 Nor = l, 
| LAN o 
" "aCe, O)du + Df Mash Lysi ere dy 
ù 上 二 "o 
+ | LEPE ee ee Tr” a Noy = 0 2, 
(8-3-7) 
FALE ,计数 积分 


. 40] >» 





0 车 Nar = 0, 
k log 2(5,,0) E Nor = 1， 
log iCsdN 一 * 
| og å (n) log ål, 0) + > log ts k — 1,51, +> ,sa) 
i=2 
£ Nir = n 2, 
. (8-3-8) 
RG (8-3-6)—(8-3-8) 式 就 得 到 如 下 的 结论 : 具有 强度 过 程 
Ms 20} HRM (Nor SO} EKE CO, T] 上 的 样 
AEAEE H 


pLIN,,0 <2 T}] 





一 spf- ACaddu + N log AC dN, } (8-3-9) 


给 出 。 我们 看 到 ,这 和 泊 松 过 程 情 形 的 表示 在 形式 上 完全 一 样 , 只 
不 过 在 那里 4) 是 一 个 只 依 球 于 i 的 确定 性 函数 ,而 现在 的 Ae 
| ke — 7S PLES, BPE : 和 w 的 函数 ， 


§ 8-4 自流 点 过 程 的 统计 推断 


首先 讨论 参数 估计 问题 。 假 设 我 们 在 区 间 《0, T] 中 对 自 激 
ADE (N 20} 进行 了 观测 ， 所 得 的 观测 数据 就 是 这 过 程 在 
(O,T] 上 的 计 效 轨道 (N,, O< eT), 又 假定 强 诬 过 程 是 
GX r 守 0}， 其 中 多 是 一 菲 随 视 的 参数 ， 它 取 值 于 某 一 集合 
Z. 像 在 泊 松 过 程 情形 中 于 样 ,由 〈8-3-9) 式 容易 推 知 联系 于 观 
浏 计数 记录 的 似 然 遂 数 由 

KX) = 一 1(2,X)dt + |" togar, XAN, (8-4-1) 

给 出 ， 一 般 地 ,我 们 用 us 表示 万 的 用 观测 计数 轨道 表示 的 最 大 

但 然 估计 , 它 是 在 约 划 条 件 Xe aA FRR WX) 达到 
议 大 的 X 值 。 下 耐用 一 个 实例 说 明 如 何 应 用 这 个 一 般 的 原则 ， 

例 8-4-1( 由 国定 的 停 沿 时 间 引 起 的 计数 损 兴 校正 》 继续 研 
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SLED 8-2-1 中 描述 的 不 会 碌 疫 的 计数 器 。 现 在 假设 输入 过 程 是 
一 具有 常数 强度 ?的 齐 次 泊 松 过 程 ， 而 计数 器 交 停 灌 时 间 则 等 于 
一 国定 的 常数 ws， 这 时 输出 过 程 {N,, +20} 是 一 自 激 点 过 程 。 
由 (8-2-7) 和 (8-2-8) 式 易 知 这 过 程 的 强度 由 
Crd) =» 
和 
0, §,<71<a S, t trs 

KOT TETS Eai D Sines, n=l 
给 出 ， 这 表明 输出 过 程 N, SRBC (40, «> 0} 是 一 个 两 
状态 过 程 ， 它 在 计数 器 记录 到 每 一 成 的 时 刻 都 有 一 个 从 wx 到 0 的 
BK RE u BIER RB » (BAH 8-4-1), 








N: 
个 — 输出 过 程 
2 
+ 
° 31 Sy Sy Se i 
ance 
| | 的 强度 
"ede Hat 
图 8-4-1 


根据 (8-4-1) 式 可 写 出 按 观 测 计 数 轨道 Nr = r, SH, °°, 
Sa m sn fait » ERAR 
AD = (Pi = Dal + aboe ETK +t, 
pT nj tanlogy, ntu <i T, 
(8-4-2) 
RE Key) 关于 了 的 导数 司令 它 等 于 零 就 可 得 到， 的 最 大 似 然 佑 
计 
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-l 
7 [a — A , B CT i +a, 


n[l 一 Fl’, sty <T, 


Pyu: 


(8-4-3) 
其 中 a= n/T 是 观测 到 的 平均 点 发 生 率 。 如 果 观 测 区 间 长 度 
THAT u 来 说 很 大 , M (8-4-39 式 中 的 尾 获 应 可以 忽略 不 计 ， 
RULER 





Pur m PL) 一 天 (8-4-4) 
这 就 是 党, 为 了 得 到 输入 过 程 的 平 艾 点 发 生 率 的 最 天 似 然 估 计 , 我 
DERART [1 一 a.) RRMA PA ARE n, AAN 
子 称 做 校正 因子 ， 易 见 [I —#.]7 KF, m AMA u AP 
BARIER. 
现在 讨论 自 激 点 过 程 的 双 假设 检验 问题 。 我 们 要 检验 的 昨 关 
于 自 激 点 过 程 {Nz SO} 的 强度 过 程 4G) SO} 的 假设 , 即 
假设 H, A H, 分别 认为 强度 过 程 是 (000) MOP), 
30}, 要求 根据 在 时 间 区 间 《0,T] 上 对 过 程 (N, +20} 所 
作 的 一 次 观测 对 这 两 个 假设 作出 判断 。 类 似 于 泊 松 过 程 的 情形 ， 
利用 样本 函数 密度 的 表示 式 (8-3-9) 不 难 推出 似 然 比 检 验 是 


-F LACE — Adr + 人 log 人 aN, 








che [En fo} eas) 
其 中 P, 和 P, 分 别 是 Ho 和 H, 的 验 前 概率 ， Co 一 Ca 和 Cu 一 
Cy SHER HIEC 4, 是 真 时 判断 H) REIRO A 是 真 
时 判断 A) 的 相对 支付 ， 这 些 数据 都 是 预先 给 定 的 . -由 《8-4-57) 
式 在 这 的 表示 式 可 算出 一 个 门 介 值 ， 热 后 抬 根据 观测 数据 由 左边 
公式 算出 的 值 与 之 比较 决定 接受 假设 FH 或 机 .下 而 通过 一 个 
FRR DOREY H. 

f 8-4-2 i2 (Ner 20} d ABA, CORED 
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{aCe Od A (aCe), Be Oe A, HAC), 0} 
(i = 0,1 EZER a, 和 606 Sad HARADA, fi Hk 
#48 EL ME 





wos fe MTOM 
b; N, = 1,3,5,7, 


TAR} (8-4-5) 式 的 左边 变 成 


Ca, — qa)T, + Ch 一 页 ?了 ON, ae lox {2 | + Nowtog (2), 
HPT, BER COT) ON, RR RE, T, = T-T, 
BARRE N, RRM, No 是 在 区 间 COLT) 中 
NM， 内 青 数 到 偶数 的 转移 次 数 , 而 Nw 一 Nr 一 Non WAE N, M 
偶数 到 奇数 的 转移 次 数 ， 





$ 8-5 一 个 极限 定理 


在 这 里 ， 我 们 简短 地 讨论 由 许多 相互 独立 的 点 过 程 起 如 而 得 
到 的 点 过 程 的 极限 情形 。 

对 于 每 一 正 整数 , 设 【VD Of 0 一 1:2 4) 是 相 
互 独 立 的 自 激 点 过 程 ，{M8oD, > 0) 是 由 把 这 不 个 点 过 程 委 加 
而 得 的 过 程 ,这 就 是 说 ,对 于 任意 :1 之 9， 





此 
Ml) 一 >) NaO. (8-5-1) 


我 们 说 分 量 过 程 (Nagle) OMA > 0,8 1, ee, O 是 一 致 稀 
Bik Cuniformly sparse), MRMTER 1 0, 下 面 的 极限 关 
系 式 成 立 : 

tim SUP, PON g(r) 2 1) = 0, (8-5-2) 


日 一 四 bee 


这 式 子 表明 当 分 量 过 程 的 数目 趋 于 无 穷 时 ， 任 一 分 是 过 程 在 任意 
有 限 区 闻 土 对 登 加 过 程 至 少 贡 献 一 点 的 概率 趋 于 零 。 
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我 们 可 以 证 明和 如 下 的 极限 定理 ， 

定理 8-5-1 HPA AAR Ase (8-5-2) 的 
GRF Na, 0} (A > Of —1,2,---,2) 来 说 ,它们 的 
A (8-5-1) RS Se {M0 sO} 收 伍 于 一 个 有 共有 
RT PSR EP 10) 的 泊 松 过 程 的 充分 必 去 条 件 是 : 对 于 任意 St, 





lim DP WaG) > 1} 0 (8-5-3) 
和 
t f 
lm > P{N O 一 二 一 | CE。 (8-5-4) 


这 定理 本 质 工 是 属于 Franken (1963) 和 Grigelionis (1963) 
的 。 有 关 点 过 程 的 肥 加 人 问题 的 选 一 步 讨 论 可 参看 Qinlar (1972) 
和 Jagers (1972), 

定理 8-5-1 BIRRE RE gia IAN AEA Ah 
程 常常 是 一 个 合适 的 模型 ， 它 可 以 看 作 是 随机 变量 和 的 中 心 极限 
定理 在 点 过 程 理论 中 的 类 似 物 . 





$ 8-6， 具 有 有 限 记忆 的 自 激 点 过 程 


对 于 一 般 的 生 激 点 过 程 ， 过 程 将 来 的 演变 既 可 以 依赖 于 过 去 
发 生 的 点 数 ， 也 可 以 于 这 些 点 的 发 生 时 间 有 尖 。 而 且 一 般 还 随 着 
观测 时 条 * 的 不 同 而 改变 。 在 实际 应 用 中 这 种 依赖 关系 未 免 过 于 
复杂 因此 ,有 必要 引 人 和 讨论 一 些 比 较 简 单 而 又 有 用 的 特 丈 情 
形 ， 在 这 一 节 和 下 一 节 中 我 们 将 做 这 工作 ， 

正如 我 们 已 经 春 到 , 纯 生 过 程 是 一 类 特殊 的 占 激 点 过 程 , 它 的 
强度 在 任意 上 时刻! 的 值 Xt 只 依赖 于 直到 这 时 刻 为 止 过 程 启发 
生 的 点 数 NM,， 而 这 些 点 在 什么 时 候 发 生 部 是 无 关 紧 要 的、 点 闻 
器 虐 分 布 具有 密度 函数 的 更 新 过 程 则 是 自 激 点 过 程 的 男 一 种 特殊 
情形 ， 这 类 过 程 的 将 来 的 演变 只 与 最 近 一 个 点 的 发 生 时 间 有 关 ， 
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靶 它 更 早出 现 的 点 的 发 生 时 间 以 至 点 数 ON, 都 不 会 有 影响 . BD 
在 ,我 们 邯 虑 比 上 述 两 类 过 程 更 广泛 些 的 情形 , 即 过 程 将 来 的 演变 
只 由 相对 地 较 少 的 几 个 最 近 的 点 发 生 时 间 《还 可 能 包括 点 数 N) 
所 决定 ， 这 就 是 所 谓 其 有 有 限 记忆 的 自 激 点 过 程 。 下 面 给 出 这 上 类 

定义 8-6-1 (oe I BRAWED RN BRATE [N 
120} 是 0- 记 忆 的 ， MRAM AN Sl, 过 程 的 强度 函数 
AC, Na Sate Ss) 实际 上 不 依赖 于 任何 一 个 点 发 生 时 间 
Sutt Sy, 对 于 尾 意 正 整 数 m, 我 们 说 自 激 点 过 程 (N, 2 0} 
是 m- 记 忆 的 ， 如 果 对 所 有 N > m， 过 程 的 强度 函数 AG, NL, 
Sart Sy) 实际 上 内 依赖 于 n N, Am ARRAREN A 
Swarm Su, Sa MRR N, — m 个 较 早 的 点 发 生 时 
HEK, 

应 当 指 出 ， 社 第 二 章 中 我 订 说 沪 松 过 程 具有 无 记忆 性 是 指 过 
程 有 独立 增 量 ,在 那里 强度 函数 400 PRE, BHR 
CEUBE 0, 1) 上 的 历史 一 点 数 N， 和 这 些 点 的 发 生 时 间 
Sett Snn 而 这 里 所 说 的 0- 记 忆 过 程 却 侈 许 强度 函数 ACO) 依 
ATAR N,。 因 此 ，0O- 记 忆 并 不 是 无 记忆! 

此 外 , 纯 生 过 程 显 然 就 是 0- 记 忆 朋 向 点 过 程 ， 

FRA 2 IAM RAE, 首先 考 虚 0- 记 
亿 的 情形 ， 

定理 8-6-1 设 {M 20} 是 一 官 激 点 过 程 , 它 的 强度 过 程 
{aC2),2 2 0} 满足 条 件 : MEM o 0, ERO] < oo, WAR 
当 fw 20} 是 一 马尔 可 夫 过 程 时 它 是 吕 - 记 忆 的 。 

当 训 是 任意 正 整 数 时 ,在 和 定理 8-6-1 A Rit FA 

定理 8-6-2 一 个 自 激 点 过 程 是 为 -记忆 和 的 充分 必要 条 件 是 
它 的 点 发 生 时 间 序 列 {5。, # 21} 构成 一 个 严 阶 蕊 尔 可 夫 序 列 ， 
出 对 任意 2 em, eR ee E 

P sayl StemeS yl ist ttt Sq) 


= Po Sq mper Sak bi San mts vse Sade (8-6- 1) 
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这 两 个 定理 的 证 明 可 参看 Rubin (1972) ae Snyder (1975), 

TER 1- 记 忆 向 激 点 过 程 作 进一步 的 讨论 按照 定义 , 一 个 
1- 记 人 忆 自 激 点 过 程 在 时 刻 * 的 强度 AN, Sy) ARR A É 
到 * 为 止 发 生 的 点 数 六 ,和 最 近 一 个 点 的 发 生 时 间 Sy, 在 应 用 
中 , 汕 党 会 忱 到 这 种 依赖 关系 不 是 各 别 对 和 Sy, MRAM 
1 一 Sy, 的 情形 ， 这 就 是 说 强度 AON, Su) 可 写成 iQ,, 4 一 





定理 8-6-3 一 个 自 激 点 过 程 (Mur 0} 是 齐 次 1 记忆 的 
充分 必要 条 件 蚌 它 的 点 间 同 距 T,= 3T, = 61 一 311"'T ,一 
3. 一 3 "构成 一 独立 随机 变量 序列 , 即 对 于 任意 整数 mel 
AOE MARTA 4, …… ,1 

PCT, Sa (Tm ayer Ty ma) PAT, Sh), 

(8-6~2} 

TER FEE. SE Ks 的 强度 可 表 为 ACN, 
i—- Sx). CHAI BPA SREP alee {T,} 和 和 
{So}. WERE Ee SRR (8-2-2) 可 得 

POT, > RIT, m h, Tea ™ ew) 
— POS, mate tal Spm ays Sn 


mee tees + Hy) 

= P gig ty Cee ott H tala th oo tea} 

-上 

= exp =i La L,u)du}, (8-6-3) 
国 为 一 般 地 有 


P(T, >14.) = | . + PCT, > ll, = 5-085 Tay = bea) 
X pr rea a dh odie, 
将 (8-6-3) 式 代入 上 式 即 得 
P(T, > n) = ew (= ts Ld}, 
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Ak 
PCT, | 一 1 “>The POT, > 3), 
这 和 《8-6-2) 式 是 等 价 的 ， 
下 面 证 明 充 分 性 。 设 自诉 点 过 程 {N,,# 0} ARG 
列 {T,} 是 独立 随机 变量 序列， 则 第 # 十 1 点 的 存活 条 件 概率 是 
Bt | Hy 
mm PCS a4, FI Se yyy S Mm sy) 
— PCT as >t snl Tym TT om Sg) 
— PCT > im 5), 
AR (8-2-2) AA 
Mansa 2° p59) — DÊL PCTar > te) 
or 
(8-6-4) 
上 式 右 端 只 与 最 近 一 个 (第 # 个 ) RARE 5 AR, RE 
1 记忆 的 ， 同 时 它 对 上 和 s。 的 依 族 关系 是 通过 凑 数 :一 ss 表现 
出 来 ,因此 过 程 又 是 齐 次 的 ， 定 理 证 完 ， E 
在 第 三 章 讨 论 的 更 新 过 程 是 很 重要 芍 一 类 点 过 程 ,按照 定义 ， 
更 新 过 程 的 点 间 间 距 tT.) 是 相互 独立 同 分 布 《对 于 变形 更 新 过 
ERA, T 可 以 有 不 局 的 分 布 ) 的 随机 变量 序列 。 在 大 和 多数 的 应 
用 中 ,更 新 过 程 的 点 阅 向 工 是 连续 型 随机 变量 ;好 它们 的 共同 分 布 
(对 于 变形 更 新 过 程 来 说 还 有 T, OOH F) 有 密度 函数 f E 
应 地 ,还 有 上 有)， 由 分 布 的 密度 函数 和 故障 率 的 关系 知 点 问 间 碟 分 
布 密度 的 存在 保证 了 过 程 强度 的 存在 ， 而且 锚 知 这 样 的 更 新 和 过程 
满足 定义 8-1-1 中 的 条 件 (8-1-2) 和 (8-1-3), 因 此 是 一 类 特殊 的 
HAAT. WREE 8~6-3 还 可 进一步 推 知 《在 直观 上 也 是 明 
显 的 ) 它 是 齐 次 1 记忆 宫 汕 点 过 程 。. 这 一 事实 有 助 于 理解 为 什么 
Khinchin (1955) 把 更 新 过 程 称 做 县 有 有 有 限 后 效 的 事件 旋 《〈flew 
of events with limited aftereffect}, 
Fie eee 8-6-3 的 推论 ， 它 从 自 激 点 过 程 的 角度 给 
出 更 新 过 程 的 描述 。 为 了 氢 述 简单 起 见 ， 在 本 节 的 余下 部 分 提 到 
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A BER ict ASE TB RP A 3 i ER E, 
定理 8-6-4 —/+HRADE {N +20} 是 变形 的 更 新 过 
程 的 充分 必要 条 件 是 它 的 强度 函数 有 如 下 形式 : 
LGN, Sistt ts Sy) AG Snr), (8-6-5) 
这 里 AKO BRST. CHREPBHNEP NEWER 
REAR HE Ml BeBe (8-6-5) 式 成 立 外 还 有 
AGE) 一 Ae), (8-6-6) 
证 阴 OH (8-6-5) 起 成 立 , WR 1 -idide, Ae 
8-6-3 AE SIAN AMEH., KA (8-2-1) 式 得 
PCT, > 1) = exp {| 2Cu,0)au). 
WEA RGR T, APE 
Ale) —1G,0exp j au, Odu}, 
对 于 s> 1， 则 由 {T,) HAE, (8-2-2) 和 (8-6-5) 式 推 得 
PCT, 之 r) -= PCT, => | TT -= fis rey Ta = tai) 
= Bs tai) 


Htt gH 
= exp {— ACte, 2 
fy tert ig i 




















一 1 as} 


= exp \~{' bw duh (8-6-7) 
因此 对 所 有 n= 2,3,0 了 了。 有 相同 的 分 布 函数 
F(t) = | — exp 5j Budu}, (8-6-8) 
其 密度 函数 是 
ie) = hle) exp 全 hudu}, (8-6-9) 
故 Na 620} 是 变形 的 沉 新 过 程 。 如 果 还 满足 第 件 (8-6-6), 
则 ACO F KO 相同 , 改 是 普通 的 更 新 过 程 。 
EER HE Mo 20} 是 实 形 的 更 新 过 程 , 它 的 第 一 个 点 
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MIME 2, 有 分 布 密度 KO, REWAWAE Ta Tat Wad 
BAERE FCO, RAI, BRE RE 


BN PCT, > t= 全 fCw) du, (3-6-10) 
5 (8-2-1) 式 比 较 易 得 
一 fi) _€- 
aCs,0) fi Fi (8-6-11) 


Ca 下 hi * 550) = PCT a > i sa) 

















= | fCwdu, (8-6-12) 
He rH (8-2-6) AEA 
cee we tm ty) Lp 
EERE SL oe) LFG (8-6-13) 
我 们 取 
Nf _ 6 
Ae) {— FC) (8-6-14) 
就 得 到 (8-6-37 式 ， 如 果 进 一 步 有 Ce m= Fee), M (8-6-11) 
式 知 也 有 10,0) 一 友人。 定理 全 部 得 证 。 = 


Sy UPR AG) BEM TORR PO) 的 故障 率 ， 它 和 
FO) 是 相互 唯一 确定 的 。 

一 个 普通 的 更 新 过 程 完全 出 它 的 点 间 间 距 的 共 交 分布 RD， 
或 者 等 价 地 ,由 这 分 布 的 改 障 率 bo) Rik, WK, Bw 
统计 推断 问题 中 涉及 的 表示 式 就 出 较 简 单 ， 它 们 只 含 这 分 布 或 它 
的 故障 率 ， 

设 {N 20} 是 一 个 普通 的 更 新 过 程 ， 它 的 间 工 分 布 及 其 
密度 前 数 分 别 是 FO 和 AD, 于 是 ,对 应 的 故障 率 4G) 由 (8- 
6-14) 式 给 出 。 注 意 到 

_dlog (1 一 下 (7 FD 
dè 


1 一 Fis) 





就 容 灌 推 知 


il. 





ior = log Ae). (8-6-15) 


根据 (8-3-9) 式 并 利用 (8-6-3).(8-6-6) 和 (8-6-15) 式 ,我 们 不 
难 写 出 普通 更 新 过 程 的 样本 了 医 数 密度 : 对 于 任意 TSO, 
pLIN, 0 <2 Th] 
1— F(T), Nr 一 0， 
[L— F(T)14CS,), Nr=l, 
| CE PCT) IAC SACS, — SO CS, — SD, 
Np mn 2 2, 
(8-6-16) 
因此 ,在 参 数 估计 问题 中 使 用 的 但 热 函 救 (3-4-1) 可 简化 为 
flog [1 ~ F(T,X)], Nr 一 0， 
log {LI — FCT ,X))4€8,,X)}, Nr = tI, 
log {11 — FCT, XVIACS a XO ACS, — Spa XD, 
Nien = 2, 
(8-6-17) 
这 里 记号 (C, 表示 分 布 函数 或 故障 率 依赖 于 参数 X RNB 
求 参数 慰 的 最 天 似 然 估计 , 即 在 一 定 的 参数 集合 . 双 中 找 出 使 位 然 
函数 KX) 为 最 大 的 区 值 , 
在 简单 的 双 假 设 检验 中 ， 设 被 观 测 的 普通 更 新 过 程 的 间距 分 
布 可 能 是 FPO) RPO), 它们 分 别 对 应 于 假设 HH。 和 H.T 
是 根据 (8-4-5) 式 推 知 可 到 
O = FTL 一 FT), Ni: =O, 
(i — FECT LCS OL PO CS AO CS ET, Ny = I], 
T JE — FETII SD) OOS, 一 Spd 
x {LL — FOOT) TRC S++ KOC SSDI, 
Np= n22, (8-6-18) 
ARMA. EP, 和 P, 分 别 是 很 设 A, 的 验 
MER, Cy—Cu 和 Cw 一 Cw 分 别 是 一 次 漏 报 ( 妈 H ER 
判断 HARA H 是 真 时 判断 H) 的 相对 支付 。 则 可 按 下 
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KX) 一 








面 的 不 等 式 进 行 检验 : 


一 PCy — Cm) (8-6-19) 
C 











$ 8-7 BRAGA AMSA SS 


上 一 - 节 的 定理 8-6-2 SESH ~~ MAE BAL m- 记 忆 芍 等 价 
SEMA EMER {3。 Bb oP BRAT, AYA 
间 间 工序 列 (7.7, 一 S, 一 Spa) 也 可 以 确定 一 个 点 过 程 , 所 
以 人 位 自然 会 起 到 利 甩 点 亲 疗 距 序 列 的 马尔 可 夫 相 依 性 来 反 机 点 
过 程 的 记忆 性 。 虽 然 定 涅 8-6-3 还 进一步 告诉 我 们 ， 一 个 自 激 点 
过 程 是 齐 次 世 记 杞 的 当 且 仅 当 它 的 点 间 间 下 序列 是 一 独立 随机 
AEDES) (RAE 0- 阶 马尔 可 夫 序 列 )， 但 遗憾 的 是 对 于 一 般 
的 mw- 记忆 Cm 之 1) 过 程 来 说 还 不 能 推出 类 似 的 等 价 描 述 。 因 
此 ， 我 们 有 必要 单独 讨论 点 问 间 距 序 列 具有 马尔 可 去 依赖 性 的 点 
过 程 。 这 类 过 程 首先 由 Wold (1948a, 1948b) 作为 其 有 独立 同 
分 布 间距 序列 的 更新 过 程 的 推广 而 引入 并 加 以 研究 ， 所 以 人 们 又 
HE REAR (Wold) 过程 ， 

定义 8-7-1 REN RRA OW SR AIP RO g 
过 程 ,如 果 它 的 点 间 闻 臣 序 列 {ZT.} 是 一 个 严 阶 马尔 可 夫 序 列 (mm 
BEAR). 这 就 是 说 对 任意 整数 7 和 任意 非 负 实 数 nO 
jtm—1) 和 x 有 
PCT js, xT |n mel) 

= PU Tie SIT mi, Lijm i), C3-7-1) 
PERE LOE, REN ARAL RL, BEIL% 
个 实数 直线 R RAR EMAR EFASE IT. 2 
1} 和 {T,,—wcn< ow}, 

LHR AS RY m= 时 的 某 些 特殊 梢 形 ， 人 们 通常 
把 一 阶 马 尔 可 夫 序 列 简称 做 马尔 可 夫 序 列 ， 
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设 当 给 定 T; 一 ”时 Ti, ORR EA EA RMT n R 
MERIC erly), MT MOH Meee). Te 
有 wm 

fined | lD, (8-7-2) 


如 果 序 列 {T,} EFR, WR Ge) 事实 上 不 依赖 
于 局 (8-7-2) 式 可 写成 


fey 一 | eel Gey, (8-7-3) 


IX BAG TT RI RE SR RBI EB PP AY a FB 
律 ， 我 们 需要 一 对 由 积分 方程 (8-7-3) 联系 的 函数 f(x) 和 
e(aly). 若 给 定 了 一 般 形式 的 g(x17), 要 从 方程 (8-7-3) 解 出 fC) 
是 困难 的 ， 在 这 蛙 只 讨论 一 种 简单 而 有 用 的 情形 一 g(x1y) 有 
如 于 的 指数 形式 : 





ataly) aye Ms, (8-7-4) 
这 里 4(y) 是 变 元 ? 的 某 个 函数 。Wold (19484, 1948b) 较 详 细 
地 研究 了 10) = ay" 的 情形 ,这 时 (8-7-3) 式 可 具体 写 为 


"a E E _ 
fo 一 | Feo g), (8-7-5) 


于 是 对 于 任意 o> 0, T, Hae 
pa = ELTS] = ("xf (ax 








-f (v2) ra + af dy 


~rdt+#) 。 - Tl PrU+Co/2)) (8-7-6y 
ae fe york 

Cox (1955) Pit TAREKAH 2G) 一 11+ ey), Hp 

4 是 正常 数 , 8 可 以 是 正 的 记 可 以 是 鱼 的 ， 虽 当 8 < 0 时 lel 要 

足够 小 ,使 能 保证 2G) ERA GaSe” 同一 数量 

级 ) 可 以 忽略 不 计 ， 若 6 一 0, Hj girly) ede RARE CS 

y 无 和 美的 ) 以 1 为 参数 的 指数 分 布 密度 , 即 对 应 的 点 过 程 事实 上 基 


二 二 下 本 二 





miss) PFE. Me >on, RALAT- TERK 
HSS Ura] RE , MPE E h J R E ee, E e E a A 
相关 的 。 当 lel «I la] bh 1 AES R, HE (8-7-3) 的 一 
个 近似 和解 县 

-1r i —_— x 一 ?一 
Ha) 一 和 TEZIE } + o. (8-3-7) 


` 

LAB EINSR—-THOER—O8) 项 之 和 ， 它 表明 这 
样 的 间距 序列 的 相依 性 对 完全 随 宙 性 的 偏离 可 通过 对 指数 间距 分 
布 的 二 阶 偏离 来 表示 ， 

即使 给 定 了 能 完全 刻 划 过 程 分 布 律 的 满足 方程 (8-7-3) HE 
数 对 (G) 和 gCs1y), SCRUB EVES BBA 
容易 的 下 面 仅 讨论 过 程 在 某 区 间 的 点 数 的 概率 分 布 。 为 了 便于 
讨论 , 设 N 是 R 一 (一 co ,co) 上 的 点 过 程 。 令 NO, 1 RRE 
知 过 程 在 时 刻 y HAREM, BER (y, 可 HAN OYA 
示 从 过 程 某 一 (指定 的 ) 点 开始 的 间距 ， 而 Z 则 表示 以 这 一 点 为 末 
端的 间距 。 于 是 有 

PONAO = n) | PONO) = ni Z ~ adie)de, 

nerd, {8~7~8) 








其 中 
PENKO, = 9] Z = e) (PONS Dn Y =y) a)y 


一 人 PENKO, — yj mn — LIZ = y)glyiz)dy, n> i 
(8-7-9) 
和 
PCNK0,] = 01 Z — x) =] (ylady 一 人 oo，(8-7-10) 


E 8-7-1 有 助 于 理解 (8-7-8) 和 (8-7-9) A., TERT IEA 
0 RHEA (0,y] 是 了， 而 对 于 指定 点 了 来 说 《0;,y] BZ, m 
E (8-7-9) 式 最 后 一 个 等 号 要 利用 间距 序列 转移 的 时 齐 性 ， 当 
n = Off (8-7-8) 式 可 写成 


.4i5- 





bey > 十 一 >- 二 
á i 类 5 
ind 


É 
8-7-4 
PCN,(0,1] = 0) = 全 AC, 2f(2dde= Rt), (8-7-11) 


RU Rte) EHE T, IOLI r A, 

E |= 0 处 太一 定 有 点 发 生 且 以 w(C0。 ROMRN 
Æ (0,7) 中 的 点 数 ， 若 过 程 已 处 于 平衡 状态 , 则 关于 7 一 0 的 楼 
BREER a RO), RB xr ET, Fit 


P(N(0,:] = 0) 一 r Ra。 (8-7-12) 


我 们 还 不 难看 出 关于 = 0 的 接 后 和 对 前 发 生 时 间 的 联合 密度 是 
erie +y), Beal 有 


PING, 1 =n) — | dy È dania + y) 


X PCN K0, — x] =n lZ = 4+ 97), (8-7-13) 
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在 结束 自 激 点 过 程 的 讨论 之 前 ， 我 们 简 训 好 介绍 另 一 类 特殊 
的 自 激 点 过 程 一 一 线性 自 激 点 过 程 ， 
在 $8-1 我 们 通过 空间 电荷 有 限 的 二 极 管 的 例子 引入 自 激 点 
过 程 的 概念 ,在 那里 我 们 曾 假 设 过 程 的 强度 是 
Ae} = ly > be SP, (8-8-1) 


oat 








其 中 S 是 第 i 点 的 发 生 时 间 。 这 种 强度 可 用 计数 积分 号 成 如 下 
更 一 般 的 形式 : 
1G) — Ay + \ eG — dN, (8-8-2) 
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我 们 把 具有 形 如 (8-8-27 式 那样 的 强度 的 自 激 点 过 程 称 做 线性 





程 在 任意 了 时刻“ 的 强 摩 10 由 直到 这 时 刻 为 止 所 发 生 的 点 决定 ， 
和 而且 这 些 点 的 总 影响 性 备 单 个 点 的 影响 的 堆 加 ， Hawkes (1971) 
首先 系统 研究 了 这 一 类 过 程 。 它 除了 在 物理 学 中 有 重要 雇用 之 
Sh, Vere-Jones 在 1978 年 把 这 类 点 过 公用 作 地 震 发 生 的 一 种 并 
型 .请 参看 Vere-Jones and Ozaki (1982) 和 Ogata and Akai- 
ke (1982), 

(8-8-2) Arp HMM CO Hee. BAL. Le] 
SA TRE). Hm, EMER, g 可 
PRE RRR MISA. h 理论 上 来 说 , 强度 
AC) 应 该 是 非 负 的 。 但 是 , ERE Bich AG) 司 能 会 取 负 
值 ,由 (8-8~1) 式 给 出 的 强 实 阔 数 就 是 一 个 这 样 的 例子 ， 这 时 , 间 
题 变 得 十 分 困难 . 

在 点 过程 {Ner 2 0} 2G) FERMIER ae) 非 负 的 
情形 ,问题 能 得 到 较 好 的 解决 。 这 时 我 们 有 


Am ELA] abil g(s—w)du (8-8-3) 


in of | 一 EOE (8-8-4) 
AER gaddu <1. Xe 
a(x) — {ELANG + YNG) 1/4} —1™ (8-8-5) 
定 习 的 协 方差 密度 能 写 为 
pT} {aise [a + 全 gz 十 了 一 的 LN， I — p 








或 


一 g(r — v) pP Coad, (8~8-6) 


1} 这 里 
BLANC: + ANG YI Y 
= limb | Ss 一 Nae) | (Naa 一 w, 
ord ar At 
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式 中 
1 r= 0, 


5 = to T0. 


Ab. StF r> 08 


alr) =Ag(r)— 人 有 CT —- v) Cv) dv, (8-8-7) 
当 响 应 函数 让 
be", 0 
a ~ reo OO 
SERI, BTA TE RN ar A AS a BC OF Re CE i BB 
的 假设 ), 参 看 Srinivasan and Vasudevan (1971), W€ (8-8-8) 
ARA (8-8-4) 式 得 
A=ad/(a—6). (8-8-9) 
我 们 还 可 以 求 出 积分 方程 (8-8-7) 的 显 式 解 是 
bAa — b) eee 


u(r) = ew 7>0, (8-8-10) 
MEE AS Pio IN SS a ST (8-8-8) 的 函数 又 加 的 线性 
RATELE DOERR. 


TAGARAABRE ABATE mE. m A 
(8-8-2) 式 看 作 是 形 如 


AG?) = 1, + 人 Bitų wdN, 


+ | | git — hpt — m dN p, 十 所 8-8-1L) 
的 更 一 般 表 达 式 的 前 两 项 ， 或 者 通过 引入 对 男 一 个 被 观测 的 随机 
过 程 x, 的 依赖 关系 : 
1a mig + (ate WaN + | aCe ~ ode, (8-8-12) 
其 中 se 可 以 是 点 过 程 ， 也 可 以 是 某 一 个 实 值 哺 机 过 程 或 其 累积 
了 过程 ， 有 关 线 性 自 激 点 过 程 拘 统计 分 析 和 推广 的 进一步 讨论 。 例 
iy, TBA Hawkes (1971), Ozaki (1979), Vere Jones and Ozaki 
(1982) 和 Ogata and Akaike (1982) $, 


e ales 





BAE . 香 随 机 泊 松 过 程 , 具 有 条 件 平稳 独立 
增 量 过 程 和 具有 次 序 统 计量 性 质点 过 程 


$9-1 HAVA EM se ZAI 


Hid eA AR BRIN EL, TB ee 
环境 等 因素 随机 地 改变 , 即 强度 本 身 是 一 非 负 实 值 随 宙 过 程 时 ,我 
们 就 得 到 所 谓 重 随机 泊 松 过 程 . 

定义 9-1-1 点 过 程 (N, > 0} MMA RR (AG), 





如 果 对 于 过 程 4Cr) 的 几乎 所 有 现实 U), SAE AG) =A) 
时 点 过 程 {Nan 宇 0} BAAN RE 1) 的 浪 松 过 程 。 

因为 疲 定 义 ， 重 随机 泊 检 过 程 在 给 定 了 随机 强度 的 条 件 下 是 
一 《 带 时 位 强度 的 ) 泊 松 过 程 ， 所 以 人 们 叉 把 这 类 过 程 称 做 条 性 注 
松 过 程 (conditional Poisson process), 

D. Cox 于 1955 年 首先 引入 并 讨论 了 重 随 机 泊 松 过 程 , 所 以 
也 有 人 把 这 类 过 程 称 做 Cox ( 柯 克 斯 ) 过程 。 他 在 研究 由 于 纬 幼 
中断? 引起 纺 纱 机 的 停机 问题 时 认为 ,如 果 纺 钞 机 的 工作 环境 (如 温 
度 ,温度 等 ) 和 使 用 的 纬 纱 质量 完全 不 变 时 ， 毕 纱 中 电 的 现象 可 用 
一 具有 常数 强度 1 的 齐 次 治 松 过程 来 描述 ， 但 是 ， 实 际 上 由 于 工 
VE SRE ee HE ae tk, Beeb Ye aC fo, SERA BY RB, A 
而 强度 1 也 随 之 改变 。 所 以 不 能 简单 地 用 一 强度 恒定 不 蛮 的 齐 次 
泊 松 过 程 描述 纬 钞 中 断 现 象 。 由 于 工作 环境 和 纬 抄 质量 的 变化 通 
常 是 蝴 机 的， 从 而 强度 的 改变 也 是 随机 的 ， 汐 了 描述 这 样 的 纬 纱 
中 断 引 起 的 停 灿 事件 ,我 们 必须 引 和 人 和 研究 重 随 机 泊 松 过 程 ， 

在 物理 学 中 也 有 类 做 的 现象 . 例如 ， 激 光 踪 讯 系 统 的 发 送 部 
分 发 出 作为 载波 的 激光 扫射 到 接收 部 分 的 光 和 从 测 器 上 上 。 激 光 引 起 
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的 光电 子 流 撒 成 一 泊 松 过 得 。 要 传输 的 信号 被 转化 为 一 定 频率 和 
相位 的 无 线 电 该 CR RE ARR. 这 
样 ， 在 接收 部 分 的 检测 器 接收 到 的 光电 子 流 形 成 一 强度 孟 机 变化 
的 泊 松 过 程 , 即 重 随机 浪 检 过 程 。 

在 管理 科学 中 也 会 遇 到 不 少 要 用 重 随 机 泊 松 过程 ARM 
象 ， 下面 是 一 个 简单 的 例子 。 设 菜系 统 能 工作 过 程 交 替 处 于 正常 
局 期 和 非 正常 甩 期 ， 这 两 种 周期 的 长 度 是 随机 的 。 如 果 系 统 在 工 
作 过 程 会 出 现 故 障 ， 而 号 故 陵 的 发 生 在 正常 周期 和 非 正 常 周期 分 
别 形 成 强度 为 a Fa, CA, 和 a, BARRA PIA et 
程 。 于 是 ， 系 统 在 工作 过 和 哥 中 故障 的 发 生 可 用 一 重 随机 泊 松 过程 
A. CNSR Ale) RAPHE 2, 和 1, TBR 
两 值 随机 过 程 . 

虽然 重 拜 机 泊 松 过 程 和 第 八 章 讨论 的 自 激 点 过 程 的 强度 自身 
都 是 随机 过 程 ,但 是 两 者 是 有 区 别 的 ， 自 数 点 过 程 的 强度 直接 (而 
旦 仅仅? 依赖 于 点 过 程 已 月 的 历史 , 即 是 应 点 过 程 自 身 激发 的 ， 而 
重 晴 大 泊 松 过 程 的 强 训 过 程 则 是 由 周围 环境 或 外 部 因素 晴 响 所 制 
约 ， 在 许多 场合 中 ， 强 度 过 程 4 能 表 为 某 一 个 “外 部 的 "随机 过 程 
X, HARE AG) 一 p(X,), 通 常 假设 过 程 X, 是 左 (或 右 ) 连 续 
的 ， 当 X 表征 点 过 程 在 时 刻 上 所 处 的 环境 的 时 候 ， 对 应 的 重 随 
机 泊 松 过 程 又 称 做 县 有 随机 环境 的 泊 松 过 程 ， (Poisson process 
with random environmentY, 而 随机 过 程 {X,, += 0} MIRE PER 
TE. 如 果 随机 过 程 {X,，r > 0} 是 作为 传递 信息 的 量 而 出 
SLA EMA BOE A RAT REE), RAT 
就 把 它 称 化 信息 过 程 ， 

Serfozo 《1963a) 给 出 重 随 机 省 松 过 程 的 一 个 更 一 般 的 水 格 
定义 ,我 们 也 把 它 介 绍 给 读者 。 但 谋 指 出 ,这 一 定义 并 不 是 理 评 本 
章 余 下 部 分 所 必需 的 ,初学 者 可 以 把 它 略 注 , 

定义 9-1-2 设 (0,7 ,P) 是 基本 概率 空间 , LAG), 2 之 0} 
是 一 满足 400) 一 0《 以 概率 D 的 非 负 不 减 右 连续 实 值 随 机 过 
E. Ue EPES CEHE [ALD yi 0 可 测 的 最 小 5 代 


= 470. 


















































KB. RUAN {N +29} 称 做 具有 累积 强 训 过 程 4《 又 称 均 
EAE) {40), 120} 的 重 随机 向 松 过 程 ， 如 时 它 满足 下 列 两 
条 性 : 
1? 对 .er” RIB, ERR o> 0, 实数 
0 和 和 非 负 输 数 A, + ka LAR 1 有 
PON. mitts N — kl) 


notin 


一 TI PON ag ™ |), €9-1-1) 


2。 对 -ex 有 条 件 泊 松 分 布 , 即 对 任意 0<s <r 和 非 负 整 
数 A&， 以 概率 1 有 


P(N, = kl) mm exp{— [At) — ACs)]} [ ACs} Gt. 


(9-1-2) 
在 定义 9-1-2 中 没有 要 求 存在 强度 过 程 ， 故 它 较 定 尺 9-1-1 
BB", PA, AMEE (AG). 20} 存在 , 则 


Ate) = f ACn)dn (9-1-3) 


给 外 点 过 程 的 累积 强度 过 程 A0 -20). 在 后 面 的 讨论 中 一 
般 假设 强度 过 程 存 在 《而 且 只 有 进一步 假设 强度 过 程 AD 是 平 
稳 随机 过 程 时 才能 得 到 较 多 的 结果 ), 因 此 若 无 特别 声明 ， 下 面 提 
到 的 重 随 机 注 松 过 程 均 指 满足 定 父 91-1 中 条 件 的 点 过 程 。 


592 条 件 化 方法 


从 这 一 节 开 始 ， 我 们 依次 介绍 描述 和 研究 重 随 机 浪 发 寺 程 网 
几 种 方法 ， 

首先 要 介绍 所 谓 条 件 化 方法 (conditioning method), KH 
社 是 基于 重 蝴 机 沪 松 过 程 在 给 定 强度 过 程 样本 软 道 的 条 件 下 是 一 
泊 松 过 程 这 个 事实 。 当 我 们 用 条 人 忻 化 方法 求 重 随 机 泊 松 过 程 的 某 
种 性 质 时 ， 先 在 给 定 强度 过 程 的 条 件 下 求 出 所 得 的 (条 忻 ) 泊 松 过 
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程 的 对 应 的 (条 件 ) 柱 质 ， 然 后 利用 全 杉 率 公式 或 条 件数 学 入 望 竹 
质 过 流 到 它 的 元 条 性 形式 ， 从 理论 上 说 ， 重 随机 浪 松 过 程 的 统计 
特征 能 够 用 条 和 件 化 方法 确定 。 例 如 , Bt), 2 0} 是 一 可 测 
PAPLER”, MA EAG) < co 对 所 有 上 空 0， 则 按 泊 松 过 程 的 性 
质 知 对 任意 OSe cb E 

P(N m a| Ate) = AC) 


= (ny jy TOLNI exp{—| audu}, 


EUN. al Ate) = aC] 一 ow 


和 
VartN,., AG) 一 2G)) 一 ho 

因此 

PCN,s = 2) = ELP(N aa = n| AGr > 0)] 

一 E [en i AC Jdu 
x exp] — f Cuda}, (9-2-1) 

EN.) = | ETAG) Idu (9-2-2) 

和 


Warf 一 | E(ACw)}]dsa + Var jy AC dul, (9-2-3) 


(9-2-3) 式 右边 的 第 二 项 是 非 负 的 , 当 上 是 仅 当 | 4Cx)dw 是 常数 
时 这 一 项 等 于 零 。 由 此 看 出 强度 过 程 的 铺 机 化 会 增 大 点 过 程 的 离 
KE. 

应 当 指出 ， 要 具 生 算出 《9-2-1) 一 (9-2-3》 式 的 右 端 -一 般 是 
很 困难 甚至 是 不 可 能 的 。 只 有 某 些 简单 的 特殊 情形 才能 得 到 具体 
的 显 式 表示 ,后 面 将 陆续 给 出 一 些 例子 ， 


1) BG AG) 作为 + 各 的 二 元 还 数 是 可 油 的 ， 
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(93 看 作 是 自 激 点 过 程 的 重 随 机 泊 松 过 程 








这 一 方法 是 利用 下 面 的 定理 拒 重 随机 泊 松 过 程 表征 为 自 激 点 
过 程 ， 然 后 利用 关于 自 激 点 过 程 的 已 有 绪 果 来 研究 童 随机 汽 松 过 
HE 

定理 9-3-1 设 重 随 机 泊 松 过 程 {N,, +> 0} 的 强度 过 程 
PAG), #20} 是 可 测 的 ,而 且 BAG) < co 对 所 有 :之 0。 则 
{N,; :之 0} 是 具有 强度 过 程 (AO; +> 0} HAMAS, 其 
中 








AQ) = ELAG@ INA Saw <2] 
_ (EIA N,— 0, 
E[ACDINSS Sn], Nee i 
条 件数 学 期 望 AG) 在 我 们 的 方法 中 起 着 基本 的 作用 。 它 可 以 解 
释 为 用 [Ne On 所 下 对 ACD 的 一 个 估计 ， 这 估计 相对 于 
{Nu 0 cu 生生 的 尾 何 其它 枚 数 来 说 有 最 小 的 均 方 误差 。 
基于 上 面 和 的 定理 能 够 证 明 重 随机 泊 松 过 程 {N :之 0 的 


(9-3-1) 


hE EEF TR 9 OR 4D 2 3 
OE LN =) DACPN = 0), (9-3-2) 
i 
对 于 = >> 1 


IPN, = a) An) PCN, = n) 
Os 


+ Āna 1) P(N, = n— 1), (9-3-3) 
初始 条 件 是 
P(N, = 0) = 1 A P(N, = 2)= 0, nl, (9-3-4) 
式 中 的 Ace) 由 
A,(2) = E(AG)|N, ~ a] = ELAG)(N, =~ n] (9-3-5) 
给 定 。 TEGH HeH PCN, = 0), PCN, = 1), >. È 
(9-3-2) 式 和 初始 条 件 PCNs。 一 0) 一 1 RG 
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PCN, = 0) 一 exp {-{ AKOydu}, (9-3-6) 


再 根据 (9-3-3) 式 和 初始 条 件 PCN, = a, U Ba lT RK 
次 求 出 


PUN, == p} = fåa ID)P(N, = a— 1) 


x exp f- f OLN, dv, n=l, (9-3-7) 





不 过 要 指出 ,上 式 中 的 条 件 强度 Ar) 一 般 是 很 难以 显 式 计算 出 
来 的 、 











$9-4 酸 率 母 熏 数 方法 和 一 个 随机 故障 率 的 例子 





这 一 方法 实质 上 也 是 利用 重 随机 省 松 过 程 在 给 定 强度 过 程 的 
条 性 下 是 一 泊 松 过 程 的 特性 。 设 强 度 过 程 是 (AG), r= 0}, H 


EPERE (ACD, 1 0} 由 AC) 一 | ACu dau 给 出 ， 当 给 
E AG) = Ko 时 ， 由 放松 过 程 的 性质 易 知 WN, GREER 
aG) 一 | Xe)dx， 条 件 祁 率 是 函数 是 


Canfs) = exp{(z — La}. 





AE, Fae AF A E 
Gy, Ce) = Elexp{(z — LDAGCOH, (9-4-1) 
另 一 方面 , 按 定义 AD WR EEE) 
M nole) = ELexp{2AG@)}). (9-4-2) 


比较 (9~4-1) 和 (9-4-29 式 可 以 着 出 ， 将 AO TORRY * 
feos 一 1 就 得 到 N, A. RE eB Hj R E 
N, ROS RAR RR, 

现在 讨论 一 种 简单 的 情形 , 即 假 设 强度 过 程 (AG), r SO) 是 





D 也 可 用 兽 拉 拉 斯 变换 或 特征 沙 数 . 


. 4l- 








ZR RRN, CES AE m, BRB RE TE, H 
(9-2-2) #1 (9-2-3) ASEA H EN,, Al VarN,, HRH F 
£2Rb— cit S 6,6 的 有 具体 值 无 关 。 因此 我 们 有 具 须 求 出 N, 的 
SMAI HE. AR HEC 9-2-2) ANC 9-2-3 A ETE 

EN, 一 wat, (9-4-3) 











VarN, = pat +2 \, Ci w)YaCu Jdu, (9-4-4) 
a 


即 N, Sey Ba yi eS HR 

下 面 进一步 讨论 在 本 章 开始 时 给 出 的 有 关 管 理科 学 的 例子 . 
在 那里 假定 系统 的 工作 过 程 交 蔡 处 于 正常 周期 和 非 正当 周期， 这 
两 种 局 期 长 度 是 随机 的 , 设 它们 分 别 有 分布 密 度 oC +) 和 8(，). 
系统 在 正常 局 期 和 非 正常 局 期 发 生 的 故障 分 别 形成 强度 为 i F u 
的 光 松 过 程 .这 时 AC) 比较 简单 。 它 只 是 随机 地 交 蔡 到 值 +， 和 和 
u 所 以 我 们 能 够 通过 分 布 密度 oC +) MC) BE HKE 
TRON, COMME Gr (a). 

RAER ARE Ee eR, MO ARR TH 
ERR- HE Me ANDREA, WAKEH EER SI BERAE 
ERAS. DTH (9-4-1) RAIAN, AA FART HE 
的 互 斥 情形 ; 1° 区间 (0,1] PEM EKHM» — 1 ARKH, 
这 时 + 被 一 柯 区 间 包 含 ; 2° 区 间 (0,] Pam PERAR m A 
PK, AE: 落 在 一 侦 这 间 中 。 将 这 两 种 梢 形 对 期 望 的 贡献 相 
加 并 对 m 一 1,2,*… 求 和 得 

B27) m Gy, Ce) 
一 E | apia De + LCs — De— 2D} 


"rl 





X LE nima — 2) + Eu) alda, (9-4-5) 
其 中 ale) M BP，》 分 别 是 密度 Ce) EEC) ABS 
积 , 而 Liat . > 和 Qk b) Wlar BILE 


L@w= IERO | alwdw, (9-4-6) 
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Qt) 一 cor BC w dw, (9-4-7) 
HAWE gen 的 拉 氏 变换 是 
Bleas) = [1 ist 1, — sds + 4 — a) 
x [maa 
sta, 一 l 
十 OPA he) Et beta) | (9-4-8) 
十 4 一 4az ” 
其 中 友和 并 分 别 是 和 P 的 拉 氏 变换 ， 
现在 给 出 从 系统 开始 工作 到 首次 发 生 故障 的 时 间 区 间 长 度 了 
《好 系统 的 使 用 者 命 ) 的 数学 期 望 ， 由 PCT > 3) = PCN, 0 
BA 


ET = 上 PCT > dr ~ $0,0) 
= aC, BC [EE + aa) LED], 


(9-4-9) 
T 的 高 阶 矩 原由 上 可 通过 立 和 F SAR SREB AMA 
HERE. 


$9-5 借助 随机 时 间 变 换 用 单位 强度 泊 松 过 程 
表示 重 随机 泊 松 过 程 


我 们 在 第 二 章 中 曾经 证 明 一 个 非 章 次 泊 松 这 程 能 够 通过 时 间 
尺度 的 变换 化 为 单位 强度 的 齐 次 润 模 过 程 ， 利 用 类 似 的 想法 ， 重 
随机 泊 松 过程 也 能 通过 时 间 华 标的 变换 化 为 单位 强度 浪 松 过 程 ， 
不 过 由 于 这 时 强度 是 随机 的， 所 以 时 阐 尺 度 的 变换 不 再 是 确定 狂 
的 而 是 瑚 机 的 了 我们 已 经 看 到 。 这 种 时 间 变 换 方 法 在 非 齐 次 泊 
松 过 程 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 尽 管 随机 的 时 间 变 换 一 般 比 较 
复杂 ,但 在 某 些 特殊 情形 和 癌 杆 中 ,这 种 方法 仍然 不 失 为 研究 重 随 
机 汽 检 过 程 的 方便 而 有 效 的 方法 ， 
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BAVA it ST DL SL E I Bir a E R 
程 这 一 事实 大 概 是 Kingman (1964) 首先 指出 的 。 已 经 知道 当 
强度 过 程 (AG), + 0} 是 平稳 随机 过 程 时 {N,, > 0} 是 平 
稳 点 过 程 [参看 Bartlett (1963) 和 Kingman (1964)], King- 
man (1964) 进一步 考 十 这样 一 类 重 随 机 泊 松 过 程 究竟 有 多 大 的 
问题 。， 仙 利用 随机 时 间 变 换 的 方法 对 于 区 新 过 程 的 情形 证 央 了 如 
下 的 论断 : 设 一 个 平衡 的 更 新 过 程 有 区 问 分 布 F(x)。 叉 设 es) 
是 F(x) 的 拉 普 拉 斯 -斯 蒂 阶 斯 变换 , 即 


ps) 一 人 IFE). 


则 这 过 程 是 一 个 重 随 机 泊 松 过程 的 充分 必要 条 件 是 存在 4 > 0 和 
某 一 满足 














j adK(2) < 0 
PAAR tak PEP 天 (se (2 > 0)， 使 得 对 所 有 s > 0, 
ls) =a [a +s+ Fa — UK (9-5-1) 


这 时 对 应 的 强度 过 程 AG) Ria 10 WR, mE {10 一 1} 是 
-F Epi. 

二 面具 体 介 绍 怎样 通过 随机 时 间 变 换 把 重 随 机 泊 松 过 程 表 为 
单位 强度 的 泊 松 过 程 ， 

首先 回忆 (参看 $ 2-62) 若 {N,, 3 0} 是 具有 时 从 强度 1G) 
(SRF RABE, CH RR Re E 


alr) = f ACs de, 


BE d) FE AOE fh TERE, FPA 
ans) 一 {oleae >t}, i 
0 Halu) ae NAA R 
定义 a) WRB. EH 2-6-1 及 其 推论 表明 由 
M, = Not, {9-5-2} 
定义 的 过 程 {Mo | 时 是 单位 强度 的 齐 次 汽 松 过 程 ,而 且 当 用 
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仅 当 Soso 是 单 位 强度 泊 松 过 程 【Mr > 0) 的 点 发 生 时 间 

BE, o XS), a 39) 给 出具 有 累积 强度 of) 的 非 齐 次 泊 检 
WH {Nor 20} 的 点 发 生 时 间 。 由 此 又 不 难看 出 

Np = Mate (9-5-3) 

现在 若海 重 随机 泊 松 过 程 的 情形 。 这 时 强 发 AC) 和 累积 强 


E AC) 一 | ACau 是 随机 的 ， 因 为 AG 的 每 一 个 现实 a 


都 可 用 上 面 提 到 的 方法 定义 一 个 右 连 续 的 反 闹 数 a), BR 
也 可 定义 AC) RA A ERRAR ATH), 只 不 过 这 时 
4 共 六 是 贿 机 的 。 根 据 重 随机 汀 松 过 程 的 定义 ， 交 给 定 AO 
at), PRIA AD 一 oO) 了 时， 过 程 N, BRAM PRR 10) 
HJER ABE SRE EIA Mars AE 1M, 1 0} 
是 一 独立 于 (AG), + 20} MRR Ae. BALE 
AC) == AC) WHEE TE Man 显然 是 具有 强度 O0 ARR 


温度 a) 一 | Gda 的 非 齐 次 泊 松 过 程 , 这 就 是 说 在 概率 上 N, 
和 Man ESHA. ARNIS 





N, == M an» (9-5-4) 
或 者 反 过 来 ,作为 (9-5-22 式 的 推广 我 们 有 
Me m= N ko. (9-5-5) 


Rk, RTI SLA E N, SBE Bie 
HE ATES LK AO 作 时 间 尺 度 的 变换 而 产生 。 特 别 
H, M 的 点 发 生 有 时间 是 SL. Soot DON, 的 点 发 生 时 间 是 
AMS), AS), 由 上 面 的 构造 还 不 难 君 出 ， 攻 随机 过 程 
{AQ);: 20} 是 平稳 的 , 则 过 程 N, 一 Maw 是 平稳 点 过 程 。 

当量 并 机 泊 松 过 程 是 通过 累积 进 这 A) 由 条 件 (9-1-1) 和 
《9-1-27 定 义 时 上 面 的 结论 仍然 成 立 (注音 这 时 强度 A 不 一 定 
FE). 

SUF RE, BOGART D X 
2 it 2 UAE aR A Te, 
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REREH, APEA BADE LADA RM 
SZ, BOGE R44 E BB LP TE ik o A 
PRR RAMA ee, Raa Rit, A, TA Papangelou 
(1972) 和 Brémaud (1981), pp. 40—43, 


§9-6 重 贿 机 泊 松 过 程 的 极限 定理 





董 随机 演 松 过 恕 的 随机 时 间 变 换 表 示 在 这 类 过 程 的 极限 性 坊 
的 研究 中 也 有 重要 作用 。 基 于 这 种 特性 我 们 可 以 证 明 这 类 过 程 如 
PANS, SRE ORR Ee, Ee BM eR 
时 [可 的 情形 ， 当 上 一 2 时 过 程 N, 的 极限 也 能 用 它 的 累积 组 
E AD 的 极限 性 质 来 确定 . 

在 下 面 的 定理 中 ，{N,,。! 0} 是 由 定义 9-1-2 给 出 的 较 一 
般 的 重 贿 机 泊 松 过 程 , 它 的 累积 强度 过 程 是 (4G), + = 0}, 

定理 9-6-1 1° 若 当 ;一 co hf, AG) 几乎 处 处 《 依 概 率 
或 依 分 布 ) Wee FRO ECR By ERLE A, 
N, JSP Sth Sch CAB EH PARE AE HRD A CF ca FRA me HOE 
变量 Z: 





z= {Ne ai d <i too, 
oo E A= too, 
2° 当 soo it N, 在 L, (或 LL)” PRAT N, 的 充分 
BERE A, E L, GAMER, L) PRAF A, 
定理 9-6-2 1° ro 时 AG) 几乎 处 处 《 依 概率 ) 
下 化 于 某 一 广义 实 值 随机 变量 A, M N, LER GANL, 
WREEKT A. 
如 果 再 有 AO 几乎 处 处 趋 于 oo , ME AG- 4 也 是 


O 我 休 说 当 上 一 co 时 X, 在 L, (CH Lo PRAF Ys ok 
lim | |X, — YjdP = 0 


《相应 地 slim | 1X, — YUP m 0), 





必要 的 ， 
2° 若 当 一 oo 时 AG) TE Li GR L) hike a A, Sil 
rN, 也 在 L, GAR, LD HRAT A. 
以 上 两 定理 是 重 随 机 泊 松 过 程 的 大 数 定律 。 
定理 9-6-3 1° 若 当 roo 时 AC) 依 概率 收 黎 于 随机 变 
i 4, il) EN, — EA, Ea A EA<oo, M. 
VarN, > EA+Vara, 
2° 若 当 1 一 00 时 FEA) —> a, UY PTEN, 一 g。 若 进 一 
BA aca, M EN, — ay rot F 的 充分 必要 条件 是 
ECAC — atf > è, 
下 面 给 出 一 个 重 随 机 泊 松 过 程 的 中 心 极限 定理 。 
定理 9-6-4 车 存在 数 ¢,, > 和 随机 变量 55， 它们 满足 以 
下 条 件 : a, > 0, 4 tr 00 It bfa m 0 (7% <0) 和 
ar ACs) 一 b,- E GRAD. 
则 aN, — b, — E+ NCO, F), KH NO, r) 是 均值 和 方差 分 
WE OM e HERTE, CHUT $. 
着 强度 过 程 10) +20) 是 平稳 过 程 , 则 在 一 定 的 附加 条 
HER Yt oo 时 ON, 一 af/V e RS ATIF NCO, u + o), 


这 里 p= EA) M e—a? | ELACA Ids, 


LA ESEFRAUUERR GTZ Serfozo (1972, a, b) PHAIL 类 似 
的 结果 对 于 在 下 一 节 将 要 讨论 的 更 一 般 的 条 件 平稳 独立 增 量 过 程 
仍然 成 立 ， 因 为 这 类 过 程 和 重 上 随机 泊 松 过 程 一 样 也 有 它 的 随机 时 
BERES., 事实 上 ，Secfiozoe 主要 是 就 条 件 平稳 独立 增 量 过 程 
的 情形 给 出 这 些 定理 的 详细 证 明 ， 








$97 条 件 平 稳 独 立 增 量 过 程 


条件 平稳 独立 培 量 过 程 可 以 爱 作 是 重 随 机 治 松 过 程 的 一 种 推 
广 ， 引 人 这 阴 类 过 强 的 思想 是 类 似 的 。 当 我 行 允 许 泊 松 过 程 的 强 
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REG aba (kit AES) ML, TR Ee Re a at 
EULA A PR RIE BOREAS BLADE 
Emi, TAT VB BY CAB ach Lay E eH AT a t 
单 过 程 。 

下 面 给 出 条 仁平 稳 独 立 雯 着 过 程 的 正式 定义 。 

定义 9-7-1 i {eG), eo} 是 一 非 负 实 信 随 机 过 程 ， 它 
的 样本 畦 道 是 不 减 右 连 续 和 的, 而且 以 概率 1 有 5 一 0; 一 
ofrtn):# 20} 是 由 过 程 tO 产生 的 代数。 又 设 {XX,,# SO} 
基 一 可 测 的 实 值 随 机 过 程 , 如 果 它 满足 下 列 两 条 件 : 

(1) 对 任意 实数 OSs ay cee es cs, Al xy e 
z’ RE 1 有 

POX, 一 XS tt Xi XK, tele) 


= 下 PCXy — Xa jue”). (9-7-1) 
t= 


(2) HERA Oss As, WHER 1 有 
ELexp{is(X, — X,)} |} = [Lh GN Or, (9-7-2) 
这 里 由 是 一 无 穷 可 分 的 特征 函数 。 

我 们 就 说 IX, 120) 是 关于 WO, + 之 0} 的 条 件 平稳 
See Cprocess with conditional stationary independent 
increments), WE (O) EAR # Hmm t LF BAS, WA 
# (2) AMP REMRARB: 

GN 对 任意 实数 Osis, 条 件 分 布 函数 

P(X, — X, S2\.27) 
仅 是 rr Mis WEAR. 

LEARI (GO BRS A drO, tO} 时 过 程 X, 
820} Give. 条件 (27 则 说 阴 增 量 XX — X, 的 分 布 对 时 
癌 的 焦 贺 关系 仅 是 通过 rp 一 ri 的 分 布 表 现 出 来 。 过 程 
{X,, 1220} 的 特性 由 iro, +0} 和 四 完全 确定 。 例 如， 车 
re) (ER ESE, X, 也 是 依 妇 率 连 续 的 ， 事 实 上 ,由 条 件 (2) 
WS HUE RA 
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lim EI expfiz( 一 X,)}1 
一 imE{E[ exp{iz(X, — X,)} oN 
一 lim ELLA) PO] 
= 1, 
在 上 面 的 定义 中 , 过 程 ir Ge), 7 20} 可 以 是 任意 的 不 碱 过 


程 ,例如 , 它 可 以 是 下 眶 ,具有 非 负 独 立 增 量 过 程 ,更 新 计数 过 程 或 
住 意 其它 计 数 过 程 。 在 许多 应 用 中 re) 的 一 种 自然 形式 是 


rt) = | KCE, (9-7-3) 


Ed f RAMSAR REAK, (Es +20} 可 以 是 马尔 可 夫 过 
程 . 半 马尔 可 类 过 程 、 平 稳 过 程 或 部 等 。 这 时 ， 我 们 能 够 把 {X,， 
tO} RPE Lh, SO] 确定 的 随机 变化 的 环境 中 
演 北 的 独立 增 量 过 程 . 

下 面 给 出 具有 条 伯 平 稳 独 立 增 鞭 过程 的 一 些 特殊 例子 ， 

例 9-7-1 Grew, 这 里 1> 盖 0 是 某 一 常数 。 则 过 程 
[Xe }20} 是 具有 平稳 独立 增 量 的 过 程 。 更 一 般 地 ， 内 要 过 程 
ict), 10} 有 平稳 独立 非 负 增 量 , 则 也 可 以 证 朋 {X + 0} 
是 具有 平稳 独立 谱 量 的 过 程 ( 参 看 Feller 《1966)， 第 十 章 )。 

B 9-7-2 当 中 (Cs — exp{e™ 一 I} 时 ， {Xs t = 0} 是 在 
定义 9-1-2 意 立 下 的 重 随 机 汽 松 过 程 ， 它 共有 随机 的 累积 强 庆 
re, 

例 9-7-3 我 们 称 过 程 {X 10} 为 关于 {r(D, 1 0} 
的 条 件 复 合 泊 夫 过 程 (conditional compound Poisson process), 
WE ERLE 9-7-1 的 两 个 条 件 ， 而 且 OCs) 一 expo) 一 
1， 这 里 中 是 一 特征 基数。 这 衬 的 过 程 与 具有 累积 强度 r 的 
条 件 泊 松 过 程 相 类 似 ， 其 差别 在 于 前 者 每 一 次 踊跃 的 路 度 不 一 定 
是 一 个 单位 而 是 具有 特征 函数 由 的 随机 变 重 ， 这 变量 与 过 程 的 其 
余部 分 是 独立 的 。 Feller (1966) 证 上 明了 每 一 个 无 穷 可 分 的 特征 
函数 是 一 绅 复 合 泊 忆 特征 通 数 的 极限 。 由 此 推 知 〈 参 看 Breiman 
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C1968)) Fea! E E a ee eee A 
FBR Re A A Sk 7) A 2 (DL ER] DEE RARE 
Sf ia BO ERE AI KD PIR 
FR. 

9-7-4 4 pl 一 T OR EER 
We A AŽ ete {rt r o0} BU a EF EIA (conditional 
wiener process), GH AAR EAr E E AL E ERS E ARE 
Men. ith, VERY, TASHA SARA SPUAR EM 
用 ， 

26 FEILAR ET a — e e A a a pa DL 
BEREARI, Ee REAA EAR LLS 
FAB AILA ey EP a E E, AE, RAT 
有 以 下 定 逮 ， 

定理 9-7-1 设 irG@), + 0} 是 满足 定义 9-7-l HERA 
随机 过 程 。 叉 设 {Yn 实 0} 直上 共有 平稳 独立 增 量 的 可 测 实 值 
随机 过 程 , 它 与 inte), :> 0} 相互 独立 且 定 义 在 同一 概率 空间 
(0,7 ,P) +b, 而且 Ye 有 特征 函数 只， 这 里 由 是 一 个 无 穷 可 
分 的 特定 测 数 ， 则 由 








X, = ¥€rC)) 
定义 的 过 程 {X,,， 220} 是 关于 iced, +O} 的 条 件 半 稳 狂 
立 增 量 过 程 ， 反 之 ， 每 一 个 条 件 平稳 独立 网 量 过 得 在 概率 上 等 价 
于 一 个 有 如 上 形式 的 号 袖 过 程 。 

证 明 ”在 此 只 给 出 证 明 的 要 点 。 定 理 的 第 一 部 分 可 由 真 撤 计 
Riz 9-7-1 的 辽 个 条 性 中 的 概率 得 到 。 第 二 部 分 则 可 通过 在 个 
别 的 她 率 空间 上 构造 适当 的 过 程 {Y +e 0} 和 ire): Ih, 
然后 反 它 们 的 霓 积 空间 为 《 吕 ,多 ,P) 即 得 . | 

47) 具有 严格 遂 增 的 就 道 时 ， 上 面 的 结果 能 有 更 紧 竣 的 
形式 给 出 。 

定理 9-7-2 ig {Xn SO} Mire eojbee Vie 
-HERR (2,9 P) 上 如 定义 9-7-1 RARE LL, 5 
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设 {fC S 0) 的 几乎 所 有 样本 轨道 是 严格 递增 并 趋 于 无 穷 的 . 
A) {X r 0) 有 关于 {5 人 D7 aa0} 的 条 件 平 稳 独 立 增 量 的 充 
分 必要 条 件 是 

X, = Yr), (9-7-4) 
这 里 {Yn > 0} 是 (0,7 ,P) 上 的 可 测 实 值 随机 过 程 ， 它 具 
有 平稳 独立 增 量 且 依 不 率 连 绪 , 同 时 与 {7 站 ,rt 启 0} 相互 独立 。 

证 明 设 {Xor 0} 是 关于 (re), ee 0} RAS 

立 增 量 过 程 . > 

infiw;rCu) > th, 


mG) = i E Gcr 对 所 有 i 
RR ra) WEAR. KS 
Y, m= X(t”), to, (9-7-5) 
bite: {Y,, +20} 是 可 测 的 ,原因 是 由 假设 {X,, :实时 是 可 
Mite, Mm te) HERE ir), sO} 也是 可 潮 
的 ， 现 在 ,由 ra) 的 严格 单调 性 推 知 
rire) = 7, (9-7-6) 





故 以 概率 1 有 
X, = Xr rke) 
m ¥(rCe)), 
ME REM OSs es, HEM 9-7-1 的 条 件 (2) 和 
(9-7-6) AA 
ELexp{s2(¥, — Y,}}] 
om E[ELesplisCXCr G) — X01 01) le] 
= [pT (9-7-7) 
Km 了 Y， 有 平稳 增 量 。 下 面 证 明 Y， 还 有 独立 增 量 。 事 实 上 ， 对 于 
HR Os oye Ls Z M ttt z, Hic 9-7-1 
的 笨 忻 C1), (2) Al (9-7-6) AA 


E [ exe {£ 12 f¥ 一 Ya] 





= 5 [e [owl 3) aX) ~ xe) Lo |] 
一 I Cag Ta 


= I} EfexptlizY a 一 Y,, >t]. 


此 外， 由 《9-7-73 式 可 推 得 YY， 的 依 概 率 和 连续 性 【参看 Breiman 
(1968), p. 304). 
最 后 ,对 于 任意 OR oe s it, Bl tittat 
HARUTEE 
PCX,, — 不 so — Xan = ra | .ez 


一 [| P(x, — Xs Sa), 
kmi 


因此 过 程 {Y 0} 和 fr 20} ER. Sih, EREN 
必要 性 部 分 全 部 证 完 、 充 分 性 部 分 由 定理 9-7-1 BRA Oe 
顺便 措 出 ， 根 握 定 理 9-7-2 容易 给 中 定义 9-7-1 的 条 件 (1) 
AOE rO 以 概率 工 严 格 递增 至 无 穷 的 附加 假设 下 等 价 于 条 
件 (10 和 (2 的 证 明 。 事 实 上 ,车 (17?,(272 成 立 ; 则 了 :一 XCM} 
BEB www. MA (rG). Sol, 
E[exp{i2(X, — X,)}| ef] 
— Efexp{iz(¥(r@)) — ¥CrGs)))} Le] 
— (ple) Or, 





这 里 
d(x) = Elexp{izX(r™))}| ef], 
KR G) SARE. . . 

在 结束 这 一 节 的 时 候 ,我 们 想 训 至 一 次 指出 ,如 加 在 上 一 节 末 
后 所 提 到 ， 对 于 条 性 平稳 独立 增 恒 过 程 来 说 也 有 类 似 于 上 节 给 出 
的 极限 定理 。 具体 的 结论 可 参看 Serfozo (19726) MAB $ 9-6 
中 有 关 的 内 容 。 
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$9-8 混合 泊 松 过 程 


当 重 随机 泊 松 过 程 {N,,? 守 0} 的 强度 AG) 仅仅 是 一 个 
(mixed Poisson process), 因此， 混合 注 检 过 程 只 不 过 是 一 类 简 
QS BRIA, RL AR PAC), 它 显 然 
与 1 无关, 帮 混 合 泊 松 过 程 必 是 平稳 点 过 程 ， 

对 于 任意 + > 0， 按 照 定义 ,在 给 定 4 一 4 ORE BAM 
松 过 程 在 时 也 区 间 (0,71 中 发 生 的 点 数 N, REMY 如 的 泊 松 
分 布 , 即 对 mn 0, 1, 2,… 


PIN, = a A=aAbme™™ (ar)? 
ni 
































通过 取 数 学 期 望 就 得 到 计数 的 无 条 件 颖 率 分 布 
p(t) = PON, = n) = i eu GE AFO). (9-8-1) 


ZU Gy) 表示 N, 的 概率 母 活 数 ， 则 在 (9-4-1) ATS 
AG) = At BIG 
. Gye) = ELexp{(z — 1)A#}], (9-8-2) 
(9-8-1) RAR N, AREHABO TH ,其 中 混合 变量 是 4， 
KHER IN, tO} 称 做 混合 浪 松 过 程 的 依据 ，。 
按照 概率 母 函 数 的 定义 


Gy (2) = EzN] 一 > zp, Ce, (9~8-3) 























3 (9-8-2) 式 比较 易 见 
pot) = Gy C0) = Elexp{—Az}}, (9-8-4) 
Bp. Ce) 是 随机 变量 44 的 拉 普 拉 斯 变换 。 把 (9-8-2) 式 和 (9-8-4 
式 相 比较 又 可 君 出 
Gy poll — 2). (9-8-5) 
KEI. N 的 分 布 由 概率 ma = PCN, = 0) 确定 。 由 
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(9-8-4) 式 易 知 对 于 任意 > 0, pC) 的 各 阶 导 数 存 在 。 根据 
(9-8-5) 式 的 马克 芳 条 级 数 展开 式 容易 推出 


pat) 一 [CAs] Teo”, (9-8-6) 





上 面 已 经 指出 ,混合 泊 松 过程 有 平稳 增 量 , 但 这 类 过 程 一 般 不 
RA Wr. Mcfadden (1965》 指 出 ,如果 一 个 混合 泊 松 过 程 
有 独立 增 量 , 则 它 只 能 是 齐 次 泊 松 过 程 

Mcfadden (1965) 还 证 明了 混合 泊 松 过 程 可 以 表征 为 具有 平 
稳 增 量 的 印 生 过 程 ， 

现在 计算 当 给 定 N, = n 时 强度 4 的 条 忻 分 布 ， 先 考察 当 给 
E N, 一 * 时 4 在 无 穷 小 区 闻 [4, 1 十 da) 中 取 值 的 条 件 概 率 ， 
根据 条 件 概 率 的 定义 ,性 质 和 C9-8-1) 式 ,我 们 可 写 

PLAE [4,4 + dN, — n} — PACT, A + dN = n) 











PCN, = #) 
— PEN, = wl A€ La, a+ dad PCAE [1,4 + dh)) 
P(N, = n} 
eu CO” GEA) 
N eu Garay 
ht 


| eMCar)taP CQ) 
PCA < r|N, = n) = . (9-8-7) 


(eana (CA) 


下 面 给 出 一 个 简单 的 应 用 例子 。 

A 9-6-1 HEDRE) 考察 某 地 区 地 震 事 忻 的 发 生 。 假 
定 直 于 未 知 因 素 的 影响 ,该 地 区 在 一 定 的 季节 (或 者 说 时 期 ) 内 ,地 
震 的 平均 发 生 率 等 于 hh 或 4a， 这 就 引导 到 一 个 混合 泊 松 过 程 模 


D) 根据 这 一 式 于 及 PO 一 b PCSI Ba 20) 是 -个 完全 单调 函数 - 
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型 , 它 的 强度 4 是 一 个 只 一 1 1A eR. MEE 
知 PLA à) — p 和 PLA 1) —1—p, 而 且 在 一 个 这 样 的 
季节 (或 时 期 ) 的 前 # 个 时 间 单 位 中 现 油 到 #5 ERE, WE 
符 节 (或 时 期 ) 中 发 生 强 度 4 一 1 的 概率 是 
P(A = n |N, = 2) = P(N, = n] A = A PCA = 1.) 
PCN, = n) 
ehte iar)" 
pe Gay FU pew PES 
Aik 
PCA —4,|N, m n) m= l — PLA = 1 |N, ma) 
1 一 pje a 
pey + CL — pe Gay ° 
BEARTA] + Bl Pee eke ee AST A UC, Be 
{9-8-8) 和 {9-8-9) 式 推出 UG) ORE SHE 
PCUG) <2|N, = a) 
一 P(U U) <x|N, "n, A A DPA 1N, = n) 
+ P(U Ct) Sx[N, = n, A re i PCA = 1, iN, ~ n) 
L PEC = ehe) H = pE ee) 
peT E O — pe O)” 


(9-8-9) 





(9-8-10) 

现 把 混合 泊 松 过 程 的 定义 稍 作 推广 。 如 果 在 重 随机 治 松 过 程 

的 定义 中 ,让 强度 ACs) 以 特定 的 方式 依赖 于 时 间 参 数 +, BIBLE 

AG) = E+ un), (9-8-11) 

ib © RARER, e(O) 是 一 个 确定 性 (即时 间 参 数 1 的 

本数， 有些 作者 把 这 样 的 过 程 称 做 混合 这 松 过 程 、 但 也 有 人 为 此 

A, ARARAT LOR ATURE RE. BOD h 

(9-8-]1》 式 的 强度 可 以 分 府 为 一 个 随机 变量 和 一 个 确定 性 的 时 

闻 语 数 之 乘积 《所 以 又 有 人 称 这 样 的 过 程 为 带 有 时 间 尺 度 变 换 的 
混合 兆 松 过 程 ), 所 以 我 们 有 可 能 得 到 较 多 的 具体 结 末 、 
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前 用 条 件 化 方法 我 们 求 得 重 随机 泊 松 过 程 在 区 间 Ca, 6) 的 
HH No WEEE, BANS ER RRR (9-2-1) 一 
《9-2-3)， 但 是 ,对 于 -一般 的 重 随机 汽 松 过 程 我 们 难以 根据 这 些 公 
式 和 进一步 得 到 具体 的 结果 ， 不 过 ,对 于 强度 形 如 (9-8-11) 式 的 过 
AUREA 


kE 


és 
POM m= Cn) (| aden) 
x | stexp|—z f h)du dF (C(x), (9-8-12) 
AE Fslx) 一 P(é x) BEN DHA, 
EN 一 BEE Rd (9-8-13) 
和 
b 6 2 
VarN,, ™ EE | aujdu + Var | wads] . (9-8-14) 
= EASD RA ee 


attigtge at 
f Cx) Ftk-+ 1) 
0 z<i 


2m, (9-8-15) 


HM ey (9-38-12) AB 
wt fatati a ati 


f aujdu 
b 

at | 有 

这 是 负 二 项 分 布 。 对 应 的 过 程 {N,，! 0} 称 做 非 齐 次 Polya 
如果 pA BERR 





PIN, = n} 











| ,nm 0, l, +++, (9-8-16) 





M,C) = Elexp{zeé}] 一 | ed F C#) 
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存在 , 则 有 
Mira) = EM 一 ("aretdF la). (9-8-17) 
dz" 0 


于 是 ,C9-8-12) 式 可 写成 
P(N, = s) ~ (nt) (Ff PODI 


x Mi” (- iy ww ds), (9-8-18) 


当 我 们 剩 用 自 激 点 过 程 方法 时 ，A, 的 概率 分 布 由 《9-3-6) 
和 (9-3-7) ROW WHARF SA 
Aa) — ELAC IN, — 2} — ELAM IN,—n] 
给 定 的 条 件 强 度 ， 对 于 具有 随机 尺度 因子 的 非 齐 次 浪 松 过 程 ， 将 
A(O) 的 表示 式 (9-8-11) 代 入 上 式 即 得 
Al(n) — EL Eule) IN, = #], 
RTE (9-8-7) 式 那 样 由 由 时 斯 公式 可 得 


An = E, tte [os f, KDa dP) (9-8-19) 
| xiexp f- í co 如 Re) 


SFE 的 任 一 给 定 分 布 ,我 们 都 可 用 上 式 确 定 A. RS A, 后 原 
则 上 可 通过 将 所 得 的 A, FRA (9-3-6) 积 〈9-3-7) 式 就 得 到 
P(N, = 0) 和 PCN, 一 n) HARB. 

MR E ERAR M) 存在 ， 则 利用 (9-8-17) 式 可 把 
(9-8-19) RBH 





MMe (- f pujdu) i 


当 fy ANS) Hh IE (9-8-1 EA 
M(x) 一 (- = z yr 和 Metis) 一 Ck + n) ( o ye. 


atk] a — g: 


AN) 一 (9-8-20) 





(9-8-21) 
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联合 (9-8-21) 和 (9-8-20) 式 即 得 
a(n, = EON, ERED (9-8-22) 


a 十 f CM) 


EARI JEJA Polya 过 程 的 条 件 计数 强度 对 计数 ON, 有 线性 
依赖 关系 ， 
当 过 程 {Me 20} BAM, BO (9-8-11) APRI 
w(t) = 1 时 ,C9-8-18) 一 <9-8-20) 和 (9~8-22) 式 分 别 简 约 为 
P(N, m ny C—O MG) (9.8-23) 
m 


. aXe a Bex) 
ACN) = 和 (9-8-24) 


+ 
| xe "dE; Ce) 
L] 





MIDC 8) 





A,N,) = MPC ma) (9-8-25) 
和 
AN) — Net kh (9-8-26) 
m+ F 


$ 9-9 具有 次 序 绕 计 量 性 质 的 点 过 程 


我 们 在 第 二 章 证 有 明了 如 下 与 次 序 线 计量 有 关 的 事实 : 设 
{N1 3 0} 是 强度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 , 则 对 任意 正 整 数 * AE 
BRAT > 0, 当 给 定 Nr 一 # 时 ,这 过 程 在 (0, T1 区间 的 #* 个 
点 发 生 时 间 CS Sa tts Sa) 和 # 个 在 《0,T] 上 均 义 分布 的 相 
互 独 立 随 机 变量 U, Un ---, 0, 的 次 序 统计 量 有 相同 的 分 布 ( 参 
看 定理 2-2-1), 对 于 带 有 了 时 位 强度 100 的 泊 共 过 程 也 有 类 做 
的 性 质 (参看 定理 2-5-2), ME {Na 1 20} 是 一 个 强度 为 10) 
的 泊 松 过 程 , 当 给 定 Nr 一 NEE (OT) 上 的 * 个 点 发 生 
时 间 CSi, Say ety Sa) 和 ?个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 Ua, 


+ 和 1 。 








Us ,DT。 的 次 序 统计 量 有 相同 的 分 布 , 这 里 Ui 1, epn) 
的 共同 密度 函数 和 分 布防 数 分 别 是 

A(x} u 

fr = 4 ACT) — ACO) uel, 

0 Rote. 


0 am 0, 
| Ate) — ACO) 
Frl) ACT) — ACO) <a T, 
1 “>T, 


其 中 AG) — [a0 是 过 程 的 累积 强度 函数 ， 


在 第 七 章 中 我 们 又 进一步 证 明了 车 {N +> 0} 是 Yule- 
Furry 过 程 (BRE {ol, nS Oo} 的 纯 生 过 程 ; ME ei 
P(N, = 1) 一 1]， 则 当 给 定 Nr 一 +: 十 1 有 时， 这 过 程 在 (0, 了】 
Ln TARERE (Ss Sa …, 8.) Ale 个 相互 独立 司 分 布 的 
随机 变量 Us Un e, U, 的 次 序 绕 计 其 有 相同 的 分 布 ， 这 里 
DUCi = 1, 0, 的 共同 密度 函数 是 

le HT 
fr(u) 一 | — eT , 
0, 其 它 情 形 。 

我 们 把 上 面 列举 的 性 质 抽象 和 归纳 为 : 设 N = {N,, #0} 
是 一 简单 点 过 程 。 对 于 任意 正 整 数 # MRR SOO, BA 
Nr 一 s, WARE 0, T] be SARE SL, Saot Sa 
An SARS ABILE UL, 0G, VU。 的 次 序 统 计 
量 有 相同 的 分 布 ,这 里 UiG = i, en) 的 共同 分 布 函 数 Fo) 
把 全 部 质证 集中 在 区 间 〈0,T] 上 上， 我们 把 这 样 的 点 过 程 称 做 具 
AIP Sit BARA ae (point process with order statistics 
property), FPS Pyle) 是 OT) 上 的 均匀 分 布 村 、 RM 
就 说 过 程 具 有 你 版 了。 


。442 。 











以 前 述 知道 ， 齐 次 泊 检 过程， 时 有 时 集 强 度 的 泊 松 过 程 避 及 
Yule-Furry 过 程 都 是 具有 次 序 统计 量 性 和 质 的 点 过 程 , FES 
松 过 程 还 进一步 具有 性 质 了 。 人 们 自然 希望 知道 ， 述 有 哪些 后 过 
BAA RISE ie 这 就 引导 到 研究 具有 这 些 福 质 的 点 过 程 的 表征 
间 题 、Nawrotzki (1962) 99673 eT IR RENTS BLL Sa, Westco- 
tt (1973), Crump (1975), Kallenberg (1976), Cane (1977), 
Feigin (19795, Puri (1982) EL Deffner and Haeusler (1985) 
每 对 此 作 了 进一步 的 研究 ， 下 面 把 他 位 得 到 的 一 些 主要 结果 作 扼 
村 的 介绍 ,这 些 结 寻 的 证 明 可 在 土 面 提 到 的 文献 中 找到 ， 

下 面 恒 设 {Niyt 20} BRR AWA, id ma) 一 EN, Hik 
ma) < 00 对 所 有 tO. 对 于 limma) = oo AA Z, Feigin 
《1979》 证 明了 以 下 定理 ， 

定理 9-9-1 点 过 程 N = {N 20) 有 性 质 P 当 且 仅 当 存 
在 一 单位 强度 的 卉 次 泊 松 过 程 M = {M 0}, 使得 

Nom Mo, 以 概率 1 














和 
N, = Mwa EF 0, 以 概率 1, (9-9-1) 
其 中 下 是 独立 于 MM 的 非 负 随机 变量 ， 
EH 9-9-2 若 点 过 程 N 县 有 次 序 统计 是 性 质 且 相应 的 分 布 
是 Fol), MI 


= mr) m0) x _9- 
Fole) ~ BELTE OS PST. (9-9-2) 











定理 9-9-3 若 上 成 过程 N 具 有 次 序 统计 量 福 质 ， 则 存 寿 单位 
强度 的 齐 次 注 松 过 程 妆 和 非 负 独立 随机 变量 玉 《 刘 和 玉 定义 在 同 
一 概率 空间 上 ), 使 得 
N, = M wywo» kE l, (9-9-3) 
其 中 gle) = mx) ~ mM), 
SHBAH, RAKE A AEAEE BPA HR 
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Beas aR Sip Roi eK RU 
2 lim m (r) =y <o 了 时 ,表征 问题 变 得 复杂 些 。 为 了 研究 


这 一 间 题 ，Kallenberg HASIA MBB ARR BMS. 

考 脱 如 下 的 六 灭 过 程 , 它 在 初始 时 刻 有 随机 Z 个 质点 ,每 一 个 
质点 独立 地 存活 ,它们 有 相同 的 考 命 分布 万 ( 没 F(O)~0), & 
D, 表示 在 Ot] 中 死去 的 质点 数目 , 则 称 {D,, + 守 0} 是 一 

含 取样 过 程 (mixed sampling process), UL 


D = 0 
和 对 任意 t > 0 
0 Zz2=0, 
D, 一 | l 
(max{j: TP cy fm ly-+-,&} ZmaRe 1, 


(9-9-4) 
当 给 定 2 一 it, (FM, ++, TO) A PS a RIBA 
PLES HE Tite ‘T 仿 次 序 绕 计量 有 相同 的 分 布 ,这 里 了 了 
分 别 表 示 大 个 质点 的 存活 时 间 ( 即 寿命 )， 它 们 有 肯 同 的 分 布 函数 
P, 





Puri 指出 ,这 样 定义 的 过 程 (Do: 20} 是 马尔 可 夫 过 程 ,而 
且 由 上 述 易 知 它 有 次 序 统 计 绰 性 质 ， 此 外 ， 按 定义 它 显 热 是 不 减 
AEN, CHIRAL. 

Cane 进一步 证 明了 如 下 论 黑 . 

定理 9-9-4 在 上 述 关 于 混合 取样 过 程 的 定 闵 中 , BO 
Fa) ESEA fO, M {Dt 20} 是 生 率 为 {n0 n > 
0} 的 非 齐 次 纯 生 过 程 , 这 里 

gto — F) 对 于 n= 0, 1,2, =+ 
Patt) = g” 一 ES ` O a P{2 ~n}>0, 
- (9-9-5) 

式 中 eCo) 是 随机 变量 Z BORA, OC 是 C) 的 
n 阶 导 数 。 

INE, IRS RA lim m (s) 一 7 了 之 0 hf RE 
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Ae eR, Puri 指出 ,这 时 定理 9-9-1 和 定理 9-9-3 FAME Sh Bae 
为 








定理 9-9-5 ATENE (0,0) LAYER POH AE 
意 夯 定 正 实 数 ) 当 且 仅 尖 存 在 非 负 整数 值 随 机 变量 CERN E 
在 同一 概率 空间 上 ), 使 当 给 定 Zam kA 关上 时 ,根据 从 一 钼 立 
于 Z 县 分 布 为 














Fal 一 = Orr (9-9-6) 





BY ade Hh a HH eA BS) A 的 样本 的 次 序 统 计量 T 一 
TO ses <T®, 09-39-44 RE MINA RR D, 满足 

Ni, OD, S:S 7 以 概率 上 (9-9-7) 

定理 9-9-6 在 定理 9-9-3 的 条 件 于 , 若 lim m (e) = y, 


NFE FARERNE (CIRNEA -WEZ 
fal), te Z= i Sib REMAT 县 分布 为 
, Cx} 7 dex <t co 
Fe) 一 | , 
o= f 其 它 情 形 
的 总 体 中 独立 铀 取出 来 的 容量 为 下 的 梓 本 的 次 序 统计 是 
TU < ce Fw 
#k09-9-4) hse MAG RRR D, 满足 
N,=D,, 0<t<co URE 1, (9-9-9) 
对 于 纯 生 过 程 还 有 如 下 结果 ， 
定理 -9-7 投 六 是 非 齐 次 纯 生 过 程 ， 它 的 生 率 是 121.0, 
San mh 41) (acm) 连续 且 在 任意 区 间 上 可 积 ， 
hak =9, 
KA mE SRA CAE MF RRS). 
NANA ARPA REBAR ER 上 > O, 4,0) 汝 
足 . 

















(9-9-8) 





Pe Ct) _ hl LCn + 1)/LCs), n= Îĵ, l, ccs m—l, 
€9-9-10) 
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AP 
Pa Lt) = Lae AnD — A}, (9-9-11) 
AC = i LC) dy, (9-9-12) 


LCa) Ca 0,1,---, m) 是 某 些 (依赖 于 * RR, LOO) — 1, 
处 ，》 是 某 个 在 尾音 有 限 区 间 上 可 积 的 严格 下 的 连续 函数 。 


如 果 进 一 步 令 HG) 一 | Mads, WBA 





EN, HO) = es f Rel )emp{ Aas (#) — ACN) }du 


n= 0,1, +--,m—1 {9-9-13} 


P(N, = K) = LCR) et exp{ ~AD} 


k= 0, l, t, ma (3-9-14) 

Puri 还 讨论 了 mi) = EN, 不 是 有 限 的 情形 。 

上 面 的 结 蝴 玫 明 一 个 具有 次 序 统 计量 许 质 的 点 过 程 可 以 用 带 
ANH RESRNEABANERERARA OBER. 最 近 ， 
Definer 和 Haeusler 进一步 考察 了 在 什么 条 忻 下 一 个 具有 次 序 
绕 计 量 性 需 的 点 过 程 同时 是 带 有 时 间 尺 户 变 换 的 混合 泊 松 过 程 和 
混合 取样 过 程 ， l 

BERS RARAREM ERA G LA RA 
几乎 所 有 样本 轨道 只 有 有 限 多 个 点 发 生 。 换 和 甸 话 说， 一 个 以 非 零 
概率 在 (0,co) 上 上 有 无 穷 多 个 点 的 具有 次 序 统计 量 上 质 的 点 过 程 只 
能 是 带 有 时 间 尺 度 变 换 的 混 舍 泊 松 了 过程。 因此 ，、 如 果 一 个 具有 次 
PPS EVE EMU ALE N = {N 2 0} AN RAT Re 
ROBBEN ERARE, CRA 

N= lim, < 一 oo DLHER 1, (9-9-15) 





SFR ERS (9-9-15) HAAR A ee 
N = {N,, 220}, Puri 证 明了 以 下 两 命题 是 等 价 的 : 
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Ct) NEAR GRRE SME, 

C2) 对 于 序 询 {RIPON = R), RO}, PR BMA 
MET, GR RAE MELO, oo) EEA ow, 使 得 
HEREA SO 有 














APNG = Aa | tude), 


[0.20 
应 当 指 出 ,上 述 论 断 是 依 分 布 律 给 出 过 程 的 表征 ,而 前 面 各 定 
理 则 是 以 概率 1 给 出 过 程 的 表征 ， 








$9-10 重 随 栅 泊 松 过 程 和 更 新 过 程 的 稀 政 的 进一步 讨论 


我 们 在 $ 2-3 和 $ 3-11 分 别 讨 论 了 齐 次 泊 必 过 程 和 更 新 过 程 
的 稀 蓝 问题， 在 那里 我 们 证 明了 齐 次 泊 松 过 程 类 和 更 新 过 程 类 对 
稀疏 运算 是 封闭 的 。 这 就 是 说， 一 个 齐 次 油 松 过 程 ( 或 更 新 过 程 ) 
经 虹 机 带 朴 后 得 到 的 过 程 仍 然 是 齐 次 泊 松 过 程 《相应 地 ， 更 新 过 
程 ), 在 这 一 节 我 们 将 讨论 重 随机 沉 松 过 程 的 称 蔓 并 利用 有 关 结 黑 
对 更 新 过 程 的 种 朴 向 题 作 进一步 的 研究 . 

ENE R 上 的 一 个 点 过 程 ,” 是 介 于 0 和 1 之 间 的 常数 .我 
们 用 ,表示 用 如 下 方法 产生 的 点 过 程 ; 对 过 程 丰 的 每 一 个 点 均 
以 纠 率 了 保留 和 以 概率 9 一 上 一 p SH, 而 且 每 一 个 点 是 否 保 
留 不 受 其 它 点 的 状况 的 影响 ， 这 时 保留 下 来 的 点 就 构成 点 过 程 
Np BIHE N, BAN 的 P- GIL AS (p-thinning process, (ij 
RR P-R), TN AUER N, 的 Pat Cp-inverse thin- 
niag process, IRK p-38), 可 以 证 明 ，[ 例 如 ,参看 Thedten 
《1986) 和 Grandeli (1976)] FER —TPAR RAAT M 的 产 
AL GEES AKAD 是 唯一 的 。 我们 把 这 些 (对 不 
同 的 了 值 )p- 稀 豌 逆 过 程 称 做 要 的 源 过 程 (original process), 一 
个 点 过 程 称 做 非 稀 疏 的 《unrhinned》 如 果 它 不 是 某 个 点 过 程 的 
-RAAE (0 三 <1). RON r, 表示 RART, 用 r 
RREPA, TEJI 
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N, = rN 和 和 N = rN p (9-10-17 

各 用 p-p ERAT kiah BRL — ah 
刻 划 。 

定理 %-10-1 一 个 点 过 猩 好 是 重 参 机 瀣 松 过 程 的 充分 必要 
条 件 是 对 每 一 Pegk0,11]， 必 存在 好 的 一 个 p-p NiE, 

Ta ET Mecke (1968) 汐 , 写 多 证 明了 世 可 在 Matthes. 
Kerstan and Mecke (1978) H(A CHORAL 由 这 定理 不 难 推 
Fil 





推论 9-10-1 设计 是 一 点 过 程 。 记 
n= inf{p é (0,1]:M 有 pp- 稀 玖 逆 过 程 }. 

则 当 村 十 重 随 视 泊 松 过 程 时 1 一 0; 当 M 不 是 重 随机 泊 松 过 
Git 7 >. 

设 对 点 过 程 对 作 p RAREN CD N 一 ra)， 又 对 
N 作 p- RR RSE 9 o ~ rw， 则 由 血本 的 独立 性 易 
知人 如 可 以 看 作 蚌 对 过 程 M 作 pip PRTC O 一 rpl M= 
run M) PER- PRANE 9~-10-1 号 上 推出 LA FRE eit. 

定理 9-10-2 重 随 机 浪 松 过 程 类 对 稀 玖 运算 是 封闭 的 ， 

Thedéen (1986) 还 证 明了 人 如 下 定理 ， 

定理 9-10-3 若 寻 不 是 重 随 机 泊 松 过 程 , 则 存在 唯一 的 非 稀 
杞 过 程 N， 使 得 好 的 所 有 可 能 的 源 过 程 都 是 X 的 其 一 个 A 
过 程 。 我 们 把 这 样 的 非 多 陈 过 程 Y 称 做 顶 过 程 (top process). 

下 面 状 重 研究 更 新 过 程 的 稀 芯 问题 。 虽然 我 们 的 讨论 是 就 
和 上 的 普通 更 新 过 程 而 言 , 但 所 得 的 结果 可 以 直接 推广 到 延迟 更 
新 过 程 的 情形 。 我 们 先 列 出 在 讨论 中 要 用 到 的 一 些 概 念 和 结果 。 

定义 9-10-1 (0,00) 上 的 函数 中 称 做 完全 单调 的 Comple- 
tely monotone) 如 果 它 有 有 任意 阶 导数 oO HRE 

《一 Lp 党 0 nel, s > 0. 
itp) 一 limes), 假若 等 式 右边 的 极限 存在 (有限 或 无 
35). 
gm 9-10-1 (0,0) LRM? BRR DO GW 
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斯 -斯 还 阶 斯 变换 当 且 仅 当 SES BUH pC0) 一 1, 

命题 $-10-2 车 中 和 中 是 完全 单调 函数 , WERE pe 
亦 然 。 

命题 $-10-3 车 音量 完全 单调 函数 ,中 是 非 负 通 数 且 有 完全 
Ai SR (AME (-1) (<0 对 eel), WES 数 
oS) BRS BIS, KY 和 (1 十 是 完全 单调 的 ]. 

以 上 结果 的 证 明和 关于 完全 单调 国 数 的 进一步 讨论 可 参看 
Feller (1966), 

设 丰 是 一 更 新 了 过程 。 对 于 任意 pe 0,1), DN, ENRI P 
RUB, APB 3-11-1 知 下 ， 仍 是 一 更 新 过 程 。 令 王 和 总 分 
ER RENAN, MAOH, F 和 Ct 分 别 是 FF 和 G 的 
拉 普 拉 斯 -斯 蒂 阶 斯 变换 。 由 《3-11-32 式 有 

* F*(s 
| GG) = enor (9-10-2) 
上 式 义 可 改写 为 
An FO 
F*(s) Tee’ (9-10-3) 
RNOUSPRRES ATMS HPA G, PRM C-10-1) 式 
记 
G 一 rF 和 FrG. (9-10-4) 

现在 考虑 如 下 问题 : REAR ARS ho 的 更 新 过 程 M 是 
革 一 点 过 程 丸 的 弓 稀 蕊 过 程 , 换 句 话说 ,不是 更 新 过 程 对 的 Pp- 稀 
配 首 过程 。 我 们 想 弄 知道 源 过 程 克 是 否 更 新 过 程 。 由 (9-10-3) 式 
知 如 果 我 们 能 句 证 明 由 这 式 子 给 出 的 Fs) 是 一 概率 分 布 F 的 
拉 兽 拉 斯 -斯 带 险 斯 变换 ， 旭 由 eR a HE 5 参看 
Thedetn (1986)] 知 六 是 以 王 为 个 距 分 布 的 更 新 过 程 。 这 样 一 
来 ,我 们 的 问题 就 变 为 : 设 给 定 了 一 概率 分 布 G 的 拉 普 拉 斯 -斯 蒂 
阶 斯 变换 G*， 间 由 C9-10~3) 式 确定 的 F* 是 否 某 一 概率 分 布 F 
的 拉 普 拉 斯 -斯 鞍 阶 斯 变换 ? 因为 G*(0) 一 1， 故 也 有 F*(0) 一 
1， 于 是 由 命题 9-10-1 知 上 面 的 问题 又 等 价 于 沿 fF* 是否 一 完全 
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Aine 下 面 分 别 就 更 新 过 程 痢 是 重 随机 泊 兴 过程 和 非 司 随机 
泊 松 过 程 两 种 情形 来 讨论 . 

RA REHUA E. 因为 Kingman 《1964) EEA E 
T+ ATE GOLA ae a, AAA 
FERRE SAAR Kingman 过 程 。 Yannaros €1986) WH 用 Be- 
rustein 国 数 ?的 技巧 证 了 明了 如 下 结果 : 

定理 9-10-4 一 个 具有 间距 分 布 F 的 更 新 过 程 赴 重 随 机 沿 
松 过 程 当 且 仅 当 

下 人 一 [1 十 网 (7] 
其 中 F* 是 刁 的 拉 普 拉 斯 -斯 蒂 阶 斯 变换 ， 中 是 Bernstein 函数 
ARE lmg) 一 0. 


根据 这 一 定理 又 不 难 证 明 如 下 的 关于 Kingman 过 程 的 刻 划 
EH, 
定理 9-10-5 点 过 程 M 是 Kingman 过 程 的 充分 必要 条 件 
是 对 每 一 PE (0,1)， 存 在 其 一 更 新 过 程 N, ER MENE r- 


Pi Rt , BH 
M—r,N, 


证 明 ”条件 胎 充分 性 由 定理 9-10-1 和 更 新 过 程 类 关于 实意 运 
算 的 封闭 性 推出 ， 

现 设 村 同时 是 重 随机 泊 松 过 程 和 于 新 过 程 , 划 由 定理 9-10-1 
RE pe C0, 1)， TEAMO -ARRIE NMN, 办 此， 为 
了 证 明 条 忻 的 必要 性 只 须 确认 加 是 更 新 过 程 ， 密实 上 ,由 定理 
9-10-4 4 G* = [1 +o)", Ht & & Bernstein RH. 出 
(9-10-3) 式 得 F* = [1 + pd)". pw PA Æ Bernstein H 
数 ， 于 是 由 命题 9-10-3 知 F* 是 完全 单调 的 ,而 且 请 足 

F*(0)— 1, 

故 由 命题 9-10-1 知 F* 是 某 概率 分 布 F 的 L-S 变换 , BUNGEE 
F 为 间 工 分 布 的 更 新 过 程 . a 


1) BR pi 9,00)}—+ (0,00) MA Berostein AR WREARES AID SR, 
亦 即 满足 Ce CO 对 所 有 nel, 
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PRT IESER RELA, et aa Fie: 
定理 8-10-6 FERN SMSC) AREAL 
ts TRE, FE AUTEM BY TERE? OF, BE-- RI 如 € (0,11, 
使 得 Ger fy, MALIMI 2 RRPR RCRA SBR 
rG = {F.F = r,a, ii pélp,il} 





确定 。 
证 明 令 
Pom inf {pe LT A253 ee Re} 
一 inf{pe (0,1];N—c,)'M, NER}, (9-10-5) 
由 推论 9~10-1 op, > 0, 下面 证 明 存 在 M 的 n ANER 
程 N = iM., 1% {p} ERR OMe 1 和 pde 的 数 
A, W P= G*Cp, 十 9oG) 《其 中 9 一 1 一) 是 概率 分 布 
F. 的 L-S 变换 ,而 匡 当 wn 一 00 时 
F3-*+G*Cp, + gG*)7 = FG. 
易 见 当 :一 0 时 Fits) 一 1。 eh 上 -5 变换 的 连续 性 (参看 附 
录 一 ) 知 FE 是 某 彼 率 分 布 Fo 的 工 -3 变换 ， 即 存在 一 个 以 Fi 
HSA Be N, CEMA pRB. E 
Hew -10- 6H RB, EERIEMTERMNAHRIE, 
则 存在 唯一 的 顶 更 新 过 程 N。( 即 它 不 可 能 是 某 更 新 过 程 的 p 
Bint, O< p 三 1)，M 的 所 有 可 能 的 大 稀 查 道 更 新 过 程 部 能 
PAJK hE M RRS, MMBC MAT 
新 过 程 N, 的 疡 稀 朴 更 新 过 程 类 中 的 一 个 元 素 . 据 此 我 们 可 进 一 
步 证 明 . 
定理 9-10-7 对 于 任意 pe (0,1), 住 一 更 新 过 程 不 可 能 是 
某 个 非 更 新 过 程 的 p PRUE Mh, CRAMER 
程 M 的 弓 稀 朴 逆 过 程 (如 果 存 在 的 话 ) 必 是 更 新 过 程 。 
TR ” 妆 对 是 恒 随 宙 泊 松 过 程 时 论断 由 定理 9-10-5 推出 . 现 
设 凡 不 是 重 随机 泊 松 过 程 ， 它 的 间距 分 布 是 GC. LN, 是 对 应 
1) 分 布 确 数 心 称 做 非 带 更 的 ;如果 由 《9-10-37 式 确定 的 F* 仅 当 声 一 1 时 才 是 
完全 单调 的 . 
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的 顶 更 新 过 程 , 风 M =r 7M, AE p 09-10-55) ARE, © 
是 全 得 由 (9-10-3) 式 确定 的 F SRE AAO 上 -* 变换 的 最 
NER, RRMA BAG pRB IL Q, MEER po> 
0, #8 








M=1,,0 BY, Q TM 
因为 当 pela ll MO pA KBR ee, ee 
Po 之 加。 现在 ,一般 地 用 和 表示 以 的 p- RRO, Ma OF, 是 
的 第 一 个 点 间 同 中 TT， HAt, Fe 是 Fi 的 L-S Bin, 5 
户 E [和 ,1] ROSH NEBR RRA 
* _ G*Cs -10- 

FH) eG es (9-10-6) 

因为 N= v,'M 一 T (r,,0) = Tiag s in 








P(T, > 中 一 > (1 -2y PCO =R), 
Rin e” MB EO, ORO 
i — FYs) > (1 — rey AKCn， (9-10-7) 


a R= ¢ 


其 中 
HIG) 一 | e” P(Q, = 有 dz 


& z= L— (polt), UW p= pol(1 一 2z)。 容 易 验证 
GO psp) SARS 1— (pol) Erl pg; 
(ii) Po = pel SAMS Osse 1 — po. 

由 (9-10-7) 式 得 


FICO) = 1— sD nt) Mt 0S 2S 1— py, (Y-10-8) 
aut 


对 于 固定 的 «©, FICS) 作为 * RRE M9- 10-8. 
因为 当 ppal, M L (p/P) Srl p 有 时， 由 
《9-10-6) 式 有 


+4526 





7) oe (l—2z3G*(s) ang 
MO) = rapa VTO 
对 于 夯 定 的 *， 我 们 可 以 写 
1 _ K 
Pg 十 《1 一 z — pe)G*(s) | zG*(s 
Po + CL — pg )G*(s) 
(9-10-16) 
其 中 天 是 不 依赖 于 z 的 常数 。 因 为 由 xz 1 — pp R pg > OF 
Kl 2G*(s) < po + Cl — pp G*Gs), KH 工 一 (pefp GES 
1— Po, (9-10-10) 式 的 右 端 作为 * RRB, An 
《9-10-9) 式 的 右 端 亦 然 。 由 于 种 级 数 蜂 式 (9-10-8) 对 0 所 x* 态 1 
一 pg (Bl po Spl) 成 立 , PRM Al (9-10-6) At 
Pell] FERN., 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 前 身 已 经 指出 、 当 
三 名 时 (9-10-6) 式 不 可 能 给 出 某 个 概率 分 布 和 的 L-$ 变换 ， 这 
一 矛盾 表明 对 于 p< po 不 可 能 存在 M 的 p RRR. ee 
证 完 . | | 
MAERAH, Rate TREN AR, mB 
个 顶 更 新 过 程 也 是 一 个 项 过 程 ( 即 它 不 可 能 是 基 一 点 过 程 的 2- 
Rte, p<. | 
顶 更 新 过 程 的 一 个 简单 例子 是 具有 恒定 的 点 包间 距 的 点 过 
程 ， 较 为 一 般 的 例 于 则 蚌 邮 中 分 布 有 有 界 支 承 的 更 新 过 程 。Yan- 
naros (1988, b) 进一步 给 出 一 个 更 新 过 程 是 项 过 程 的 如 下 充分 
HE, 
定理 9-10-8 EMERSHRSACHERUE. WRG 
有 有 有 限 的 正 数 学 期 望 ,而 旧 


tim EHO -oo ， (9-10-11) 
see Cede 





+ 


其 中 HG) 一 1 一 GD“ 站“ 是 着 积 运算 符号 ， 则 这 过 程 是 一 项 
过 程 。 若 人 有 密度 s, WA 
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im BRB) 一 co (S$ -10-12: 


时 《9- 2O-T DRIE ie. 

我 们 把 门 距 分 布 G Sat T, 4), BAS eee E 

Faa me tet Ve TCR), te 0 
AE BL AS Es RS a E.  9-10-8 AU Pe ARI: 
BRB A > LS ET. 6 EY i aE 
见 , 设 分 布 的 尺度 参数 A=). AJAS rd, 与 自身 的 
SREMBSH TC ,24k), 于 是 有 
| _ PCR) ATL, 
aCe T(2k) 

因为 NTORO 是 一 常数 , 故 当 二 并 时 (9-10-I1) 式 成 立 。 

对 于 0 一 下 去 1 移 和 情形 则 可 以 证 明 如 下 论断 : 一 个 (普通 的 ) 
个 玛 更 新 过 程 寻 是 重 随 机 泊 松 过 程 当 且 仅 尖 阅 臣 分 布 的 形状 参数 
ke, ih EEOAE 4 一 1), 由 定理 9-10-1 和 刚才 证 明 的 事 
Tak > 1 时 全 玛 更 新 过 程 不 是 重 随 机 泊 松 过 程 ， 这 就 证 明了 
条 和 件 的 必要 性 。 现 证 当 0 ek CIN BAPE RMA 
过 程 ,为 此 只 须 证 明 对 任意 pk (9,11， 和 由 -10-3) 确 定 的 F* 是 
某 一 概率 分 布 的 工 -3 变换 。 和 祖 据 命题 9-10-1 这 又 归结 为 证 明 
F* 是 一 完全 单调 函数 。 因为 蝴 玛 分 布 Tt1, 的 上 ~5 BRE 
《1 ++, TERRA 

F(= (1 + Alp t qi t Ame g p+ my 

因为 当 0 二 大 用 1 时 鸭 数 66s) — C1 + 5)* 是 Bernstein pe He, 
BEAS pO (e+ ps 则 是 完全 单调 的 。 故 击 命题 9-10-3 
a FCG) = glo] 一 19 十 pl +9 Bee ia. 

我 们 把 以 上 结果 综合 为 

定理 9-10-9 O) 一 个 普通 的 您 玛 更 新 过 程 是 重 随机 泊 松 
过 程 的 充分 必要 条 性 是 间 虑 分 布 的 形状 参数 he (0:1]. 

(2) 当 赣 上 距 分 布 的 形状 参数 不 > 1 上 时， 普通 的 倪 玛 更 新 壕 程 
是 一 项 过 程 。 
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对 于 延迟 更 新 过 程 的 情形 ,利用 Kingman (1964) 给 出 的 关 
于 延迟 更 新 这 程 是 重 随机 泊 松 过 程 的 充分 必要 条 件 PIS RB 
Grandell (1976), p. 35] 可 以 证 明 如 下 结果 : 

定理 9-10-10 若 延 迟 更 新 过 程 的 间距 分 布 是 志和 ， 其 中 
第 一 个 更 新 间 臣 分 布 电 是 任意 和 的， 而 其 余 更 新 闻 距 的 公共 分 布 FF 
是 具有 形状 参数 旬 的 优 玛 分 布 ， 则 这 过 程 是 重 随 机 沿 松 过 程 的 充 
SPHERE OKA SLA ACD +9! BB Fy AY 
L-S 变换 。 

SHERAR RES HSH, A At) Ci + e 
时 ， 如 果 m Sk, 则 ANC + ste (1 + 9" 是 形状 参数 
Am— k MBS L-S 变换 。 这 样 一 来 就 得 到 ， 

推论 9-10-2， 消 延迟 和 更 新 过 程 的 间 更 分 布 互 和 FF 分 如是 有 
形状 参数 办 和 大 的 伽 到 分 布 ， 则 这 过 程 是 重 随 机 泊 松 过 程 的 充分 
hl fe Ft OR LA Rm, 











$ 9-11 。 重 随机 泊 松 过 程 的 联合 发 生 密度 ,样本 
函数 密度 和 存活 概率 


在 重 随 机 泊 被 过 程 的 研究 ， 特 别 是 在 关于 这 类 过 程 的 统计 推 
断 问 题 中 ,联合 发 生 密度 ,样本 示 数 密度 和 存活 最 率 同 样 起 车 重 机 
的 作用 ， 这 三 者 中 间 广 以 样本 函数 密度 最 为 有 有 用。 下面 分 别 利用 
条 性 化 方 污 和 自 滞 点 过 程 方法 讨论 这 三 个 量 ， . 

ARETE. $ jas(Cas 2) AREMA 
松 过 程 N 一 {N 120} 的 前 “个 点 发 生 时 间 的 联合 概率 密度 ， 
PUN, 0<+<7T}) 是 它 的 样本 函数 密度 。 假设 入 的 强度 过 程 
是 {4(D，z 关外， 则 根据 重 随机 泊 松 过 程 的 条 件 泪 松 性 质 雇 用 
《2-5-19) 和 (2-9~13) 式 我 们 可 求 得 


LR tT i) E pii ACs exp 二 f ACudu}| 


(9-11-1) 
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pL{N,,0 <1 T}) 
exp J- F ACs jdu + 上 log ACwan.}|. 
(9-11-2) 

RES, EA ee RD A. Be, 
些 常 见 的 简单 情形 却 是 例外 . 车 辜 下 面 关 于 带 有 了 时间 尺 度 变换 的 
混合 泊 松 过 程 的 例子 ， 

例 9-11-1 设 {N + > 0) 的 强度 过 程 由 A(#) = + ue) 
tH, HE BRULEE, oO) 是 确定 性 的 时 间 函 数 。 于 是 由 
(9-10-2979 


= F 








pL{N,50 <1 TH) 
= [ore eff wera 
x =S log u(udaNt. (9-11-3) 


Winey Fata LAR SR LAB RI. 如果 
ERR Mee) = Ele] 存在 ,由 可 利用 它 把 49-10-3) 式 
写成 

pL{N,, 0 <r <TH) 


= MT ( -f pwd) exp 人 i log nuda, 
° (9-11~4) 
当 上 有 由 《9-8-15) AEDES AR, NEAREST 
程 ,这 时 《9-11-4) 式 可 写成 
PHN, Ot TH 
[Nr +k +b) Gi Ati 
een 


rk + 1) r aud 





apelin 


， aludu 
(9-11-5) 
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AR = 0 时, 倪 玛 分 布 变 为 指数 分 布 ,这 时 (9-11-5) 式 可 进一步 简 
化 为 
PUN, 0 < T} 


= FN; + De [a + (" ww dds | 


“(Nyt 


exp 1 lug HDAN, Y, (9-11-65 


将 上 式 对 a 求 导 后 令 其 等 于 零 ， 我 们 就 推出 当 给 定 观 测 和 的 计数 轨 
RRF, E PRD HSM s 的 最 大 催 然 估计 是 


du (ND <8 TH) — NA | a(w)dw, C9-11-7) 


这 知 让 只 依赖 于 在 区 间 CT) 中 的 点 数 Nz 而 与 这 些 点 的 发 生 
时 间 无 关 。 
WFR AIL, E ale) = 1 IE, (9-11-3), (9-11-4) 
FACH- 41-5 4} BI AHH 3G 
pl{N,,0 <2 Th] = EEE Ter], = (9-11-37) 
pl{N,, 0 <r Th] MPPT) (9-11-4') 


— Nr tk +1) 
plin,, Oe THY] Tk + 1) 


a tt 1 Ny ; 

xal ol (2-11-35) 

EE BROS o 的 指数 分 布 的 情形 ,样本 函数 密度 (9-11-6) 变 成 
plin,,0 < 去 Th) - rN; + Delo + Trt, 

(9-11-6’) 








而 参数 = 的 最 大 似 然 估计 则 有 如 下 的 简单 形式 ; 
Gur({Nod rc 之 了 一 了 /Nr， (9~11-7’) 
上 式 右 端 是 观测 到 的 平均 点 发 生 率 Nr/T HBR. 
如 前 所 述 , 一 个 强度 过 程 汶 《4402),t = 0} 的 重 随机 泊 松 过 程 
(Nr 20} 可 以 表 为 具有 由 
AG) = E[AC)|Ny,0 < wt] 


-3 


_ 人 N,=— 06, 
EU ACN, Sitt tSn] N, 21 
给 定 的 强度 {AGs 20} WARA, Alt, 出 《8-2-27 AE 
知 过 程 {N 0) 的 第 = 十 1 点 的 条 件 存活 概率 是 
Bs i aSa) m cap {- 了 Awda}, 
(9-11-48) 
其 中 六 5 区 1， 又 由 (8-3-2) (8-3-3) A (9-3-1) 式 可 推出 
{Nt 20} 的 前 # 个 发 生 时 间 的 联合 概率 密度 
fr CT re ssa) 
和 样本 函数 密度 pN 0 <2 T) 的 男 一 种 表达 形式 : 


下 “ee ssa) 


one exp|— (" ACaj}du + 人 log A(u)an} (9-11-9) 





pl{N,,0 <1 <TH] 
一 exp | 一 | A(u)du + | log ACu)anat. (9-11-10) 


C9-11-8) 一 C9-11-10) 式 中 的 强度 AG) 由 (9-3-1) 式 给 出 。 应 当 
指出 ,要 用 (9-3-1) 式 具体 算出 AC) 通常 是 很 困难 的 。 因此， 必 
须 进 一 步 研究 AG) 的 估计 癌 题 . 


$9-12 重 随 机 汽 松 过 程 的 统计 推断 


我 们 先 讨论 如 下 的 双 假 设 检验 问题 : 设 N = {Nt > 0} E 
一 重 随 机 泊 松 过 程 , 它 的 强度 过 程 或 者 是 400), 1 20}, RA 
E {A%G) 2 之 0}。 问 题 是 当 给 定 一 个 在 区 间 〔0, T) 上 的 观测 
记录 {N,,0 之 1 ST) 时 判断 这 两 个 强度 过 程 中 哪个 是 真正 支 孔 
过 程 闵 的。 根据 第 二 章 关 于 泊 松 过 程 假 设 检验 的 讨论 知道 ， 这 一 
浏 断 可 以 根据 羽 然 比 


二 





T = 
POPLIN < 了 (9-12-15 


CEN, 0 一世 了 
HEB, Rab okm TSS SRB) AER FE AVG) R 
ASC) MOPAR Bees. MIB I) ee BL) 下: ere 
AM); MAUMEE ACG), RA BRA, HL 
BAT APC) 和 AVO BURBERRY Te LAPSE ACE 
HAEREA SE § 2-14 PAIN AD. 

Pi, MRA ORM BR F AMG) A ANG) 的 样本 国 数 窗 
MASK, 我 们 也 就 能 够 具体 求 出 似 然 比 4。 (ELIE ix 
种 可 能 福 只 在 少数 几 种 简单 情形 《如 带 贿 机 时 间 尺 度 变 换 的 汤 合 
泊 松 过 程 ) 才 会 变 为 现实 。 在 较 一 般 的 情形 我 们 需要 利用 样 术 疯 
数 密度 的 才 示 式 (9-11-10)， 把 这 式 子 代入 《9-12-1) 式 中 并 取 对 
数 得 















了 _ _ 
log A — | LÄS (u) — A? Cue) jdu 
T Aw u) 
+ oe S]e 
接受 Aw 
Z logy, (9-12-2) 
接受 AM 
其 中 APC) G= 0,1) 的 定义 如 下 : 
了 BETA 及 一 0 N, =D, 
FLAP) ALN, 一 天 3] N, = k >l, 
(9-12-3) 
这 里 H 表示 过 程 N 的 强度 是 AO 的 假设 。 当 4, HR, AY 
是 A® RRM ICR ERROR DADS. 在 由 反 的 
WE, AO 只 不 过 是 计数 记录 的 一 个 函数 丙 不 能 解释 为 A® 的 
一 个 佑 计量 ， 丙 些 ， 我 们 把 AP Bee AY 的 一 个 伪 佑 计 恒 ,这 
样 一 来 ， 重 区 机 泊 松 过 程 的 戏 假 设 检验 局 题 可 以 分 解 为 两 部分， 
第 一 是 产生 锣 估 计量 ， 第 二 是 把 所 得 的 侈 个 过量 代 人 判断 准则 


e459 二 


AGG) = { 





no 














(9-12-2) 47-50 HEB logy 比较 ， 

BWM WIE DE RE te Be 
CMM ADARE. 从 前 面 的 讨论 可 以 看 百 ， 
在 重 随 机 油 窗 过 虱 的 许多 续 计 等 征 的 毒 示 式 中 部 含有 强度 过 程 的 
(Sib. ASB SABLE REPEAL iS He ear A RS 
关切 的 作用 ， 此 外 ,在 实际 中 ,例如 在 本 童 开始 时 提 色 的 激光 通信 
ASD, BUR MBNA RAR AM SLI A A td 
是 不 能 直接 观 狗 的 强度 过 程 或 用 以 调制 强度 的 信息 过 程 。 因此 ， 
我 们 需要 很 据 观测 计数 记录 确定 强度 过 程 或 信息 过 程 ， 

重 蝴 机 泊 松 过 程 的 估计 问题 有 两 种 常见 的 形式 : BUS 
滑 ， 让 过 问题 大 至 可 扼 述 如 下 : 设 N= {Ni 20} 是 一 个 具有 
强 宝 过 程 {AGr 20} OLA, Boh x, 是 基本 的 
信息 过 程 。 如 果 在 区 阅 (0,:] ERNE TMM, 而且 整个 计数 
轨道 {N40 <u St} 对 于 形成 估计 强 是 有 用 的 。 随 闭 末 端 时 刘 
* 的 增 大 ,我 们 不 断 入 票 补充 的 观测 资料 ,这 样 一 来 ，* 相应 于 一 
个 实时 参数 ， 我 们 想 要 估计 信息 过 程 的 某 个 特定 的 函数 在 时 刻 # 
的 值 。 这 个 特定 函数 ,例如 , 可 以 是 信息 过 程 n 自身 或 强度 过 程 
Alx,)， 我 们 希望 找 出 一 个 估计 量 ， 它 比 着 新 数据 的 获得 而 改变 . 
到 任 一 时 蓝 为 上 积累 到 的 观测 资料 可 用 来 构成 那 一 时 刻 的 估计 
晤 ,这 就 是 说 ,全 计量 与 观测 资料 之 闻 存 在 着 因果 依赖 关系 ， 若 规 
SAG) 的 估计 量 AWC) 是 线性 的 , 即 它 必 须 有 如 下 形式 : 





























ACE) = aCe) + | AC ude, (9-12-4) 


其 中 o 是 某 一 确定 性 函数 ，h(iyw) 是 脉冲 啊 应 函数 ， 我 们 就 
把 这 样 的 估计 问题 称 做 线性 滤 过 《lincar filtering)， 它 可 以 看 作 
BRIEN BARIS kOn) RBE Aea R 
{TR 





al = 6 
和 和 


, * 460 





l/r tories 
t,x) 一 f 各 它 情形 (9-12-5) 


时 就 得 到 一 个 线性 合计 量 


A™ Ce) ~ 二 | dN, = = (N,— Ni), 《9-12-6] 


这 是 强度 过 程 的 滑动 平均 估计 . 这 种 估计 量 的 优点 是 简单 易 行 ， 
它 除了 必须 选 定 求 平均 的 时 间 区 阅 长 度 之 外 几乎 不 需要 有 关 强 
度 的 任何 知识 。 在 实际 中 通常 在 商 获 时 间 , 例 如 ,在 7 的 整数 倍 处 
作 方 动 平均 估计 的 取样 ， 然 后 用 最 小 二 只 染 对 取样 秆 拟 合 一 个 候 
定 的 时 间 函 数 ， 

如 果 有 更 多 的 关于 强度 过 程 的 知识 ， 我 们 就 有 可 能 得 到 较 滑 
动 平均 估计 具有 更 好 特性 的 估计 量 。 AC) 表示 在 〈9-12-4] 
式 中 间 时 选取 aG) 和 ACr,m), BIR 

E(CACe) 一 A* (e)l 
为 最 小 的 线性 估 讨 ，Grandell (1971, 1972) 等 人 证 明了 如 下 的 
线性 最 小 均 方 误差 估计 定理 . 
定理 9-12-1 ANG) BAG) 的 一 个 线性 估计 量 ， 
ELCACOD 一 ANG) 
是 相应 的 均 方 误 竹 。 又 设 MO) 是 使 得 这 个 均 方 肖 差 为 最 小 的 估 
计量 ANG), BY 


Wt) = ELAO] + f haltu HAN. — EL ACs) du}, 


(9-12-7) 
式 中 的 最 优 脉 冲 响 应 入 (1,w》 是 积分 方程 
hu) ETAG] + f EERI ACET 
KW), SZ: (9-128) 


的 解 ,其 中 Ks 是 强度 过 程 4 的 协 方 莹 函数 ， 此 外 ,最 小 均 方 误差 
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ELC ACs) 一 AOFI 一 et, ELAY]. C9-12-9) 
如 困 在 上 面 的 滤 过 问题 中 除去 对 估计 量 所 加 的 线 福 限制 ， 则 
5 |S SER RIT. RRC RN MRE. ATI 
fra] A Ag EY) Co ST Ae ED, ee CER Sek 
38 iat 
SOB ATR, ACID ER ER ERE, CE A ARR 
Pitt Ah Hl, AO BREAN EIA (0,6) 的 观测 计 
数 记 录 对 强度 了 过程 A(w》 或 支配 强度 的 信息 过 程 x。 SET RR 
在 有 时刻 * 的 镭 作 出 估计 。 当 * 增 大 时 ,观测 数据 随 着 增加 ,估计 量 
也 随 之 改变 。 所 谓 平 消 问 题 就 是 把 这 种 因果 关系 除去 的 估计 间 
题 ， 这 类 问题 要 求 根据 过 程 N 在 时 间 区 间 《9,n] 的 观测 记录 对 
强度 过 程 或 信息 过 程 的 某 个 函数 在 这 区 间 的 任 一 时 刻 上 的 值 作出 
合计。 在 实际 中 通常 考虑 三 种 类 型 的 平 请 问题 。 第 一 类 荐 固定 点 
Ete (fixed point smoothing), Kit RS WMI €0,4) 中 
的 一 个 固定 时 刻 7 作出 估计 。 当 区 和 间 末端 时 刻 二 ARAA 
ROW es, MES en THEO Le 
所 谓 平 油条 件 密 度 , 即 当 给 定 了 过 程 六 在 区 间 〈0,a] 的 观测 记录 
{N.,0<u<n} NAD) 或 x HR RSE 1 的 增 
Am. 第 二 类 是 固定 区 呵 扫 这 平 请 (fixed interval sweep 
smoothing), 这 类 平 毅 的 A Ese, tm? 则 从 初始 时 刻 0 增 
天 到 nn。 人 们 有 闪 趣 于 知道 他 们 关心 的 统计 量 怎 样 随 著 + 的 增 大 
而 变化 。 BARRE APIA (fixed lag smoothing), A% 
问题 的 特点 是 和 a REE ANS SEM AR. 3 
时 从 初始 时 刻 0 开始 增 大 ,在 观测 区 间 的 末端 时 刻 a 则 以 An 一 
+T 的 形式 随 之 增 大 ,其 中 了 是 “ 满 后 时 间 ”, 它 取 某 一 溃 值 ， 对 
于 这 类 问题 人 们 想 要 知道 有 关 的 统计 量 怎样 贿 羔 * 的 地 大 而 改 
由 于 半 清 量 非 四 灯 性 的 估计 问题 ， 因 此 在 平滑 问题 中 有 可 能 
根据 新 获得 的 补充 观测 数据 在 原 有 有 估计 的 项 对 它 不 断 加 以 由 
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iE, 

由 于 篇 旺 所 限 ， 上 面 只 年 对 重 随 机 泊 松 过 程 的 泪 过 闻 题 和 平 
党 问题 作 轮 廓 性 的 简单 介绍 。 有 关 这 些 问题 的 详细 讨论 参看 Say- 
der (1972a, b, 1975), 
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第 十 章 ”随机 点 过 程 的 比较 
§ 10-1 引言 ,随机 变量 的 比较 


在 数学 分 析 中 ， 人 们 常常 利用 一 些 比较 简单 和 具有 较 好 性 质 
的 双 数 (如 阶梯 函数 、 多 项 式 或 连续 函数 等 ) 来 研究 某 些 复杂 的 函 
数 。 人 多 如 ,通过 前 者 来 逼近 后 者 或 求 得 后 者 的 界 , 这 就 是 一 种 比较 
的 方 污 。 在 应 用 福 率 (特别 是 排队 论 、 可 靠 性 理论 和 储存 论 ) 中 ,也 
有 类 似 的 情况 出 现 。 当 被 研究 的 随机 模型 很 复杂 ， 难 以 用 经 典 的 
方法 求 得 欲 知 的 系统 特征 的 精确 结果 ， 或 者 昌 能 求 得 但 过 于 复杂 
而 难以 在 实际 中 应 用 时 。 人 们 自然 会 想到 用 一 些 比 较 简单 和 研究 
得 较 透 彻 的 模型 去 近似 复杂 模型 ， 从 而 得 到 较 满意 并 能 应 用 于 实 
际 的 近似 结果 ， 蕊 如 说 ， 在 排队 论 中 用 有 特殊 类 型 的 输入 和 服务 
区 系统 的 特征 (如 平均 等 待 时 间 、 排 队长 度 等 ) 作 为 有 一 般 输 入 和 
服务 的 系统 的 相应 特征 的 界 ; 通过 单 服务 员 排队 问题 的 解 来 近似 
多 了 服务 员 排队 问题 的 解 。 在 可 靠 竹 理论 中 。 为 了 研究 由 具有 不 局 
寿命 分 布 或 修理 时 间 分 布 约 元 、 部 件 组 成 的 复杂 系统 ,我 们 可 以 把 
它 与 相应 的 具有 同一 寿命 分 布 或 修理 时 间 分 布 的 元 、 部 件 组 成 的 
简单 系统 相 比 较 . 

随机 模型 一 般 可 用 一 个 或 若干 个 随机 变量 和 (或 ) 随 宙 过 程 来 
描述 ， 随 机 点 过 程 可 以 看 作 是 一 类 特殊 的 随机 过 程 ， 在 应 用 中 许 
多 酒 机 模型 (例如 ,更 新 模型 ， 计 数 器 模型 以 及 排队 论 中 的 菜 些 模 
型 ) 需 要 利用 点 过 程 来 描述 ,因此 ， 有 必要 专门 研究 随机 点 过 程 的 
比较 问题 ， 

因为 随机 变量 的 比较 是 随机 比较 方法 的 基础 ， 所 以 我 们 首先 
对 随机 变量 的 比较 作 一 简单 的 介绍 。 

在 本 世 中 我 们 只 跟 于 讨论 实 值 随机 变量 ,为 了 比较 它们 的 “大 
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小 ”, 我 们 需要 在 它们 中 间 定 义 各 种 各 样 的 序 。 一 般 说 来 ， 这 些 序 
只 是 “ 半 席 ”而 不 是 “全 序 ”。 我 们 说 关系 < 是 集合 久 中 的 一 个 半 
mS CREO RR: (1》 自 及 性 a<a 对 任意 ae DB; 
(2) 传递 性 一 一 若 4 < 和 bc, WM e<c; (3) RRM—F 
a< b T b<a, Woes, “EP Se OSAP Ye Ee 
的 一 个 “全 序 ” 来 说 ， 静 中 任意 铀 个 元 素 之 间 必 有 确定 的 “ 序 ” 鞠 
He ATP “ERE” Se ARE. 

WE, 令 DM, 表示 所 有 实 值 随 和 变量 对 应 的 分 布施 数 集 合 . 
在 Per 上 上 可 以 定义 各 种 不 同 的 半 序 <。 约定 当 随 机 变量 X, 和 
X, 的 分 布 函数 分 别 是 F 和 BR: 时 ,车 FFn MK xX,< 
Ka 

Pr 上 的 一 种 最 自然 而 又 应 用 最 多 的 “ 半 序 ”是 “随机 序 ” 
(Stochastic ordering, MER“ 7F"), 我 们 用 Sa BAM. 
其 定义 如 下 。 

EM 10-1-1 设 Fi, Pe Bre, id Fy, Saki, 如 果 

F(x) > FCs) Cat Sirdh, Fide) sR), HAA r 

C10-1-1) 

















这 里 F(x) = | — F(x), i= 1,2, 
下 看 的 定理 赋予 随机 序 以 明显 的 直观 意义 ， 
定理 10-1-1 设 Fo Fie Zr 和 Fj 所 syF1, 则 可 构造 定义 
ERB le] CO, ,P) 上 的 随机 变量 X, 和 X,, a 
Xlo) S XC) 
对 所 有 we O, MA X 的 分 布 函数 就 是 FC = 1,2), 

证 明 OR O—([0,1], # 由 [0,1] 上 的 所 有 波 雷 尔 子 集 
组 成 ,P 是 10,11 上 的 勒 由 格 测 度 ， 对 任意 0€ 9 和 1 一 1, 2, 令 
Xo) = F7'Ca) = inf{x 20. Pe) > oh 
4) 76 GARE Aa A E Ow EOL) 有 Fe) s Fo), 

HEEEL $ i 一 1,2 有 
P({o:X,Co) xh) m P {oF (Co) S rh m Fi. © 
FRESH MELFN—-THE EX. 





定理 10-1-2 设 F Fie De, Ill Pi < Fi 的 充分 必要 条 
件 是 下 面 的 积分 不 等 式 对 所 有 使 得 式 中 出现 的 积分 有 定义 的 国 数 
FO € KR) BR: 
| FOR Ce) < | FDLR),  (10-1-2) 
这 里 KR) GARANE R 上 的 单调 不 减 实 函数 组 成 的 函 
HK, 
证 明 $ 




















Orc, 

6.02) 一 f oe 

显然 8.€ KR), BE 10-1-2) APR fO —6.@), Wea 
Ama sae Foe 和 Ril). ADEE. 

SLAB, RR KAR) 中 满足 条 性 : 当 oo 时 
F40 和 stoo 时 fI < oo RM J， 对 于 这 样 的 f， 
《10-1-2》 式 两 端的 积分 有 意义 ,而 且 对 任意 实数 1 有 

=| apy 一 | ate), (10-1-3) 
故 对 于 i 一 1,2 


| FOF) 一 | | 6, Ce) a 0) | dF) 
-F [fear] fee) 


= [T — FOMO, (10-1-4) 
于 是 由 C10-1-1) 式 推 知 {19~1-2) 式 成 立 ， 

若 当 rto 时 FU) to, WARRT EE BAL 升 
于 了 RSE RK Uf}. 并 方 已 证 《10-1-2) 式 对 所 有 fo 成 
立 ， 玻 通过 极限 过 程 知 这 不 等 式 对 f 也 成 立 ， 据 此 即 不 难 推出 
(0-1-2) 式 对 KAR) 中 任 疮 使 得 这 式 中 积分 有 意义 的 革 成 
i. a 


着 在 C10-1-2) 式 中 到 FG — 2, M me = | tPF Ce) 就 是 
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分 布 Pi ee (= 1,2), Abb, 4 OF, 和 F, 的 数学 期 
望 存 在 时 由 FF uF, REM mr Soe, BML, WH 10-1-2 
OA PATE. 
推论 10-1-1 12 X, 和 XX, RAPER A PAA 
POCE EAE, M PUT eae 
《1) 着 X 过 区 ， 则 对 任意 正 奇 数 + 有 
EX = EX, 
(2) E X <.X%, A XM, X FAN 
EX) = EX}, 对 任意 实数 + So, 
EX, 2 EX, 对 任意 实数 + <0, 
下 面 对 几 类 常用 的 分 布 给 出 要 些 有 关 随 机 序 的 进一步 结果 ， 
其 证 明 可 参看 Stoyan (1983), 
C1) 设 Fi 是 参数 为 L 的 指数 分 布 (i = 1,2), A 
F, Pid 
G) A F BSH u ABS CG 一 1,2)， 则 
Fi .F, <2 4,841, 
G) ik PP 是正 态 分 布 NCw.a), E= 1,2, Mý 
mS, Momo, > PSP. 


(4) 设 分 布下 有 密度 f. E 加 是 任 一 满足 
f rudu => hgt 


《对 任意 > 0) 的 实数 ,这 里 rCw) 是 分 布 了 的 故障 率 , 则 
F< yx 所 如) 

其 中 Err) ERAR n 的 指数 分 布 。 

鹿 定 理 10-1-1 知 消 机 序 本 质 上 反映 随机 变量 的 样本 性 质 、 又 
由 推 沦 10-1-1 知 由 X, 所 ,可 推出 EX, < EX, CH EX, 和 
EX, 存在 )。 下 面 介 绍 其 它 两 种 直接 用 数学 期 望 定义 的 序 ， 

定义 10-1 2 (OFF, convex ordering) 我 们 说 随 宙 变量 X, 
(ROE NF BS OLAS XL, HI XL WX, MR EX? <o 
Cie 1,2) 和 对 任意 实数 * 有 
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ECX, — 2)t = |G dF.) 


=| (1 Ft 
<{ [1 Rdr 


-| (xdF) = E(x, — r)*, C10-1-5) 


这 里 X* 一 max(X,0) RAR XAVIER. 

AX, AX, 非 负 ,它们 分 别 表 示 两 人 台 设 备 的 寿命 , 则 (Xi 一 
D 表示 第 i 台 设 备 在 时 刻 * HMR A Gm 1,，2)， 故 
X, aA 表示 第 一 从 设备 的 平均 剩余 寿命 小 于 第 二 人 台 设 备 的 ， 

AS max(2,X) = x + (X — r)*, He (10-1-5) 式 的 一 和 等 
HERE 

Emax(x,X%,) = Emax(x,X,), Stew x, (10-1-6) 

€y 10-1-3 (NAF, concave ordering) 我 们 说 随机 E Æ 
无 ， 依 何 序 小 于 随机 变量 X, HICE X S aX WR EX < op 
G— 1,2) 和 对 任意 实数 * 有 


E(x — X, = (x — dF) 
= 人 F Ce)dt 


> F) de 


一 加 


一 Ce — DAF) = E(x — X;)*, (10-1-7) 


因为 min(x,X) = x — (x — X)*, te C10-1-7) RAS 
HERE 
Emin(x,X,) <= Eminlr,X:);, MEW rz. (10-1-8) 
E x MX, 非 负 有 旦 分 别 表 示 两 台 设 备 的 寿命 ， 划 Emine, X) 
是 在 时 刻 * 的 使 用 寿命 ， eX. X. 表示 第 一 人 台 设 备 的 平均 使 
用 海 命 小 于 第 二 人 台 设 备 的 . 
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类 似 于 随机 序 ,我 们 也 可 用 积分 不 等 式 C10-1-2) 刻 划 是 序 和 
mE, BiA 


定理 10-1-3 ik Fio, FE De, maf sdiF; Q) < oi 
+ 


1,2, Ri P, <P SAMY (10-1-2) 式 对 所 有 使 得 式 中 的 积分 
有 定义 的 函数 FE KR) 部 成 立 , 这 里 KR) 是 民 上 的 单调 不 
MB. 

定理 114 PFE Ds, 而 且 | 


1，2。 则 FaF 当 且 仅 当 (10-1-2) 式 对 所 有 使 得 式 中 的 积分 
HELDER fe KKR) 都 成 立 ,这 里 KR) Æ R 上 的 单调 
AW BA, 

ChE aE BRUTE ASE 10-1-2 的 相似 。 从 这 两 定理 
YF Hh A OH, 

TFA HB OLA. PP EER. 

定理 10-1-5 (1)  Xi<G.X, A EX cwo, A) X< 
Po 

(2) E X aX, H EX <w, MW) A,X. 

(3) # EX, 和 EX, SAR, WE xX. <x, 或 X S aKa 
则 EX, < EX. 

(4) # XX, 非 负 和 所 ,Xi 则 EX; < EX 21), 

(5) # XX, PAR Xi 所 Xi 则 EX SEXOS S 


td FC) 1 OO, = 


(6) Æ EX =m o, H wm<,X, 
O) XL — 4X, SX, 
(8) Fe EX, = EX, Wi X, XX, X, <= Xs, 
TER G) 和 《2) SSI ORAL ae ae. 
(3) EX, — EX, = E(X, — x) — E(X, 一 x) 

am E(X, — «)* — ECX,— xy — E(X — x} 

+ ECA, — xy 
om BCX, — +)t — ECX, =~ xt 
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+ E(x — X,)* — E(x — AY, 
M4 K <x, REM A E(X x) > EX), 于 是 
EX, — EX, 2 E(x -X,)t — Ele —X,)*, $ x 2>—ow, A 
ARSAMAMBET 0, 4X, <.,X, 时 证 朋 是 类 似 的 ， 

(4) 和 (3) 是 定理 10-1-3 和 定理 10-1-4 MARR, TER 
eer Sl SR Om <1 IRA 

6》 对 任意 实数 x 有 有 

Emax(x,X) > max(+,EX) 
= max(x,m)}) = Emax(x,m), 
RE RA m < XxX, 

(7) B X S aX 知 对 任意 实 煞 上 有 EC 一 Xt > El 
XD, RMU ERC XCar) BS BIC 一 XD) 一 (一 x)]"*. 
注意 到 >* ote SEAL LRA 一 加 各, 一 和 Rh a 
—K,< XX, 推出 XS LX, 

(8) 设 EX, = EX, =m, Wt im1,2 有 BCX 一 "一 
E(X;— r) + E(X, — x) =m — at EGe—X))*, 因为 多 和 
+ 是 常 数 , 奢 由 吓 序 和 四 序 的 定义 位 得 欲 证 的 结论 . | 

下 链 给 出 凹 序 的 -一 个 判 刊 准则 ， 它 是 属于 Karlin 和 Novi- 
kofi (1963) 的 。 

定理 10-1-6 设 X 和 X% HOARD WH F 和 Fa, 
它们 有 有 限 数学 期 望 。 若 EX, < EX, MEARE rp tE 
每 




















Fis) <F,@) 对 xx< 忆 z 和 FG) 2 Fie) f x> mh, 
则 Xl 所 ,X:， 注 意 满足 上 面 两 个 不 等 式 的 n MILER, 也 
可 以 组 成 一 个 及 间 。 
覃 据 这 完 至 容易 得 到 下 列 论断 : 

(i> 设 X; AERD A NÇ) E= 1,2, WA m & 
和 ao, 推出 X Saa 

(2) 设 非 负 随 视 变量 A ARK rhe), i 一 1, 2。 B 
EX < EX, HAREM r, 使 得 1G) Sn) He <r A 
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ride) erie) Moet, MW XX, 如 果 Tf 一 0， 划 进 一 步 
有 XX; Sek. 

C3) Sim 1,2, ue X 有 Weibull 和 分布 

Fe) =a 1 — exp{aj2e%} Cr 0), 

Fi PRB rr) ade, AEX, SEX, A a So, M 
Xs Xn 如 时 再 加 上 条 件 a, 2 hi, 由 进一步 有 Xy SAn 

RST, ER MRR EARNE RED 
TAE BIR ROR OE. RL 
机 过 程 比较 的 详细 讨论 可 参看 专著 Stoyan (1983) RAK, 
Mtn, Se AH C1984, 1993), Kamae, Krengel and O’Brien 
(1977), O’Brien (1975), Pledger and Proschan (1973), Son- 
derman (1980), Whitt (1980), Daley (1968), Chong Kong 
Ming (1975), Bergmann (1978) 和 Doorn (1981) 等 。 


$ 10-2 随机 点 过 程 的 序 


正如 我 们 在 前 面 各 章 所 着 到 ,随机 点 过 程 在 排队 论 ,、 可 午 性 理 
论 中 有 重要 的 应 用 ， 而 随机 比较 方法 又 广泛 应 用 于 这 两 个 学 科 领 
域 ， 因 此 ， 有 关 随 机 点 过 程 比较 的 研究 无 疑 是 有 重要 意义 的 。 下 
面 先 涛 察 一 个 简单 的 俩 子 ， 设 一 个 复杂 系统 由 以 关 2) 个 部 性 构 
成 ， 部 件 投 人 运行 后 连续 工作 到 损坏 为 止 。 而且 部 性 损坏 后 不 能 
修复 也 不 作 更 新 。 SE ti KIS a) 个 部 件 工作 时 间 的 分 布 基 
Po RUN, 表示 系统 从 开始 工作 起 ( 取 作 时 间 原 点 ) 到 时 刘 : 为 
止 损 坏 了 的 部 件数 目 。 则 N s {N,, +0} 是 一 计数 过 程 。 在 
一 般 情 形 中 系统 各 部 件 是 不 全 外 局 的 ,因此 它们 的 寿命 分 布 ;一 
般 也 互 不 相同 ， 这 时 ,过 程 N 的 概率 特性 的 研究 是 相当 复杂 的 .如 
果 我 们 再 用 N? 表示 在 # 个 部 件 是 同一 类 型 , 即 Fi 一 … ~ 了 ,= 
F 的 附加 假设 下 系统 在 时 间 区 间 (0,4) 中 损坏 的 部 件数 , 则 

N*s {N*, 1 > 0} 

也 是 一 计数 过 程 , 而 且 过 程 N* 的 概率 特性 的 研究 相对 来 说 简单 
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(BS, ih, MSI ADEN N* 的 分 布 间 的 一 定 关 系 并 抬 这 
MAPLE RR, 我 们 就 可 以 借助 N* 的 已 知 概率 特性 得 到 过 
END ANE E. 

由 于 点 过 程 有 它 自身 的 特点 ， 因 此 为 了 研究 这 类 过程 的 比较 
间 题 必 有 贷 引 人 示 些 能 静 反 映 点 过 程 特点 的 " 序 ”、 设 NN 二 1{N,， 
z 关 0} 是 R 上 的 计数 过 程 。 我 们 用 

infis:N, 2 x}, 
Stn) = loo, 若 W < 2 HRAD (10-2-1) 
Ba BA n 点 发 生财 间 ( 假 设 S0) == 0) REL SIND # 
RLS NE EAR SS BLL ED 

TERES A AS RE AO ADP 

EN 10-2-1 GNM RN 是 两 个 计数 过 程 。 

C1) NN, MRRAD PEON 十 1-1 rN S 
sir) 对 每 一 1， 2 和 >0 存 在 故障 率 〈 即 临危 秃 数 ) 
rfpx)， 而且 rC 和 rex) 4 BUG) ER AWG Sd) 
A AAT BOA, BD 

rie) Ss 1} mt 对 所 有 xz。 

ON < ,NY， 如 果 存 在 两 个 定义 在 同一 概率 空间 上 的 这 
程 部 和 学 《它们 的 点 发 生 时 间 分 别 用 Site) M SO 表示 ， 
#n 一 1,2,"…)， 使 得 YIN) 一 SON), (= 1,2， FESTA 
ERARA 

AGNA e cA} 《10-2-27 














各 
ÑN eN NL, WE dO (10~2-2°) 
PERS (10-2-2) SOA WIA A) S = {SiCn), n Sl} BP 
§, = {3n) 021} 的 一 个 子 列 ,而 且 当 我 们 用 【10-2-1) 式 给 定 
点 发 年 时间 序列 时 满足 〈I10-2-2) 的 计数 过 程 N! 和 必 满 足 
《10-2-2) 起， 紫外 《10-2-2》 和 (10-2-29 式 等 价 于 
NN? SHED >s 0 AIPA PERRO, (0-2-4) 
GN S nA’, RPEA PT EME RS at 


2472 





程 ON RIN, EE Z(O = SON), im 1,2, HAE 
整数 = el 和 所 有 样本 医 数 有 

S.C) — Sa — 1) > 8,08) — 8,08 — 1), (10--2-4) 
7 (4) N,N’, TFA TE PA TE SO ESSE fe 
NAN, 使 得 LN) 一 YN), i 一 1,2, HHS 
0 和 所 有 样本 函数 有 

















Nt < Nt, (10-2-5} 
(5) N UN, WR HE r oo 和 任意 实数 * 有 
P(N' <x) > P(N? <2), (10-2--6) 


显然 ， 这 表明 对 于 任意 固定 的 :， 随 机 变量 N 和 N AF 
关系 Ni 私 Wi。 易 见 《10-2-6) 式 等 价 于 


P(N > #) <= P(N > x), €10-2-6') 
因为 tN: apm {Sa <2}, 枚 (0-2-67) 式 又 可 写成 
PSC) << PCS) <r) (10-2-6'') 


HERRERA n 和 实数 1 0. 
(6) N's uN’, WOR <a, (ORE C10-2-6) 加 强 为 对 任意 
t>: 0 和 实数 x 有 








PON:, <x) S PEN Sx) (19-2-6'"} 

OJN SN, MRM FS 0 AER BR I 
E(N! — j LEMN — jy. (10-2-7) 

(8) MN’, RAE S 0 和 非 负 整数 j 了 有 
EQ —Ni)* 2 EG — Ni)", (10-2-8) 


对 于 一 般 的 点 过 程 来 说 ,上 列 各 种 不 同 的 序 有 如 下 的 关系 。 
定理 10-2-1 EN AN 是 两 个 一 般 的 计数 过 程 ， 则 
CODN S < > Nt Z aN => Ni Noe N Ss N’, 





(10-2-9) 
(2) N's N => N's iN’, (10-2-10) 
GN S aA = NSN’ > NN’, (10-2-11) 
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(4) Ni NS NSN? ANU SN (10-2-12) 
(5) NSA <> N' < | N? ENTS EN? HarD, 
(10-2-13) 

“= RRA,“ RR Str. 

了 我们 在 此 不 准备 给 出 定理 能 详尽 证 明 。 上 和 烈 论断 中 大 多 数 的 
TRA ERA. 我 们 只 是 对 少数 论断 捐 出 证 明 的 思想 和 参考 文 
E LH N SN B® N S nA 的 基本 思想 各 方法 是 通过 对 
过 程 N 作 随 机 稀 醇 而 得 到 过 如 NY Miller (1979) 和 Deng 
(1985a) (ABBA PEM 10-4-1) 分 别 就 更 新 过 程 和 非 齐 次 
泊 松 过 程 的 情形 给 出 了 详细 的 证 明 ， 

GTER NLN BA NSN Al NN’, AGE 
意 下 面 的 关系 式 : 对 任意 整数 ji So 




















ECN 一 六 一 SAP(N = itO SPN S| 


beitl 
(10-2-14) 
和 . 
int i~i 
EG— ND = SG RPN, = 2) = DPON, SR 
kot k=0 


(10-2-15) 
Alh, NLA 和 NSAN DSTA: o 和 任意 
整数 je 


> P(N, RDS > P(N? Sk) (10-2+16) 
tay 


toy 


> PCN) 4) > 5 P(N? <4). (10-2-17) 


Schmidt (1976) 指出 , 序 <. PWA Sia Szasz (1970) 
GRUB BAP 2-6-1》 汐 拟 汽 松 过 程 的 例子 表明 从 NSN, 
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ORAS GEED N' << NY, Daley (1981) RUB PME, RHP 
TEAM Ni << io 成 并 时 N' <i yN? 可 能 不 真 , 而 男 一 个 则 指出 
P<, RAR <<, MEE RABAMN SN 和 
N SN BARGE, 








8 10-3 更 新 过 程 的 比较 


为 了 撤 述 简单 起 由， 在 这 一 节 我 们 仅 就 普 授 更新 过 程 的 情形 
进行 讨论 .但 是 ， 研 得 的 结果 经 必要 的 改变 知 一 般 都 能 应 四 于 延 
迟 更 新 过 程 的 情形 。 众 所 周知 ， 一 个 普通 更 新 过 程 的 分 布 律 可 由 
RICAUSE RD te FCO 3S ae. EE, AERE Re Ei 

定理 1-3-1 GN AN BASS BBM, 它们 的 
EHE Aro EL Fy 0 Fy, Wi 

C1) NS N > X SX. 

C2) NE nM > NOS aA ee Ne N => NO N, 

WA (i) AM PON, < n)a PCT, bee BTL, 这 
里 T。 基 更 新 过 程 的 第 A. RRS Ba <<, 
独立 和 的 运往 保 持 不 变 , 故 定理 的 论断 成 立 。 

(2) 由 定理 10-2-1 和 娠 对 于 一 般 点 过 程 有 

. NO SZ pA => NE NT 
A N GN > Ne N I NN’, REM 10-1-1 易 知 
ASR” 等 价 于 和 S N. 综合 上 述 关 系 即 得 欲 证 的 结论 。 国 

温度 为 4 的 齐 次 泊 松 过 程 是 一 类 特殊 的 更 新 过 程 ， 它 的 癌 虐 
分 布 是 参数 为 3 的 指数 分 布 。 因 为 齐 次 泣 松 过 程 的 分 布 律 由 它 的 
强度 唯一 确定 ,由 此 人 马上 可 得 下 高 的 论断 。 

定理 19-3-2 对 于 齐 次 汽 松 过 程 来 说 ,上 面 提 到 的 各 种 序 披 
eS, Tm EAS OCR SR ee EA Bs Se a 
定 。 
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§ 10-4 Abst RIA PAR US BT PAE LE 


ZEA BRT Bod EY GRRE os EP SE FE al eB 
TEARI IS SEY RA ARE, 
定理 10-4-1 j N 和 RN BORE at 和 ate) 
ROSE SE RT ea Be, ,出 
NON, 
4 ARS 
supii Ce) < inf 4). (16-4-1) 
证 明 TES RRR ROA 
POSON, eriN,, OS 6S) 
FD oe A SS 


Ai + x jexp ic Cuda} 


1 一 (1 — exp if io)aa]) 


maitre), Wet SoM x0, (10-4-2) 
由 序 关系 N <N ATE AIEEE TR ao), EA 
r(0,x) Zame rD), 对 任意 r> 0, 


rit, x) = 


AE 
1G) S al LE, WER ro, 
于 是 有 
sup ls) < inf aala), 
男 一 方面 ,车 


supl Ct) = infi), 
Daf tad 


RIS FERIA # = 0 
supr, x) 一 supl Çi + x) < supay(x) 


<infa,(*) < infili + r) = infr,Ce,x), 
3G Pe se 
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故 能 够 找到 一 个 数 sU), ER 
supr.(s ,x) A at < inf rii), 


MWE N <A 的 定义 。 
定理 10-4-2 ON AN 是 强度 分 别 为 1G) 和 (7) 的 
非 齐 次 泊 松 过 程 M 
(1) NI: 
i <a), WER > 0， (10-4-3) 
(2) Ni < NPN EN eTN ,NN 


>| dn [addu 对 任意 1 0， 
(10-4-4) 
证 明 (1) 首先 证 明 NSN OG) SLO) 对 任意 ?2 
0. WEL. N csNz 知 对 任意 > OA 
P(N1,>0) & P(N > 0), 
即 


1- oe [faca] a = e [faco 
RA 
f; bn)du < f 1(addn, WHER tsm, (10-4-5) 


REEL- 

ATA (1) RER, RA A e (10-4-3) AS 
NSK aA 为 此 我 们 证 明 这 时 N' 可 以 通过 对 过 程 N* 作 随 机 
稀 芯 而 得 到 ,确切 地 说 ,我 们 能 由 对 过 程 N 作 随 机 秋生 构造 一 个 
新 的 过 程 六 ,使 得 (IN) 一 sf (CNY, > 

$, = {$,€1) ,8,(2),-° +} 
是 过 程 N 的 点 发 生 时 间 序 列 。 对 于 这 序列 的 每 一 点 a), s= 
1, 2,，'… ， 我 们 以 概率 aCA AC 对 它 作 随机 删 减 
1) 产 稳 地 说 ;由 C10-4-5) 式 只 能 推出 .10-4-3) 式 几乎 处 处 成 立 ， 租 在 应 四 土 这 一 


区别 不 是 本 质 的 ;其 为 只 贫 在 便 得 (i0-4-37 式 不 成 立 的 老 油 集 上 通 当 改 绿 一 下 
A) 和 AC) BPE AERA ON? 和 N? 的 分 布 律 ， 
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CBD Ge BBS RE CSC) / 0500), E A A 
与 否 是 相互 独立 的 。 我 们 把 s 中 保留 下 来 的 点 列 记 为 

Si = {S1 S h 
T S 是 3 的 一 个 子 序列 。 FRE 5S, 给 定 的 点 过 程 个 
eR BEA UC) ARR, SPER ee es 之 0， 
& 


Py, PON, = O]s << SNP + Daye 
SN + i) St, Ni k) 
FEL PB BE A) 


Par -_ II [1 = REDIERE, 对 k = l, (16-4-6) 
l 对 Am 0, 
于 是 ,由 (2-5-15) 式 和 和 C10-4-6) 式 知 


PCN), = 0) = > P(N, — 0， Nia — &) 


= 


— exp{— LA, 一 ALON 


+ | Pofa e alk) 
pag EE S 


x PCN), = jdt dta 
一 exp! — LA) — ACY} 


+ Xi Il (1 — 4622) gy T] A 


enei Fy ae) 4 ies Axe) 一 As) 
x exp{~—fACt) 一 ALPI HAKA 一 ACs T/A baer: deg 
= exp{ — {A 一 ACs) 
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上 
HH ta) 一 4G) 


ety ey er 


x exp{--LACe) — ACSI} RL dey dea 
其 中 AC) 一 人 Godx RE N 的 累积 强度 函数 ，i 一 12， 
出 上 式 的 积分 中 被 积 汲 数 的 对 称 性 易 知 最 后 的 和 数 等 于 
Sif lu) — Cuda Set TA) — AY 








Ai i Al 
5 UA AO = 1416) — AG 
2 k 


x esp{—[ AK) 一 Ak)]} 
= {exf LALO 一 ALO — LAG) AC) — 1} 
x exp{—(A,Ce) — A.C) ]}. 
因此 
P(N, = 0) = exp{—{f A ALY} C10-4-7) 
其 次 ,对 任意 整数 mel, 


PCR, =m) = >) PCN, = mls < SN: + 1) 


at 
amg Ste < SN +h) = tN R) 
X FRC tatl PONE, = drt di 
= > | > II Ra 
sie alias al i Lem) 


hom iin stil) 
1 m 上 Gtr ol 
aj r sly 





x 


net i g ret 


k 
UD aot — _ 
«ATT mep age ETO) ACs) 1} 


x LAD — ACs) ]* de,- del, 
k1 


Hh D RAMTMATAR m ot na HRM PR 


mUa TE a 
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Pao? stan UAT A Al REA AA OR AD, Ree A RAR R 
对 称 性 得 


N! , = m —_ Al If H ” 
P Rig m m) = i (f, ea] 





x|| taca) 一 a.) Jaw” exp{—[ A) — AGIA 





=- SS AD Als] — LAG) = A" 
m! | 之 《于 一 m1 


X LAC) — 4)jmexpf 一 [4 一 4(9]] 


— LA, CE) 一 A,Gs)]" 
ml 





exp{—[ A — AY]Y, 


(10-4-8) 
BAS Em M ee a ON ib res, 
AUN 是 具有 强度 UO 的 非 齐 次 泊 松 过 程 ， 
(2) ARF 20) EON A 


P(N, < m) — exp 全 f Uu)du| 


xi{ aD |f aedu) ) , 








而 函数 
fe) = D erti = | (eut [k du 
*=0 * 


是 变 元 * 的 不 诚 函数 ,因此 | C4)dn < È uddu 对 所 有 + D0 
RUBS NLN, Bpi, BN <<, Bl 
EN; < EN} 对 所 有 :> 0, BE S adu | aujdu 对 所 有 
ETJ 本 
定理 10-4-3 ik N 和 N+ ER BURR HD HD AO 

+ 480 + 





和 A) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 。 定 义 AG) 的 到 函数 
Au) = inff AC) & u}, 
SN EREBRRMMAEMN u > oe SPOR ER 
Arta) — Ae) I Are) — Ae) (10-4-9) 
成 立 , 见 
N'S aN 

证 明 REA 2-6-1 知 一 个 具有 黑 积 强度 AC) 的 非 齐 次 让 
HE N, WHY N, 一 Man, REM 于 Mi to) 是 单位 
强度 的 齐 次 泊 松 过 程 。 邑 是 说 ， 一 个 非 计 次 泊 松 过 己 可 以 通过 对 
一 个 单位 强度 的 齐 次 泊 松 过 程 作对 间 变 换 而 得 到 。 设 过 程 邓 的 点 
发 生 时 间 序 列 是 《32 对 于 一 1 2 Awad, 2. eee, 
将 点 S, 平移 到 SEn) 一 ACS), RAT ARTO NY fE 
序列 {51),$:(2),-…}， 由 它 给 定 的 点 过 程 N 是 具有 累积 强 
E ALO 的 非 齐 次 泊 徐 过 程 , 而 且 击 条 件 (10-4-9) 知 对 任意 正 整 
han 有 








SCs) 一 St 一 1) > Sla) 一 Sn — 1). 
最 后 要 指出 ， 当 点 SOO 实际 工 不 存在 时 AS.) 就 没有 
EX. E 
定理 1044 iN FN 是 强度 分 别 为 AC) MAG) 的 
FEF RMB. we 
aa) S42.te), MAPA te 0, 
WE uo) 和 ate) 中 至 少 有 一 个 是 不 增 函 数 , 则 N' << NL 
WA ”只 须 证 明 这 时 条 性 C10-4- 四 成立。 首先 ， 假 设 4G) 
和 Af) 都 不 等 于 零 ， 由 反 前 数 的 求 导 法 则 和 强度 的 定义 知 对 任 
Me>oM wo, FE sew) > 0, 使 得 
A Kw y A w) > dA w) E 
w w dw 2 
1 


z + 


[和 


ASOT OR 








_ 4 P 
lA w0) gS Gem +8) (10-4-10) 

Ar) — A Cw) = Ae) 8 

a 一 邮 du 2 


一 一 1 Ê ww E(w — ow 
~ Ar) = 0) z OM we Cw ~ Ow) 


Ape") — Aw) TAT w) 8 
ww = dw 2 
=. l pÊ 
A w 2 

BH LOS LO 对 所 有 + > 0 HER 
AX) S AG, SATA D, €10-4-11) 


对 w € (Cw — 8,0), 


从 而 有 
Avi(w) 2 AD (we), 对 所 有 wed 《10-4-12》 

AMER UG) ML) 中 至 少 有 一 SEAR, HG 
(10-4-12) RB 

AÇA Cw )) S ACLA CE), MATA w 2 0, (10-4-13) 
令 Kwe) = ie) Ute} ULCe) = Ge — 8,0 + 8), Kh 

Cw) = (w — Fw) 
和 hiw) = (ww 十 8)， 由 C10-4-10) 和 C10-4-13) 式 推出 
Aru) = Arw) > Agw) — Arw) — e, 


wm w w — w 





对 w Elle) — {w}, (10-4-14) 
BH 
一 Aye) = Arw) — Ar {wy 
— elw — w) 对 w Elw) (10-4-15) 
Ay Cw) — Are") > Ar we) 一 Arw) 
— ele’ — w) H welle) 





对 枉 意 使 得 Ar’ 和 A AP MACHER) >o > 0, FF 
KA w) w E lv,w]】 A iru) TFRS, HA 
PARE mee RR E {[Ce):w ele, ul} 的 一 个 覆盖 le, 的 有 
FR OTR {Cw0), {C0 ), . SICIR ARS EE OY 

wy Sw, so oe, M F, 
而 县 对 每 一 是 一 0,1 en 1, BA Cw Nwa 必 非 
空 , 取 其 中 一 点 并 记 为 wkt、 于 类 ,对 于 了 一 1,2， 我 们 可 以 写 
A; Ce) — A; Ce) = TA C) AZ we} 
FDAT Aw + 
+A Cw) 一 Ar CY] 
HIA Cw) 一 AP Ce] 
ApH C10-4-15) 式 得 
ADO — A a) & Ara) — A Ce) + elu — e), 
FA © OE EE BI EL 
Aya) — Ae) & Aya) A O, 

我 们 要 指出 , BRB Axe) > 0 对 所 有 eS 0 CAG) 可 能 
等 于 0D 时 (10-4-142 式 仍然 成 这 。 

REA OH 和 A= 0 的 情形 。 这 时 若 AG) 不 
38 UE Ca) 1G) WAG) =o F 

fom inf{r; afr) = 0}, 


则 由 uo 的 椒 增 性 质 知 2G) = 0 Mt 26 (4,0), MT re 
[0.4), MWaw>d 10> 90 同时 成 立 。 AX in) 
上 A’ << iN? 平凡 地 成 立 , 所 以 我 们 可 只 在 (9,4) 工 比较 N'A 
N, ARE, E LO RKA MWG n= infr: 一 0}, 于 是 在 
[0,4] 上 有 ate) > 0. 同样 由 于 在 【poo) 上 N S AN OEA 
H tr HE BTR Æ [0 上 比较 N 和 N, a 

注 1 RLO 2.0) MER SO ARB EK: 对 
Ried, 








AK) = | Cd < | Cede = Ae). 
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注 2 定理 10-4-4 内 是 给 出 VEN 的 充分 条 件 。 不 
准 构 造 一 个 这 样 的 阅 于 , 其 中 序 关 系 N SN R ARS 
Ae) SAG) 并 不 对 所 有 + > 0 都 成 立 。 

下 面 给 出 两 个 解 粹 定理 10-4-4 Go ART. 

例 10-4-1 设 NG 1,2) RARE O 的 非 齐 次 浪 
松 过 程 。 


Omics 
(1) 设 Wort oe 
Ld D 








和 1< 
Fir < 
al) = f, t= fy. 
其 中 a(20), a50), 6,6 fy MEK. A G) a Son, 
&<0, aa, AT 6b MB Gi) a Srp, 4,0, 4, Sa, R 
6,6, MA Ni. 
(2) 没 AG) = be 和 ALG) == dpe, PE a, 22, 5,020) 
和 #0220) MRM. E agi, aca, Al b <4, Mi 
N' < ial’, 
联合 定理 10-4-1, 定 理 10-4-2 和 定理 10-4-4, 我 们 可 得 如 下 论 
ir. 
定理 10-4-5 设 N RN? 是 温度 分 别 沟 aCe) 和 (的 
4237 RIBAK TT E Mi 
N's Nt = NYS ,,,N? <> NS aN’, = (10-4-16) 
N! << N? > Nb = iN, (10-4-17) 
证 明 (10-4-1606 cape re ME i RPL AE C10-4-17) 式 ， 
只 须 注意 由 定理 10- 4-1 RO ey 的 充分 必要 条 件 是 
supa?) <2 inla,Ce). 
teu 1B i 
{LL KAA PAE RE Cl0-4-14) Aki, AE 
N' N’. 加 
最 后 ， 我 们 给 出 队 个 有 关 复 备注 众 导 注 比 袍 的 定 士 ， 野 然 复 
Shel 
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N. 
X,= $Y, „>00 


ami 
一 般 不 是 计数 过 程 , 但 对 这 类 过 程 仍 可 用 (10-2-27 和 (10-2-2 3 式 
EE S je。 
定理 10-4-6 Him 1,2, $ X = {X> 是 复合 泊 
松 过 程 ,其 基本 点 过 程 Nm {Ni, t> 0} 是 具有 强度 1.0) w 
PGT GEE Y, ADE Fe AAOS 对 所 有 上 S 
OF0.F,<—,F,, Wl x'<,,,X7. 
定理 10-4-7 3f i= 1,2, 3$ X m {Xi, +> 0} BRS 
松 过 程 , 其 标 慎 变量 了 ;。 取 值 于 离散 空间 K = {U Un" eh, 
其 中 每 一 元 素 DU， SIE, Yn BUA U, 的 概率 是 
Pisk = 1,2,- 
MAN EME HERTA: Soe 
Pudi Ce < pyle). (10-4-18) 
MY Xt 和 
WMS EM 10-4-6 和 定理 10-4-7 互 不 包含 。 然 而 ,由 对 
(10-4-18) 式 两 边 的 下 求 和 可 推出 XCD S tr)， 这 两 定理 的 证 
HAZ BH Deng (1985a). 


§ 10-5 纯 生 过 程 和 自 激 点 过 程 的 比较 


在 这 一 节 我 们 首先 讨论 一 般 自 激 点 过 程 的 比较 ， 然 后 就 纯 生 
过 程 的 特殊 铺 形 给 出 进一步 的 结果 . 

RE, BRA N = {N 0} 的 强度 Ame AG), 
PO} 由 


xD 一 上 





HLN SCJ, St 在 {N < oo} E, 

D, 在 {N, = œ} E 
(10-5~1Y 

给 出 一般 情 况 ,强度 1 当 身 是 一 个 随机 过 程 。 当 (10-5-1) 式 的 

有 市 实际 上 只 依赖 于 在 区 间 C04] 中 的 点 数 N, 而 与 这 些 点 的 
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发 生 时 间 SCL), S(2), +++ SCN) 无 关 时 ,全 就 是 一 非 齐 次 纯 生 于 
H, CPER H 
wast) = uN), IN, n) 上 
ih, mE sn = uU) RRB o MARDARE EE 
齐 次 的 ， 
根据 (8-2-27? 式 , 贞 激 点 过 程 的 第 ”十 ! 点 的 条 件 存活 概率 
P gat Sa E | Sis terasa) 


m= PCSCn + I) > lN, = n, SCY m 5) = 5,) 





= = 人 BCs atest aul, C10-5-2) 


我 们 首先 证 明 一 个 定理 ， 其 中 虽然 只 涉及 到 一 个 一 般 自 激 点 
过 入 各 一 个 齐 次 印 生 过 程 的 比较 问题 ， 但 它 是 我 们 的 一 般 目 涩 点 
过 埋 比 较 结果 的 基础 。 

定理 10-5-1 (N= {N 1 20} ZRH 4 (aw, 
0} AHRS M = {Myr > 0} 是 生 率 为 irla), 
020} 的 齐 次 纯 生 过 程 。 











C) A At SN) 对 所 有 SO, €10-5-3) 

nys 
N S&M. (10-5-4) 
C) 8 WD) SN, ARA >D, €10-5-5} 

则 
M aN. (10-5-6) 


证 明 以 SW) = 9, SC), SO), 表示 过 程 M 的 点 发 生 
时 间 序 列 ， 由 弃 次 纯 生 过 程 的 性 质 ( 参 看 $ 7-1) 知 过 程 对 的 点 间 
间距 Ya + 1) = Sat 1) — Sa), n= 9,1,2,-°°, ZH 
Sirk HE Y+ D BHA HO) 的 指数 分 布 。 

对 于 任意 整数 nS 0, ERRA Acs cn Fie eo, 
TM 





Kin, ttt at 
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aa por |, ORK “kts tude, 4 Ca) * 0, 


co 当 va) = D, 
(10-5-7) 
这 里 sfantu D 是 过 程 强度 《10-5-1) 中 的 函数 。 ROE 
M K€n,t,--++.8.5° ) HEARE 天 区 mn。 》 如 下 : 对 
FER seo, 
K Cay ty. tat) 
inf{e > 0; K(,t,.,-++,2,,8) 2 s}, 
-| H se (0,K(n,2,,---,%,,00)), 
0 ， 若 se [KCan, hpt fa), 0), 
(10-3-8) 
其 中 


Kinst: Trata ,00) 
—_ n(n) f BCA, “sat © ujdi, 
a 


现 再 定义 随机 变量 序列 TC), 2 = 0,1,2, +++) 如 下 : 
T(0) = 0 

和 

Tint iy} — Thad t+ Kn, TO), Tad, ¥ Ca + 1)), 

amd, ~  (10-5-9) 

由 vtn》 HOI EAR RR YC) > 0, 根据 (10-5-8) 式 

容易 推 知 对 每 一 * So a 

Kn,TO), Tn), Y Cn + 1)) D, 
Mii 
Tint LDS The), 

Aik, LEA TC), s> 0} 取 作 某 一 点 过 程 N 的 点 发 生 

时 间 序 列 。 不 难 驻 证 ， 新 过 程 N 的 第 十 1 点 Tint 1) 的 条 

PAPE BES 

POT Cat i} > tlTQ),--°,Tin)) 


i >» 


一 P(E a, TC), tT), Y Ce t 1)) 
> it — TDTO, TOD) 
Hr Tin) 和 在 {T e wo} 上 (10-5-10) 


PÈ{Tla +1) = opm 1, Æ {Te o} E 
A (10-5-10) A m KART GA 
{K n, TC), T Ca), Yn + 1D = œ} 
Uf{)— TOn) < Ka, T(1), Tn} Y(n + 1)) < ©} 
m= {Yn 1) Ka, T1), Ta) ,œ)} 
U{K(€#,T(i),--+,T(n),00) > YGa t+ i) 
> Kn, TCL), T Ca), — TC#))} 
= {¥(n+ tt) > Kla, TOY, ++, TC), Tha) }. 
故 (10-5-11 式 可 改写 六 
PCT(n 十 1)> TY), TOn)) 
m P(YCa + 1) > Kln, TH) -T (n), 
t= TCTC), -+ TO) 
对 r> TCs) 和 在 ITa) < oo} E. (1410-5-11) 
根据 TC) 的 定义 0-5-9 BAB YC), t, YOD 确定 的 
T1), e’; TCs) 与 YE 二 D 无 闫 ,因此 
PCT(a + t) >al TA), ,TOn)) 
= P(Y(n + 1) > Kin, TC1), e’ TC TOD) 
一 exp{—v(#)K(n,T(1),+-+,T(a),2 — TO} 
= exp| 一 人 am TO) ` -.T(n),u)du}, 
这 就 是 说 ,新 过 程 入 ARRA EIE N ATA RERE, BD 
LÑ) = ONY. 
最 后 ,联合 假设 《10-5-3) MBM Kla, 4, t’ 4.) WM 
(10-5-7) 可 推出 不 等 式 
Kaji +t test) St, WA ee, 
从 而 有 
KR ti) sy 对 所 有 sO, 


= 


MGT {Tn 之 0} ELBA 
Tln + 1) Tn + Yat 1), MAA s> 0, (10-5-12) 
或 者 写成 
Tn + 1)— T > Y(a+ 1), 4E 2 SO, (10-5-13) 
这 意味 着 N <M. EEOSE. 
论断 (2) 的 证 明和 论断 (1) 的 基本 类 似 , 但 这 时 由 (10-5-5)》 和 
《10-5-7) 式 推 得 
Kf， 对 所 有 tS 0, 
因此 
KK 对 所 有 s = 0, 
被 与 C10-5-13) 到 方向 的 不 等 式 成 立 , 即 
Tint D- TODS Y+ 1), SATA 2 OL (10-5-14) 
定理 全 部 证 完 。 E 
基于 上 面 的 定理 并 利用 序 委 ,。 O AHER HE i Ft F 
自 汶 点 过 程 比 较 的 一 般 结果 。 
定理 10-5-2 i N={N,,120} A Melo, tp POR 
AT SRAME, CHING DA {2Ce),2 2 0} Mintel tS 
0}， 若 存在 实数 序列 {vr} n => 0}, E4 


1G) 过 WON,)， 对 所 有 rs 0 (10-5-15) 

和 
v(M,) << le), SRT A S O, (10-53-16) 

出 
N <,,.M. (10~5-17} 


应 当 措 出 , 若 supt) < infine), HFEA r0 RT 
1) = 0 这 一 平凡 情形 外 ， 我 们 还 可 进一步 断言 > 之 0), 使 得 
1) Sv nk) 对 所 有 =# 兰 0, 这 时 条 件 (10-3-15) 和 (C10-5-16》 
显然 得 到 满足 。. 

下 面 对 一 类 特殊 的 自 激 点 过 程 一 一 纯 生 过 程 作 进一步 的 讨 
论 。 
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定理 10-5-3 12 N= {N,,2 2 G6} A Me iM, ¢ SO} 是 
两 个 齐 次 纯 生 过 程 ,它们 的 生 率 分 别 是 {rn 0) Miela), 
ao 0}, El 
NM 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
pln) < (a), MPTAIERB n. (10-5-18) 
证 明 ”首先 假设 (10-5-18) 式 成 立 , 我 们 利用 构造 性 的 推理 证 
BASSET N <M. 设 {T(x),# 字 0} 和 {Sn 0 分 别 
是 过 程 六 和 M 的 点 发 生 时 间 序 列 。 在 定理 10-5-1 的 证 明 中 已 经 指 
HAPE XCa 十 1 一 T( 十 1 一 了 (和 
YOu + 1) SC +19 — Srn) Cnm 0,1,2,7} 
DRAA r) 和 lias) 的 指数 分 布 , 而 且 它 们 是 相互 
独立 的 ， 由 定理 10-1-1 知 对 每 一 正 整 数 x， 存 在 两 个 定义 在 同 
一 概率 空间 aF ,, 了,) 上 的 随机 变量 K A F), EE 
KE HPC) 分 别 有 均 值 为 1/vCn 一 1》 的 指数 分 布 ， 而 且 对 
所 有 样本 点 有 
Rtn) = YC. (10-35-19) 
SA {ECan 0} 和 和 {P (a); oO} AAT 
得 点 过 程 Ñ 和 名， 它们 是 定义 在 委 积 空间 
(Iho. 17. LL?) 
土 的 两 个 齐 次 纯 生 过 程 ,其 生 率 分 别 是 {ven 20} M iaa, 
220}, GRE Se(N) e (Ñ) 和 CM) A, ih 
(10-5-19) 式 蕊 上 知道 N SM, 
反 过 来 ,车 N SiM 成 立 ,不 类 一 般 性 可 设 过 程 NN 和 对 是 定 
义 在 同一 概率 空间 上 ,而 且 对 所 有 样本 轨道 和 任意 * 富 有 
Xa+ 1) > Ys +1), (10-5-20) 
这 里 X(n+1) 和 YCn 十 1) 分 别 是 点 过 程 N 和 村 的 第 # 十 1 
个 点 辣 疝 距 ， 因 此 ,对 任意 实效 革 芝 8 有 
PCX(n+ 1) >t) PCY (a +1) > 2), (10-5-21) 
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B--Ai, AG Xle + 1D ¥Ca td D CEES Bae 1/ oC) 
和 laln) 的 指数 分 布 , 改 (10-5-21) eer 
exp{—o(n)e} > ef 一 上 ai， 对 尾部 2D 0, C10-5- 22) 
这 又 等 价 于 
Cade > alan WEE tO 
BU un) << ala) 定理 证 完 ， | 
FUEL, —T BOG REE Cn) = av 的 齐 次 纯 生 过 程 称 
收 线 福 增 长 和 过程 或 Yule-Furry t,x Sv > 0 是 某 一 常数 .由 
室 囊 10-5-3 乌 上 推出 
推论 10-5-1 iF N =No So} FM Be {Mt SOK 
两 个 Yule-Furry 过 程 ,它们 的 生 率 分 别 是 stn) 一 ny 和 w(a)= 
ne, Mik PCN, = 1) = POM,= 1) = 1, MNS, M AA 
当 ve 
StF ABB AO nes) = met) 的 非 齐 次 丝 此 增长 过 程 (这 里 
vO) ot 0 是 恋 元 ! 的 划一 图 数 )， 推 论 10-5-1 的 结论 一 般 不 成 
z., BRE UNAM SERRE, CME ES 
别 由 #5 让 一 200) 和 aln, t = nue) BY, HH, Mi 
vO) Swe), MITA tN, (10-5-23) 
一 般 还 不 足以 保证 有 序 关系 N 所 只好。 但 是 ,如 果 较 《10-5-23) 
式 更 强 的 条 件 

















supvle) < inf 2G) (10-5-24) 
aa pa 


Bee LAA ESO, EE 
supr(e) $ Fao 二 inf aC), €10-5-25) 
URW EAS Wn) af 的 Yule-Furry WEAN BRA 
Nw) SNS, ， 对 所 有 Fe 0 
和 
MOS Me), WOW tad, 
ide $45 FR L0-S—2 直接 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 10-5-4 ik New {N,,7 20} A Mo {M,,¢ 0} 是 
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两 个 非 齐 次 线性 增长 过 程 :它们 的 生 亭 分 别 由 oC 8,8) = net) 各 
an, 一 aes) He, Mik PC = 1) PCM,=1) = 1, iil 
条 件 (10-5-24) 式 蕴含 序 关系 N <M, a 

fo RT Raa FF (0-5-23) AW, RY RAE Oe 
te. Fa RI 

定理 10-5-5 ON = {N,,2 0} MM we i M,,t 0} 是 
PAS AF SPR EAE owl, 2) 一 ev) 和 
ACn) = ale) 给 出 。 又 证 PCN, = 1) = PCM, = 1) = 1, Au 
(10-35-23) Aga PRA NSM., 

证 明 RE 7-3-7. AAEM >, LER N, 和 M, 
有 参数 分 别 为 





pm exp {- f ssas} (10-5-26) 
和 
g exp f- f aCs)ds) (10-5-27) 
WEEL 43-45 , BR et ee È = l, 2, ves 
PCN, = k) = pU — pe? (10~-5-28} 
POM, == gl — ge, (10-5-29) 


因此 ,对 每 一 n= 0,1,2,--- 有 


P(N, > n) = Dp — p=, 
kan 
PM, > n) = (1 — 4)", 
由 (10-5-23) KHER p >g, BEEREN a > Oe RK 
t+ 0% P(N, > 1) << PCM, > anh DN ,M, a 
$1 从 上 童 的 证 朋 过 程 容易 看 出 , 当 用 较 弱 的 要 求 
f pds L f: slds, ER 120 (10-5-30) 
代替 (10-5-23) 式 时 仿 有 pp Sg, WER IEIR. 
注 2 当初 始 状 态 出 P(N, = 者 一 POM, = m} = 1 给 定 
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时 Cm 是 任意 大 于 1 的 整数 )， 定 理 10-5-5 仍 成 立 。 因为 由 
(7-3-8) 式 知 这 时 N, 和 M， 有 参数 分 别 由 (10-5-26) 和 
(10-5-27) 式 给 出 的 了 和 9 OM A, Meee Rm 
和 和 实数 1 之 0 有 
P(N, = RY = CEP pt — pi, (10-5-31) 
POM, = k) = CETO — gt. C10-5-32) 
因为 一 个 这 样 的 负 二 项 分 布 变量 可 以 看 作 吓 mw 个 具有 同样 参数 
《或 9) 的 独立 正 慎 几 何 分 布 变 量 之 和 ， 而 随机 序 对 于 独立 求 和 运 
算是 封闭 的 [例如 ,参看 Stoyan (1983) 或 Deng (1985b)]. 
最 后 给 出 一 个 关于 有 迁 人 的 非 齐 次 纯 生 过 程 的 比较 定理 。 
定理 10-5-6 i4 New {N,,27 20} MM = {M,,1 20} 
Sh Bil eg Ae ove) mm ole) are) 和 Cat) = BOD -+ nsl 
的 有 迁 信 的 非 齐 次 纯 生 过 程 ,这 里 ole), 6G), r) 和 se) BE 
元 C0) 的 非 负 函数 又 设 P(N, = 0) = PCM, = 0) = 1. 
荐 





an abt), HEH t>o, (10-5~-33) 
supr(z) & infs(e), (19-5-34) 
WN <M, 
如 果 (10-5-34) 式 用 较 弱 的 要 求 
rr) <s(), 对 任意 2 0 (10-5-35) 


代替 , 则 N&M. 

证 明 ”根据 $7-3 MAAR KRAEMER, Ri 
知道 对 任意 :之 0, 我 们 可 以 把 N 看 作 是 某 群 体 在 时 刻 s 的 大 
小 ， 这 群体 有 外 部 的 来 源 ， 从 这 来 源 迁 人 和 的 个 体形 成 一 强度 为 
ale) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 ， 而 且 个 体 迁 人 后 即 独立 地 按 线 性 增长 训 
nre) KGR. AE, N, EREKE C0] TARAR A 
及 他 们 在 这 区 间 中 繁殖 的 后 代 的 总 和 ， 这 时 ， 各 个 由 外 部 迁 人 个 
体 作为 祖宗 及 其 子孙 后 代 组 成 的 家 庭 的 繁殖 是 互 不 影响 的 。 所 以 
我 们 可 用 如 下 的 构造 性 方法 证 明定 理 。 
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设 Noe {N00} AM = iM, SO} 是 两 个 分 别 具 
HB G) 和 be) 的 和 非 齐 次 泊 梳 过 程 。 根据 《10-5-337 AR 
定理 10-4-2 (1) A 

N < jd 
根据 序 Sis 的 定义 不 兴 一 般 性 可 假设 N 和 M 定义 在 同一 概 
Bl (0,57 Pi) 上 ,而 且 对 所 有 样本 轨道 有 

{Sw I), SC) EE Sl) Sa (2), -- +}, C10-5-36) 
这 里 Sy{k) 和 Sy 好 (k= 1,2,---) BER ON 和 对 
的 第 不 点 发 生 时 间 。 

其 次 , 取 M 的 每 一 点 SCK 作为 初始 号 亦 即 祖宗 )， 分 
BILLA SE are) 和 noO 繁殖 后 代 , 我 们 就 得 到 两 个 非 齐 次 线性 
增长 过 程 Nt aa (NE, t20} 和 Mtm {Mi, 20}, 根据 
《10-5-34) 式 和 定理 10-5-5 知 育 Nt, Mt, Mina 

Nt < ME 
因此 , 在 在 一 概率 空间 (84,. 多 i, Pi) 和 定义 存 这 空间 上 的 两 个 
点 过 程 N* 和 Mt, th ONDA LIND), LORM’) 
CLM SHER? > 0 和 所 有 样本 轨道 有 
Nt Mt, (10-5-37) 
以 42, 多 ,P) RRR 


(TI 29 2e I r) 

“= kag to 

再 用 Nm ARAL 

N, = > Nw, 对 任意 t2=0 (10-53-38) 


PSN, 


Ge D M, ERS 


kam, 
TAERAA, (0-5-38 式 中 的 m 是 由 对 应 关系 
SN) = Sym) 
给 出 的 整数 ， 这 即 是 说 过 程 N 的 第 下 点 是 过 程 好 ”的 第 mn 点 


i 


(16-5-39) 











(BH a 2k). REULMAS RAMANA > 0 TAR 
AGIA 





N, < M,, 
HE A(N) = SN) 和 CM) = SCM), BRET 
N= JM, 

下 面 证 明定 还 的 后 一 半 。 我 们 仍 采 用 上 面 的 记号 M, M', 
SKC), Sw(k), NE 和 Mt， 根 据 (10-5-35) 式 和 定理 0-5-5 
推 知 对 每 一 ele N LM, TENERE I” >l 和 任意 
实数 >00, Vets - Sate, NSE Min, 
Sw) ty c+, Sua) =e, et, NE 的 条 件 分 布 随机 地 小 于 
Mi 组 应 的 条 件 分 布 。 AAIE <: 对 独立 求 和 运算 是 保持 不 
变 的 , 故 类 似 的 序 关系 对 过 程 站 一 SINS aM, 一 3) Mt 亦 成 


ke kai 

















T, MADRE RN os > 0A 
PCN, > mi Mi, Sut) coy Sap CMD 

< PCM, > ml M1, Sw), +++ Su MD). C10-5-40) 
在 上 式 丙 边 取 数 学 期 望 得 

PCN, > m) < P, > m) 对 所 有 om SO, 
BUN <M, BOR, 对 于 由 (10-5-38) 式 确定 的 和 N 显 有 Ñ SaN 
me <, 的 传递 性 立 得 N <M, EDN <M, a 
注 ” 当 初始 状态 由 PON 一 mw) 一 P(M = m)= 1 给 宝 时 ， 
其 中 由 是 任意 大 于 1 的 整数 ,定理 的 结论 仍然 成 立 。 

在 应 用 (特别 是 在 生物 学 和 物理 学 ) 中 ， 人 和 们 往往 对 一 个 群体 

是 耕 稳 定 ， 姑 在 任意 有 限时 刻 群生 的 大 小 均 为 有 限 的 概率 是 否 
等 于 1 的 问题 十 分 关注 ， 如 架 群 体 用 一 个 点 过 程 描述 ， 则 上 述 问 
MBA TIMER: SOM PCN, < oo) 一 | 是否 成 立 ? 当 对 
任意 20, PIN, <o) 一 1 都 成 立时 我 们 说 等 体 是 稳定 的 或 
非 剧 遵 的 ,否则 就 说 群体 是 出 增 的 ， 在 $ 7-1 中 我 们 已 经 证 明 一 
个 有 具 育 生 率 (2a), BO} 的 齐 次 纯 生 过 程 是 稳定 的 充分 必要 条 
种 为 
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ZTC < 00, (10-5-41) 


把 这 一 事实 和 定理 10-5- 联合 起 来 就 得 到 如 下 的 判别 准则 : it 
NESE 10), 20} 的 自 激 点 过 程 。 若 存在 满足 4 人 10-5-41 
的 非 负数 列 {y(n),sn oO}, ee 

a) S pCN)， 对 任意 0, 


则 六 是 稳定 的 ; 洲 级 数 之) Ce) RR, 
KO SNY 对 任意 :1 之 0, 





则 对 是 剧 增 的 . 


§ 10-6 点 过 程 对 某 些 运算 的 序 保 持 问 题 


在 本 节 前 面 各 章 我 们 已 经 看 到 ,为 了 理论 和 应 用 的 需要 ,人 们 
常 沁 要 对 一 个 或 多 个 点 过 程 作 某 种 运算 (或 者 说 变换 ?而 得 到 一 个 
新 的 点 过 程 。 氏 此 ， 在 点 过 程 出 较 的 研究 中 自然 会 有 兴趣 知道 在 
对 点 过 程 施 行 某 些 运算 时 前 面 提 到 的 各 种 序 关系 是 否 保持 不 变 ， 
这 就 是 “ 序 保持 "和 问题。 下面 依次 就 丢 加 、 稀 朴 、. 平 移 、 极 限 和 随机 
时 间 变 换 等 运算 分 别 进行 讨论 . 


1, 县 加 


定理 10-6-1 -RATEDE E Sir Sa S S 和 
所 ,对 于 独立 的 全 加 运算 保持 不 变 , 确 切 地 说 , 设 NU NEN” A 
N? BP} Ante, NO 独立 于 N* ,i 一 1，2,， 而 且 NAN 
j—1,2, A) N? 二 NIKNY +N”, XE" SRL MSIE 
种 序 中 的 任 一 种 。“ 十 ”表示 点 过 程 的 又 加 运算 . 

证 明 ATE 所 和 <, 来 说 , 定理 移 论 断 在 直观 上 是 明 
， 旺 的 ,我 们 不 难 用 构造 性 方法 给 出 严格 的 证 明 。 对 于 序 So < 
和 所 ,来 说, 定理 证 明 的 关键 是 下 述 引 理 ， 

引 理 10-6-1 it X.,4%.,Y, MY, EHER, X BUT 


+ 496+ 








Y; Gt, 2), WA <M, KN, W A HYK +Y, 
这 里 "一 "表示 So <= RM S&S 

WA 我 们 只 就 序 <. WRES HERE, 其 余 两 种 序 
的 证 明 思 想 是 类 似 的 、 不 失 一 般 狂 只 须 考 元 Y 和 Y AD 
布 G 的 情形 ， 设 Fi (i 一 1,2) BX, HBR. HERE 
Rs, 我 们 有 


E(X, 十 了 一 + 一 {f (x+y — ARG O) 
一 | éG(y) { [x — (e — Id Py (2) 
<fc] {x —G—y)}eF,() 


一 | (x + y — AFG O) 
一 ECX, + Y, — i). E 
定理 10-6-2 LEP RARER. E s 对 于 独立 
EMELETE. 
证 明 对 于 i 一 1,2, N AM 是 独立 的 浪 松 过 程 , 它 
们 的 强度 分 别 是 O 和 «td. Rat ei Aha eA Sho 
仍 是 泊 松 过 程 ,而 且 这 过 程 的 强度 是 两 分 量 过 程 的 强度 之 和 , 故 按 
定理 10-4-1 我 们 只 须 证 明 
supl h(t) + 4,Ce)] S intl wie) + 2], C10-6-1) 
同样 由 定理 10-4-1 知 N <M! 的 充分 必要 条 件 是 
supAt) S infa, im i, 2, 
tO tad 
me 
sup (1,02) 4+ 41.01 S supa,(e) + supa,Ce 
Io tb Foe 


= inf a(t) + inf pK) 
< inf [ ae) + akol. a 
+ 即使 对 于 更 新 过 程 或 非 齐 次 泊 松 过 程 ， 在 独立 和 登 加 运算 
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EFF Sie LATE AE BR, A FRA BIR 
BS PS SO BORN Sin SMB RARER, 


2. 随机 税政 


定理 10-6-3 ”在 一 般 点 过 程 的 情形 ， 序 Sims Si M S. 
对 于 随机 稀 醇 运算 保持 不 变 。 确 切 地 说 , 设 M 和 M 是 两 个 一 
RAM, NA N 分 别 是 通过 对 M 和 M 的 每 一 点 以 一 
定 约 概率 保留 而 得 到 的 新 过 程 ， 如 果 MM’, NINN, 这 
WA" BR Sins Sie 或 Sn. 

证 明定 坪 的 全 部 论断 帮 可 以 用 构造 性 推理 加 以 证 明 ， 在 这 
里 我 们 只 对 序 Siw 给 出 详细 的 证 明 。 由 假设 M'S iM’, A 
TEER REI (Ou Za P) 的 点 过 和 

= {S¥(1),5(2),--°} 

a = HOBO. }, ER Z = CM) Gi, 

>), HEMP ARIIEeRER 9 > 18 
Sn) —-S¥(n—- Dod — Sn—1). 

其 次 ,我 们 构造 定义 在 基 概 率 空间 (0,7 P) 上 的 随机 变 重 

X， 信 得 PX 一 1) 一 ?和 PCX 一 上) 一 1 一 一 4, SRRR 











am(T] eo F. T P) th oi, PaF 
和 P, = PER nS 1， 如 果 对 每 一 点 w Cowo °° DE 





[] 2 根据 X(w,) 一 1 ROMERARS RUE M 的 第 


点 Sn), i 一 1, 2， 我们 就 得 到 定义 在 上 述 乘 积 空间 上 的 点 过 

e N, BORON 是 由 对 过 程 好 作 随 机 稀 醇 (每 一 点 被 保留 的 婚 

是 p) 而 得到 的 过 社 , 轩 此 20ND 一 YCN')， 下 面 证 明 对 于 
所 有 样本 轨道 和 任意 正 恬 数 有 

(一 Sa 1) > SPC) — Sn — 1). (10-6-2) 

we Ea 7 一 1,2， 每 一 个 点 闻 个 距 Era) 一 S¥Cn — 1) i 
有 如 下 形式 : 


-49% 5 











St SCR) — SH DD = Bm) 一 部 (ms 


kum yg atl 
(10-6-3) 
其 中 m。 随 # 增 大 而 生 与 i 无关 ， 根据 过 程 MW 的 构造 知 对 任意 
SMA > 1 和 所 有 样本 轨道 有 
CR) — Bk — D > SCR) — SHR 1), 
FBG SATE INO. E 
定理 10-6-4 AHER RIA AMY, AEST A F 
对 于 随机 稀疏 运算 保持 不 变 。 更 进一步 ,对 于 i 一 1,2, 设 和 N' 是 
通过 对 具有 强度 UC) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 M CURR p: F 
随机 稀 查 而 得 到 的 点 过 程 , 则 





C1) 4 
pin <S < inflaCe)/suplice), (i0-6-4) 
mij N' = Nr, 
(2) 98 
(2) é- 
Pilps < inf [® au (10-6-5) 
Bi At <A 
(3) & 


piles < inf ji (wd / f ncaa, (10-6-6) 


Al A’ < 
当 上 列 式 子 中 出 现 的 分 母 等 于 0 时 ,相应 的 比值 看 作 是 00， 

证 明 ”首先 注意 到 由 对 一 个 具有 强度 9 SSF KR M i 
BURBS PERL PS Bl Be ee PPR 
程 ,而 且 新 过 程 的 强度 是 plCD。 然 后 ,利用 510-4 中 关于 非 齐 次 


浪 松 过 程 比较 的 结果 即 易 得 本 定理 的 所 有 结论 ， a 
定理 10-6-5 在 更 新 过 程 的 情形 , 序 <, NRL ee 
也 保持 不 变 ， 


+4995 


证 明 由 定理 0-3-1 知 若 更 新 过 程 N HA xX, 有 
DARM Fi, ie 1,2, I NUN? 当 且 公 当 XL <4, RE 
味 着 对 任意 * Sod (x) sS Fi). B-AR, BHMSH it 
等 可 以 推出 








File) p DIG), MER «2S 0, (10-6-7) 
kei 


这 里 GC) RR GCO Hk BOER, 而 GO) 是 更 新 
过 程 M OSES Gt ON’ 由 对 M 作 随 机 稀疏 而 得 ). 
现在 ,让 定理 假设 M'S M A Gx) = Gl) 对 所 有 = 0, 
因 市 有 (根据 引 理 10-6-1) 

GP@) < Gl, HNA rD, 
从 而 由 《10-6-7) 式 推 得 

Fits) < Fie), SHA * > 0。 | 


3. 随机 平移 


定理 10-6-6 在 一 般 点 过 程 的 情形 ， 序 a, M 所。 对 于 
随机 平移 运算 保持 不 变 。 确 切 地 说 ,对 于 /一 1，2:, 设 N' 是 由 
对 点 过 程 Mi 作 随 机 平移 而 得 到 的 点 和 过程 。 以 A; 表示 ME 
— APB Dn) (n= 1,2, ---) 的 公共 分 布 函数 。 车 
M' = M CM! “Sine M7) 和 H, = att, 《相应 地 ， H, = Hi)» pij 
N'AN? CRAH, N E&A 
ZA RRR <. WAEA EHC, Se 
Sixes 的 证 明 是 类 似 的 ， 
不 失 一 般 人 性 可 以 恨 设 对 : 和 M 定义 在 同一 概率 空间 CQ, 
F ao PY E, BERTA >01 和 所 有 样本 轨道 有 MIS Mi, 
这 六 等 价 于 对 所 有 整数 2S 1 各 所 有 样本 轨道 有 
Si'(n) = S¥(n), | . 
SHAH, ARE <0; 及 定理 10-1-1 知 可 找到 定义 在 同一 
概率 空间 (0°, FP’) 上 的 随 宙 变量 5, 和 55,， 使 得 
Diw SD, lw) 
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对 所 有 mwe 和 PCD, < wv) Hs), i 一 1,2。 于 是， 定义 
在 《0,9 pP)=(ILo., I F. I] r) 上 的 点 过 各 
n= a=G arà 
Nim {SHC#) HDn), 22> 1} 
是 由 对 点 过 程 M' (SMC), 2 1) 作 随机 平移 DCs) 而 得 ， 
这 里 0. 一 上 ， Fl F A PP 一 下 对 所 有 nel, it 
Din) 则 省 作 是 定义 在 《9 多 .,P,) OE. RELÈ 
构造 显然 对 任意 整数 4 之 0 和 we gA 
Sh ns wm) = Siae) + DB (sn,w) 
> S¥(n,0) + Dln) 
= Sils,o), 
BMATNAA te O Mee n 
NiC) & Nie), a 
应 当 指出 , 序 Seo Go <= 和 =, 对 入 机 平移 运算 一 般 是 
不 保持 的 。 于 面 给 出 一 个 关于 上 序 <=. 所 ,和 S DRA. 
例 10-6-1 设 吕 一 fo m} 和 Plod — PCa — 1/2, 
在 号 上 定义 两 个 点 过 程 M' 和 M 如 下 : 
MY, SCl, a) = 4,8i(2,01) = 5, Si'C1, 02) = 1 
和 SiC2,0,) = 9; 
M’ SY om) = 4, SYO, ~9, S¥0,0)=~1 
和 S7(2,@,) = 5, 
N 和 N 是 分 别 对 M 和 M 作 芳 机 平移 而 得 的 点 过 程 ， 平 移 
距离 Dar) (a= 1,2,.…*) 的 概率 分 布 由 
PODOR) = 0) = P(D(n) = 2) = 2/2 
给 定 。 
容易 验证 对 任意 120, M A M 有 相同 的 分 布 , 即 
M: == Mis 
因而 更 有 M} 一 ,M? 和 Mim .,Mi。 另 一 方面 ,不 难 算出 POL, 
— 0) — PONis = 2)— 1/8, PONSs = 1) ~ 3/4 和 PONG = 
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0) = PCN}, = 2) = 1/4, PCNig= 1) = 1/2, U Nos Ai Nis 
有 不 同 的 分 布 ， 我 们 还 可 进一步 算出 ENL ENiz— 1, {h 
EÇN is -~ Ut = 8/8 9 1/4 = ECNL,—-1)*, 


4 极限 运算 
在 这 里 我 们 只 是 介 绍 两 个 有 关 的 结果 ， 其 证 肯 请 人 参 春 Deng 
(19854), 
定理 10-6-2 设 N" e {NT, 120}, m=i, 2, 和 
Ne {Nu > 0} 是 计数 过 程 。 若 对 任意 7 >o 以 概率 1 有 
imNr = N,, 


WUE 1 DPA TERR n E lim 8,(4) 一 Sm), KE Sm(n) 
和 8(n) 分 别 是 过 程 N* 和 NN 的 第 # 点 发 生 时 间 ， 
定理 10-6-3 对 于 i 一 1,2 各 一 1,2,'…, 设 
Ni" pe {Nj*,¢ > 0} 
和 Ni en {Ni,¢ > 0} 是 计数 过 程 。 若 对 i 一 1,? 和 任意 eS 0, 
以 概率 1 有 lim Nj" 一 Ni; mE Nis E in N" 《或 Nis = ime MN) 
对 m= 1 2， 则 NI SS jee CANN aN. 





5. 陆 机 时 间 变 换 

Soe EF Sao <, 和 <,, 的 0-2-6), 0-2-7) 和 
(10-2-8) 式 中 用 随机 的 停 时 5 代 埠 固定 时 刻 * 后 不 等 式 是 否 OG 
成 立 的 问题 ， 先 考察 以 下 例子 ， 

例 10-6-2 设 吕 一 fo 0,3}, QDLHo RHF 由 的 所 
有 子 集 组 成 ， 再 令 Plo} 一 Plo} 一 1/2， 我 们 就 得 到 一 概率 
空间 (0,9 ,P)， 令 N AN? 是 两 个 定义 在 这 概率 空间 上 的 
点 过 程 ,它们 分 别 由 














0:2, 


1 red, 
irei 


ll eae 4, Niu) 4 


Ni(w) = 
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Or<h, Ora 3, 
4 > 1 Nike) 一 f 123 
给 定 ， 显然 有 NN’, Hedi  10-2-1 Mapa NS LN? 和 
N,N’, War Vise erik: clo) 一 4 和 cle, = 2, 
Bik r 是 关于 5 代数 族 HM fN Os <u} 的 停 时 (i 一 
1,2), MARA Neale eM LaS]; Nia (a2) = NYC 0,)= 
1 和 Nica (001) = Ni ww) = 13 Nia 03) — Ni o) =O, 因此 ， 
PEN! 一 0)< P(N == 0)， 即 序 关系 Ni ,Ni 不 成 立 。 其 次 ， 
容易 验证 EN, 一 1> 1/2 一 EN} Ale, 
ECN; — 0)* <& ECNI — 0)* . 

RR BA, mA EU — Np m0 < 1/2 — BCL — Ni), 

这 例 于 表明, ORE NS N, NLN 和 NSN 或 立 ， 
但 若 在 定义 这 些 序 的 不 等 式 (10-2~6 ,C10-2-7) 和 (10-2-8) 中 用 
停 对 = RSE Ha 1+ 时， 相应 的 不 等 式 不 一 定 成 立 ， 因 此 ， 我 
们 要 研究 在 什么 情况 下 这 种 随机 时 间 代 摸 是 容许 的 。 没 1 多,， 
1> 0) 是 一 族人 递增 的 4g 代数， {Fn :之 0} 是 任 一 满足 Cc 
A, 《对 任意 + 2 0) 的 递增 的 ROR. IN wfN,,! > 0} 
是 多 -适应 的 计数 过 程 ,r 是 F-a. FRAR FIOM. 

wie 10-6-8 12 N! 和 N BAPE. 车 对 任意 整 
HWeSPwnteee: >So CK 1 有 

PIN > ah BY) < PCN > al ¢.), 

则 Nit Ni, 

定理 10-6-9 iM AN EATER NB 
EME. FHERR SOL 1 有 ON Ss ECNT@,) (i 
E(N?|@,) S Ni], Wl Nr .N? [相应 地 ONT < Nt], 

以 上 两 定理 的 证 明 可 参看 Deng (1985b), 

se 1 $M 10-6-8 和 定理 10-6-9 H— MM Eee Re 


NC) = 














EA 
注 2 BR F, = {N0 <ih 则 Ni 一 定 是 多 ,- 适 
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应 的 ， 
注 3 对 江 意 右 连 这 过 程 N 和 满足 VCH, A 
F, m Gist 


h> ü 





对 每 一 + Poo 代数 族 {Fr 0}, 由 M, m EIN F] 定 

义 的 过 程 M e {M 之 0} 是 由 对 过 程 N 作 FEN. Æ 

对 每 一 + 字 4， 存在 (可 以 依 籁 于 D WER of), HR 
{Md SAS o(s)} 

一 致 可 积 ， 则 M, 对 + 右 连 续 。 这 时 应 用 定理 10-6-9 PEEN 

和 好 可 得 ECN. F) SN, RGH, N, S ECN.|F.). 





504 + 





第 十 一 章 随机 点 过 程 和 随机 测度 的 
一 般 理论 概要 


在 这 一 章 我 们 简 秦 地 介绍 哺 科 点 过 程 的 测 麻 论 理 论 基 础 . 控 
谢 度 论 的 观点 ,随机 点 过 程 可 看 作 是 一 类 特 珠 的 子 机 测度 ,因此 在 
这 里 网 时 也 对 随机 测度 基本 理论 作 简 单 的 讨论 ， 


§ 11-1 实数 直线 上 的 随机 点 过 程 


在 第 一 章 我 们 已 经 给 出 了 随机 点 过 程 的 描述 人 性 定义 ， 即 一 个 
随机 点 过 程 就 是 在 某 空 间 上 的 一 个 随机 点 分 布 ， 为 了 理论 上 的 需 
刻 , 我 们 玉 双 利用 测度 论 的 语言 给 出 书 机 点 过 程 的 严格 数学 定义 . 
在 这 一 节 我 们 先 假 设 状 态 空间 ( 即 点 发 生 空间 ) PEKKA R 
或 它 的 一 个 子 集 ( 在 本 书 前 面 各 章 我 们 基本 上 限于 考虑 A 是 实 
数 直 线 的 非 负 部 分 及 ， 的 情形 )。 令 8 ARR PERRE 
车 组 成 的 = 代数 。 

我 们 用 (xs) 表示 A ”中 某 些 点 的 集合 ,这 些 点 可 羽 重 复 ,但 
是 它们 满足 有 限 性 假设 一 一 在 2 ARARA BRR A 
的 尾音 有 界 祭 内 只 有 《x》 钓 有 限 多 个 点 。 因 此 ,《x》 的 点 可 按 大 
J) MF RESI, BITI Sak 

: Cx) me (oot tia ti i Bae thy 
Hh <r Sey Oday cxyc---. 记 所 有 如 上 满足 有 限 
性 假设 的 点 列 《x> 为 2,. | 

以 Z RRS SD ”表示 BS 中 全 体 有 界 集 。 对 

Fit ACB RE Z,, id 
G = {Cxpicard(itx, € Cx) NA om RY, 
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BIG HBA Rt n 《居多 个 点 ) 攻 在 集合 4 中 的 那些 tx》 组 成 ， 
“ARN @ Ak BOUR Z 时 ,我 们 得 到 所 有 形 如 G 的 集合 湾 
S, A oY) BRAS 7 的 最 小 代数 (这 又 称 由 投影 产生 的 
RRO. RIEZ (GF) 称 做 点 列 可 测 空间 。 

为 了 从 计数 的 角度 定义 随机 点 过 程 ， 我 们 还 机 引入 计数 测度 
空间 ， 设 给 定 了 状态 空间 (如 , 细 )， 我 们 把 NCO) (ARNE 
N) RECEB) 上 的 计数 测度 ， 如 果 它 是 定义 在 2 上 的 只 
取 非 负 整 数值 (包括 十 ee) 的 测度 ， 而 且 满 中 有限 性 条 件 : 对 任意 
At @ 有 NCA <0, BL .4 BR CH, B) 上 所 有 这 样 的 
TIE. TE, Oo, 与 W 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 我 们 还 可 
以 定义 XY 上 的 5 代数 BI), MAE MBS (0,,00#)) 
5 (4, BN) 之 间 存 在 一 一 对 应 双向 可 测 上 映像 。 事 实 上 ，, 对 
FASER (e) E O,, TEM 

Ni (A) = card(iix, € Cx)N 4), Ac B, 
M0 Nol FAI O) 中 属于 4 的 点 数 。 易 见 Nl) 是 一 计 
AU , 即 Noes. AZ, EAE NC) ENV, RNEX 
直列 Cx 如下: 
p 20 į N[O,y) <8 TENIO, yli m= 1,2,°°° 
y 0 3 NCy,0) < —i SN[y,0), i= l,m, 
显然 《xy EQ,， 这 就 建立 了 0, SY 之 间 的 一 一 对 应 关系 
"AEM BALA 是 .fr 上 由 所 有 形 如 

U = {NC NCA) mk} AEB, KEZ 
CRS PEN 代数 《 即 由 投影 产生 的 o 代数 )， AWHA, 
BON) 也 是 由 所 有 形 如 

S = {Ne E G},GE oF) 

ee Pao RR, RE R be Oo, 与 .4Y 之 闻 的 
-一 对 应 关系 是 点 列 可 油 空 间 (0.,6°CF)) 与 计数 测度 空间 CY， 
BCM)) 之 间 的 一 个 一 一 对 应 双向 可 测 上 映像、 我 们 用 上 表示 以 
1, Bl” RK, OF Re 《对 于 一 般 的 空间 
和， 这 种 一 一 对 度 活 孙 的 证 朋 可 参看 Moyal (1962)), 
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”项 在, 我 们 就 可 以 给 出 随机 点 过 程 的 基于 测度 论 的 定义 . 

O ÆA R- 设 给 定 了 基本 概率 空间 (@ ,多 ,P), 一 个 给 
在 这 空间 上 的 随机 点 过 程 就 是 从 (8, B UNBAN Y) 的 
— A HY HB RE. 

因为 当 给 出 了 时 ,由 一 了 7!'" 唯一 地 确定 一 个 从 (82， 
F) HOE WHR. 反之 ， 若 给 定 了 一 个 从 (9， 
F) A (0,, 09) TRR S, Mes Fee 是 一 个 从 
(2, FO H 4, BCS)) AA MUR. HLL, PAT ee 
X (O,KF P) 上 的 一 个 随机 点 过 程 为 从 (只 ,. 安 BO, , 01 F)) 
AI BT BOE 

AHH, BE (0, F, P) Ao we rE ECR 
EO 锋 导 出 可 测 空 间 Or, SO) 上 的 一 个 概率 测度 PL GH 
应 地 ，(9 ;ea( 多 )) 上 的 一 个 概率 测度 Pe). 因此 ,一 个 随机 点 
过 程 又 可 等 价 地 定义 为 计数 测度 空间 Cr, BON) 上 的 一 个 
HEME Pe RAWAM) (O,, CF) 上 的 一 个 概率 测度 
Ps、 有 时 人 们 也 招 三 元 级 (.A, 女 (人 ),Ps) 或 (0.,o( 多 ),Pr) 
称 做 随机 点 过 程 。 

相应 于 一 般 泗 机 过 程 理 论 中 的 柯 尔 莫 果 洛 夫 存 在 定理 ， 在 随 
机 点 过 程 理 论 中 也 有 类 似 的 定理 ,人 们 通常 称 之 为 Moyal~Harris 
存在 定理 。 为 了 介绍 这 一 定理 ， 我 们 先 定 义 随 机 点 过 程 的 有 限 维 
分 布 请 数 ， . 

eM 11-1-2 BOY, BOY), PD 是 R 上 的 随机 点 过 
A, BRAID PRR 

PCA, A i < 

一 PAN:N€ N, NUA) = iim BAAD (11-1-1》 
ESR Ae BE Z, WM kE Z. 

下 面 的 定理 给 出 随机 点 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 的 一 个 完全 的 
刻 划 . 

定理 11-1-1 随机 点 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 具有 下 列 性 质 ， 
其 中 AA, 4g EB 中 任意 集合 . 
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1? RR ERER 1,2, e, k ERHAN n. 
iooi A 

PCAs . EE TELIA a LTD, - PLA . “Asis = PETO 
其 中 nsoh 是 任意 非 负 整数 。 

2? 相 容 性 


SCA, ai +, Agr, Agi, _ "staat? 


= pC di: "Ai ‘ + sige 
3°47 RE 
S458) 一 1. 


imo 


4” 有 限 可 加 性 ”对 任意 整数 AS l, i 3 0 和 瓦 不 相交 的 
由 LE 二 有 


4 
O PU Asi) = D pl Age Aisi) 
dm} Bi 
k 
Gi) BCU Ain Ais tts Aaii tsi) 
j=l i 


k 
0 4 Di a, 


hd 
PCAs, Aai t ia) 4» i; — j, 
imj 
5HE WEE Aio 有 
lim p(4;;0) — 1. 


证 明 APPR Er TH BIE HB 1,2, PEE 3., h 
AERA REM RER Aeg 有 PONA) < oo) 1, 
x 


St C431) — SPCNNCA) =i) 





~ Pe U (N:NCA) = i)) 
= PCN: NCA) < co) = 1, 
HE, E 出 ,4 BARR SS H 


p(U ani) = Pe (waa) =) 


PC U ENCAD = isimi, 11A) 


= > Pla “aA igs: +58), 
paars 


于 是 4° CGE. 下 面 证 明 4° Cii), 


{Ù AAs Aasin + ig) 
imj 


一 PNN U 4) = i NCA) = ij — 1 ) 


P) = 0 4 Bii, 
TI PANINGCAD ~ isj m Lye RD m pAn ts Aiat si) 
+ 
4 Dsi 


最 后 证 明 59, i2 4Ai4$; 则 由 NN 的 有 限 性 和 和 连续 性 知 对 任意 
NeW 有 40， 因为 扩 只 取 非 负 整 数值 , 故 若 NCA J40 m 
FEELEN p E >h 时 有 Nd 一 0。 于 是 ， 

Bim p10) 一 lim PCN? NC Ai) =O) =P Ce) — 1, 

寺 述 定理 的 说 命题 号 是 随机 点 过 程 的 存在 定理 。 

RW11-1-2 SHER 1-1-1 中 性 质 5° 的 有 


” FOS» 


TERR EUR [Patt Bait ce ih, WEE OH, 7 
LAD 上 叭 ~- 地 确定 一 -概率 测度 P, EERIE RS kyd ed 
wae ZGwl,- 44) 有 
PONINCAD = ij ly A) m pC Ars ca dace tata, 
3 FATEH] SE Be oe, ARH C1979), E 911-4 我们 将 
证 明和 更 一 般 的 点 过 程 存 在 定理 . 








§ H-2 LR EARL IU BE 


认 上 节 关 于 随机 点 过 程 的 数学 定义 局 忆 看 出 ， 贿 机 点 过 程 是 
一 个 定义 在 基本 概率 空间 《98, .多 ,P) 上 而 取信 于 计数 测度 空间 
CH, BCH) BATA MIR, SIPC) .A 信和 的 
HNL ES. PERERA SH AN EAFA RMS SLM 
的 概念 ， 

为 了 便于 读者 从 直观 上 羞 清 往 机 点 过 程 、 随 机油 座 和 一 般 的 
随机 和 过程 之 间 的 关系 ,我 们 仍 先 设 4H = Ri, CR. BCR) 上 
的 一 个 测度 靖 称 散 Radon CRAIG, MRM SCR.) FES 
ORME BA AfB) 过 co. U A EREE R BCR) 上 
的 Rado. 测度 的 全 体 ， 叉 以 BOA) 表示 .本 上 由 投影 产生 的 
o fe, Wee Ae do 

M = {pipl A) Ey}, EBAR A6 BURL) m ye Ry 
SHEN e RA. BAR aE f ,对 应 R, 上 一 个 总 
调处 减 的 右 连 续 左 极限 存在 的 函 娄 A = {0,1}, RATA 
HAC) Be DRAR., AAA RRIA SERRARA.. 
另 一 方面 ,对 于 每 一 ACD) EA IAN satt, AS 
@ 是 一 一 对 记 的 。 如 果 用 BOM) 表示 空间 AA 上 由 投影 产 
生 的 9 代数 , 即 是 包含 所 有 形 如 

Tom {A(t ACs) Sy}, 任意 sy ER 
YS Mh o 人 代数， 可 以 证 明 , 可 测 空间 (6 A) 
测 空 间 CELLED Zi TE—— A MRA ATR ae, E 
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KE NES STATA ES 

SMU) Bea TISERE AE (0,87 ,P)， 我 们 把 
从 COLF P) BC BC) brid WR Be OR dE 
(random measure), san 

E Mo) B—PASL AUS , Ws RUE PUSH, 
BCA) 上 一 个 由 

PA) = Plwik(w)e A), 任意 ABO) 
定义 的 概率 测度 了,。 因 此 ,我 们 也 可 以 等 价 地 定义 这 机 测度 为 可 
TWA (8, BCA)? 上 的 一 个 概率 测度 P [ 战 首 把 三 元 绢 
(CA BM), Ps) 称 做 随机 测度 1。 DB) 和 
MB A)) 可 以 认为 是 等 同 的 , 故 随 机 汉 度 又 可 等 价 地 定义 
4M (0,F P) OF, BM) 上 的 可 测 映 象 Keo) RT 
MAA, BCA)) LORRIE P，[ 或 者 拒 三 元 组 Cw, 
BM), P.) 称 做 随机 测度 ]. 

根据 一 般 随 机 过 程 理论 ,我 们 知道 基本 构 率 空间 〈9 ,多 ,P) 
上 以 了 一 Ry, BRR, 状态 空间 为 R, 的 随机 过 程 {el w》， 
:ET} RMON (O,F , P) IZRAZE CR, BRODY 
JAER AP R RE MET ERE R PSM, 
BRO BR 上 由 提 影 产生 的 代数 ， 显然 有 WCRI. K 
随机 .测度 可 看 作 是 一 般 随 机 过 程 的 一 种 特殊 情形 . 

另 一 方面 ， 令 + 表示 所 有 取 值 于 Z OMAR RARER 
BE SAR WS sV 与 F 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 , 审 
RL NEN 对 应 一 N, 一 NCO, EK, MEH, 对 于 
每 一 Nie KH, th N(l0,4]) = N, 可 唯一 地 确定 一 NE .人 六 ,用 
类 位 于 定义 SLA) 的 方法 可 定义 空间 SF 上 由 投影 产生 的 a 
代数 BCA), F 上 包含 所 有 形 如 

[NI N, Sa}, se REZ, 
的 集合 的 最 小 o 代数 。 易 见 (人 ,多 (4)) MOP, BFD 
”之 闻 存 在 一 一 对 应 双向 可 测 映 登 。 这样 一 来 ， 随 机 点 过 程 又 可 看 
作 是 从 基本 概率 空间 (0, F P) AW CF, BP) 


"Flle* 


























ark se. 因为 显然 有 . 产 C. 交 性 了 于 ， 故 在 这 种 观点 下 ， 随 机 
asd EASA HOR SLIM, NT ARR LL, 





$ 11-3 抽象 空间 上 的 随机 测度 


从 这 一 节 开 始 , 假 设 状态 空间 A 是 满足 第 二 可 数 公 理 〈 即 
蔚 的 拓扑 有 可 数 基 ?的 局 部 紧 豪 斯 道夫 《Hausderftf) 空间 ， 这 总 
一 个 Polish 空间 , 即 这 样 的 空间 可 以 距离 化 而 成 为 可 分 完备 宦 离 
空间 ， 我 们 还 不 难看 出 ,空间 A Boe 紧 的 , PE- BREK.. 


awmi,2,---}, @Sa 一 UK, MERER TU BSA 


KCK, 这 里 Kin 表示 集合 Kan 的 内 部 ， 

PR SURG TSM Ete es Bama eR, 

引 理 11-3-1 (Urysohn 引 理 ) 对 于 2 THER RE 
ALR BR KCG, EFE Z 上 的 连续 函数 f, AOS 
fe) <1 对 所 有 ee AO f(x) 一 1 对 所 有 ce K, MAP 
3K 





SCF) = {zt fG) # 0} 
是 合 于 G 中 的 紧 集 .我 们 用 4 表示 集合 4 的 闭 包 ,84 和 二分 
LER 4 的 边界 和 余 集 。 今 后 将 用 记号 天 <f <G 表示 满足 引 理 
SRK K. AEG MRM j. 

我 们 说 集合 ACH BAAN WREE- RE KCR, ,使 
ACK, RI CP) 表示 从 HM 到 实数 直线 R 的 具有 
紧 支承 的 祷 续 函数 类 ， 当 赋予 空间 C(O) 以 上 确 界 范 数 

jfi = sup | #C#) | 
H XKSE ASH, A LER Sle) BB 上 
由 所 有 开 集 产 生 的 o 代数 。 定 义 在 BCA) EMMI PRR Radon 
测度 ,如果 它 在 任意 紧 集 上 均 取 有 限 值 ,因而 它 在 任意 有 界 集 上 亦 
MAM. RO OR) 表示 定义 在 BCA) 上 的 Radon 
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Meth, B MCR) 表示 AK) 中 只 取 整 数 或 无 穷 值 
的 元 素 组 成 的 嘛 人 台 , 显 然 有 VM ADC HOR) AT BBR) 
EER Be i A 上 性 意 关于 上 SRA fic 


r 


uj = |f) Cdx), 


AREN, pe ALR), 则 疡 是 4 有限 各 规则 的 {regular}, 
即 对 任意 Aea LR 有 
nC A) m inff alG):ACG,G BHR} 

— sup{a (F) ADF, F 是 闭 集 }， (11-3~1) 
测度 e BRS (eight), ond (11-3-1) AH ORT RE 
#. 

我 们 说 测度 序列 da.) BER CVaguely converge) TAME 


器 并 记 作 He ey 如 果 对 所 有 FECA) 有 wi 一 pf. 通 
HARAHAP eC) 以 淡 拓 扑 , 这 时 所 有 形 如 
{pip € M(B) fj 

n= 1,2,8 0, VE MLR ECC) (11-3-2) 
的 集合 给 出 这 拓扑 的 一 个 基 。 带 有 淡 拓 扑 的 空间 MCA) 可 以 
距离 化 ,而 且 这 空间 具有 可 数 基 ， 集 合 HOALE ERAR 
的 (vaguely bounded}， 如 果 对 性 意 fe Ck) 有 

sup{ lafin eH} < oo, 
FIDLER, 集合 HOALE) 是 相对 紧 的 充分 必要 条 性 是 五 为 
HAR. 

以 BM) 表示 AL) LAR. Re, FD 
是 尾音 可 测 空 间 ,我 们 用 F BRM (F) BCR, BRIG 
可 测 函 数 类 ,这 里 R= {一 0} URU {0} 是 广义 实数 直线 ， 

A EAI PALE ARIA CO, F, P) 到 
4 2°), BA) PHP AHR § BME ET 
机 调度 , 则 由 

PE"(A) 一 了 [roEgsio)ceA AEB) (11-3-3) 
诱导 出 CCR), BOM) LOTEP PE 《有 时 把 
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BRIER RE 芍 分 碳 )， 因 此 ,我 们 也 可 以 把 一 个 随机 测度 看 
(PRE MAS COR), BLAD 上 的 一 个 概率 Nl 度 。 这 
Ro), PMNS Te COR), BOM) 
EGE SC aH SS Ol BE OO TAL a. 
i Ue A WET RR. EM 
Lam oif pE HAR NA EE HY; ACU, HE BCR}, 
(11-3-4) 
BS, SASHA {ee COR) wl Ade H) (AEA) K 
Ebo {tek RIA 
pale) pC) 
EMM ACS) BR+ HBR peo WH. E ESHE 
pad EU) 为 可 测 的 最 小 5 代数 ， 
下 面 给 出 = 代数 BO) 的 构造 性 刻 划 。 为 此 需要 一 个 引 
E., 设 2 RERA, £ BOM—-T+TRR. RINKS 是 一 个 
< -条 如 果 它 对 有 限 交 封闭 ; S 是 一 个 d- 系 ; 如 果 它 满 必 条件: 
(i) ae, ' 
CGD E A,BEZ AZB, W BAES, 


























(iii) 车 {4A,} 是 Z 中 一 串 递 增 的 集合 , 则 【Le St 


任意 的 Z, Hd) RRUA Z 的 最 小 4d- 系 ， 

引 理 11-3-2 设 名 是 一 =- 系 ; 则 d(H) = o(H), 

引 理 的 证 明 可 参看 ,例如 ，Bergstrom(1982)， - 

定理 il-3-1 L man _ BA), 

证 明 对 任意 AEBLER ODARE S wer 
可 浏 的 。 因 为 Cha) 中 任 一 函数 f 都 可 用 简单 函数 通过 ， 故 


$e BOY nt = | (Dede) 的 函数 是 Sao DR, Mit 


AE RE ) 的 淡 拓 扑 基 集 
{ne ACJ | afi— vf] Cli Lae, 
其 中 # 是 任意 正 整 数 ，s > 0 有 Er ) Rre MR), 又 
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AAW Ant ALR) HERIOT, WEIREN 
REET Loa 所 以 BCL aa, 

By, 2 PERCHES. & oR 
BW PAGE, SER CCR HGS ~A r, BH 
E UED HE Ve A re UG CV, 和 UNV: = o. 





这 时 有 GOV, R VDUn 显然 Gc UUs BA UED, i 
TEG 
在 并 (JU: ERS SUMS TRI Un 对 出 现在 这 并 中 的 
TEG 


Ri U, he VICU,, FAV RAR V, GEF 
agrei AA 
¥V=|Jyicec\|Ju,cyv, 


这 就 证 明了 G=VIKGRHYRSTHRSH, Rian 
性 ,可 进一步 断言 存在 一 束 递 增 的 紧 尝 KG, RA 


G = |] K,, 
再 由 引 理 1-3-1 WAE fE Cr), E K,<7,<G, 
fatlo 和 afate(G) AMARA falfa ECLA) 的 函数 
p, 是 BLA ARS, HEr we aG) HË go 记 是 
BM) TR, pee BCA) MU KR EMR, K.) 
RHR TERRE: K,CKii Ke. BA 
Kc i} KS, 


wel 


WE m 使 得 KOCK. MRIELIEGE F. 集 这 一 事实 又 
ip EL ARETE GJK, RSE K = 11G,. 因为 
aol 


KCK,,, BODEA RI GCK 于 是 (G) <0 对 所 有 
s. WUMEEHRGH (GNK) = infa(GNG,). 由 此 易 知 


当 4 是 开 集 或 一 上 开 集 与 .一些 集 之 交 且 pae BM), Miz 
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Dm {Ae BOR)! 9 ann, BHA). 
AS REG: TE Da 是 一 个 d- 系 ， THOT MAA e 系 ， 家 由 引 理 
11-3-2 A DDB), WAER 4¢ BOR) 有 pan, E 


BLA), 内 而 pa impir, BRT BOR), B Zan 





BM). i 
定理 11-3-2 k ACAL) 基 : -包含 拓扑 基 的 集合 族 , 则 
Sy= BS). 


证 明 由 定理 1-3-1 SW), RAMIEA 相反 
eR, IY GSES (Ui 我 们 首先 证 明 它 
包 舍 一 可 数 子 基 . 设 {Gun = 1,2,7} 是 Z 的 拓扑 的 某 一 
可 数 基 ， 对 于 每 一 G,，、 存 在 一 附 标 集 ACA E 

Gu 一 人 JU 
tE Aa 
反之 ,每 一 U, LERH 


U, = y Gi, 
这 里 J. 是 Z WR TÆ. Ae 
G= U G=- UG, 
at ditt, ftdy 


th 8。 一 U LOZ, ZAR. GR, awe fe B。， 恒 存在 
mE A,, 使 得 G;CU,,CG,, 于 是 有 


G, = Uv... 
jet, 


ZARAR (UL :je Banm 1,2,4} REAR TM FE. 
因此 ,对 任意 开 集 如 有 
站 一 sup - 
a= UEG wel, a 


对 于 任意 ECA) 和 任意 实数 <b, KARA LE < EA 
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{f< a} IPR 

Paste) m Puen — Pical Ea 《I1-3-57 
Wis? BH why uf MWR, f. 是 一 串 月 通常 的 方法 构造 的 
单调 上 升 于 f AMARAN, g, EW rD of. WAR. Hl- 
3-5 A o.€Ly, KPED pe 的 单调 上 升 极限 也 属于 Zu, 


A oS DB), E 
为 了 推出 随机 测度 的 存在 定理 ， 我 们 需要 具有 较 抽 象形 式 的 
一 般 随 机 过 程 的 柯 尔 莫 果 洛 夫 存 在 定理 ， 


设 了 是 一 个 性 春 的 附 标 集 ， 对 每 -- +€ TT。 对 应 一 可 测 空 间 
OnB) WER UCT ,以 [| Y, AREXE U LEAF 
ren 
Y,G€U) 中 的 函数 Sk, AV EU NERTR, 我 们 用 HY 

RRB RER 
Iir > HY. 
tev rer 


BD fy 是 了 在 了 7 上 的 限制 . 
4 ET AOAIRFE RINGER De finiT), [2 BABE 
#Eu 


义 的 。 我 们 把 I] 2. BELHSSHSRBRAR Ri CEMUE 
下 了 了 


finiT》 是 可 测 的 最 小 9 代数 。 
现 设 P 是 ( [LY,, 多 ,) 上 的 一 个 概率 测度 ,PoCU € finiT) 
Ir rer 


是 由 Po PC) 给 出 的 一 个 定义 在 ( 下 Y,。 [] 多 ,1 上 的 概 
. reg 740 g 

率 测 度 。 对 任意 VCUE finiT 有 Pr 一 PoC). BZ. iti 

每 一 Ue finT, 4E (Ty. 11 #.) 上 的 一 个 概率 测度 Pos, 


GX EE e 
Pr 一 Py (hy), ¥cu, (11-3-6) 
WR {Po:U € fini} 为 一 投影 系 (projective system), 柯 尔 莫 果 
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RRA EAA the Auk —woe H Ya [H 8) EAA 
‘er rer . 
Pym PCOS)", f Ue nil (ii-3-7) 
CFR ARE P AE RTE P RAGA BS RRR IHC 


Pe li Py. (11-3-8} 
-二 一 一 一 


5) 11-3-3 (ADLER RR RE RD 说 
T MHE, MR eT, WHAM CY,,B). 又 设 
{Py:U € finiT} 是 一 投影 系 ， 如 果 《i) 对 每 一 :ET， 存 在 F, 
为 一 个 “序列 紧 ” 的 于 族 UW, ME {Ann 一 1,2,---} 是 名 中 


BERRA 一 o 的 集合 序列 , 则 可 找到 正 整数 m, 使 得 


wel 


4-6. 


=i 


GD 投影 系 {Pr U E finiT} 是 * 密 "的 , SH re T PER 
BEB, 有 
Pil B) = supPut Ad), - (1411-3-9) 
ee 


这 时 必 存 在 唯一 的 投影 极限 C11-3-8》。 

Se FAME. Plan, TEA Neveu(1969), 

AX Polish SRR AN, ee may 
定理 中 Y, $ Polish ZHE Z, = SCY) 时 定理 的 条 件 得 到 
HE MBE LEDER RE, 

设 2 是 县” 的 拓扑 的 一 个 可 数 基 ， 我 们 可 以 招 饮 选 得 
对 有 了 万 并 各 有 限 交 是 封闭 的 ,两 且 还 包含 空 染 囊 和 整个 空间 绕 。 
RE UR Z PRAHA Z (proper difference, PIS AD 
BR DBM AB) 的 有 限 不 相交 并 组 成 的 集合 类 。 不 难 证 明 NA 
就 是 由 D 产生 的 代数 ,而 且 A 仍然 是 可 数 的 . 

现在 让 我 们 在 柯 尔 莫 了 时 洛 夫 定 理 中 选取 TT = A, Y, = Ri 
[0,c0o)U{oo}, B,- BR) 对 所 有 eT. 恨 设 给 定 了 一 个 


“Hae 


BAR {Pe Ve fini), Wee wR 
P= lim Po 
gini 
2 RONA KEFA ARNS Ik FERE e 代数 ) 上 唯 
FR E 
PCy ERI: CCA), pCa, YE E) 
= Pia aap E RA CCA), pA) E EY (11-3-10) 
RE AAE, EMER MAPA {Aste d) Efinill 和 Be B 
Ci BEAL MMIL SA Byte Sig aE Ri, mÆ 
i TN TSMNRRET HR 4, RAS G RE 
Bh i heer. SF 8 表示 把 pe Rete Bh 
为 (PAD PCA DER? RRA 
P pip da O Pinta C+ >) (11-3-11) 
ATHE PERMER TE R 的 由 在 紧 集 上 取 有 限 秆 的 a 可 
加 集 强 区 组 成 的 子 集 上 ,显然 必须 镀 足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) @ A,BeU B ANB— os, W 
P a.s.a lx yaz) E Rix + y= #) = 1, (11-3-12) 
(2) 8 {4,,2-1,2,-++} 是 U ORAS, Ate, 则 
对 任意 1 >0 有 














lim Py to, = 4, (11-3-13) 
(33 G4 4¢4 4B RL 
PCR.) 1, (11-3-14) 


FCT MANES A,B EU 有 
P(pe Ri: pA) + p(B) =pl AUB) = 1. (11-3-15) 
因为 A 中 只 有 可 数 多 个 这 样 的 集合 对 , PAS l bART 
加 集 图 数 的 集合 以 测度 1 。 


HEA 
PCPRR: ple) = 0) = PCO} — 1, (11-3-16) 
又 由 (3) 短 对 于 % 中 任意 有 界 集 台 ALF 
Pig eRi:p(4) < œ} =], (11-3-17) 
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HE PURT APRILE OSA, AS 
是 紧 空 间 这 种 较 简 单 的 情形 ， 
定理 11-3-3 (NEN O`) 这 ae BES 
i], UD 和 [PoU E fini} mAh < ab EARO), (2) 
CORE. WEL AR), Po AE EMEP ERM P, 
使 得 
Pl wt MOA): (ul A), A) © E) 
一 P ada E) 
对 所 有 [A A} E finil 和 Ee BCR). 
证 明 HEENA CCH, CHAR C BAN, AmE% 
的 。 故 对 每 一 +E G， 有 不 相交 的 集合 0.,V,€ D, 使 得 EU, 
MGCV,, TE, GOV, 和 UCV;、， 从 而 有 
UTCGc WU Uc Uri 
Ea z€6 


"EG 


即 
G= Ur.. 


TEG 


因为 每 一 Ye 更 ， 击 鹃 的 可 数 性 知 最 多 只 能 有 可 数 多 个 不 同 的 
V ,出 现在 上 面 的 求 并 运算 中 , 故 G 是 Ff。 集 , 即 可 号 


G = J Gin), 


mel 


其 中 Gi) CURR, AN A 中 任意 可 表 为 ” 纺 中 两 集合 6 
AG, 的 真 差 的 集合 能 写 为 


E = GNG: — GNG, = |] (ENG), 
而 时 中 任 一 集合 4 都 是 这 样 的 真 莽 的 有 限 并 , 故 .4 也 能 表 为 
A- U Ata), 


om] 


其 中 a(n) BU DR. 因为 % 是 一 个 代数 ， 故 可 以 把 
{ACn)} 选 得 是 递增 的 ， 


+ 520 = 





TERIA UR REDE RE Y, = LB) 一 BCR 
对 所 有 ce 了 一 所 ， 这 时 定理 条 件 影 你 得 到 请 是 ， 改 存在 叭 -他 
RERI P, 我们 用 02， 表示 定义 在 江上 的 所 有 请 足下 列 条 件 
PARAL RPA 4:(iD p) 一 0 A GDlimgpl AA) = 0 


对 所 三 Ae WU, WAC GM U 的 可 数 性 知 PCO 一 1， 下 
下 加 一 步 证 明 O, Vina V g e Ack. BEET. 
WATE pe Oo, FBR SE SARA FM {4,} CH, 
使 得 plp Bo WE o> Oo. Reh Gi) MAAR 4K 
存在 一 正 整 数 m, E1 

pl AA, Cay) < 82D, 











4 
Fi = N Aln) 


kail 


显然 f; BABB FinCFiE ,注意 到 4, 是 递 隆 的 和 Aa)? 
Ap TERE Fi BA RH 


Fi = Ai\ U LASA 


于 是 有 
gl Fy) = PA) — & ( LU CANA OD) \ 
k=] 
PA) — >) PAAD) 8/2. 
He ”的 紧 狂 得 


NAD) F; 中 ， 
i j 


这 与 Ale OBR S. WER peo, 都 是 = 可 可 的 。 因为 
oN) 一 BA), RE pe Q, 能 一 意 地 扩张 为 BOS) 上 
的 测度 wm， 由 于 & ASEAN AMEAAR. HbR 


* S11 » 








Pig: pl) = KR) <wo)— 1, 

所 以 可 认为 站 是 Radon EOE, MAA SiS Saa = BO), 
MOAR ME PSE be eM OCR), SCALE. E 

基于 定理 11-3-3, PPR BULE a} OE Ree ER. 
ETIE PE SR oS ER, Ree RRR ERT 
ARIMEA, 405 SRR BOTA Jagers(1974), 

定理 11-3-41t 随 祝 测度 的 存在 定理 (二 )] eH 是 Polish 
ZH, Kj 二 1,2,'…"} 是 2 DR BRIRLA Te OR 
E, FAURE Z 上 包含 {Ki,i 一 1,2,-……} 和 党” 的 一 个 可 
SE RM. MEREKA (Py U € finia) 满 下 前 区 的 条 和 性 
COSG), WEE COR), BOM) 上 准 一 的 概率 测度 P, 
TINERE n, TE 4 A Eu 和 ECBR) 有 

PCS AB) 6A), uA,)) EE) 


§11-4 抽象 空间 上 的 随机 点 过 程 


令 NR) BREE (PR, BA)) 上 只 取 非 负 整 数值 
(包括 co 值 ) 的 Radon 测度 ， 即 计数 测度 的 全 体 . 一 个 状态 空间 
为 孚 ”的 随机 点 过 程 就 是 一 个 以 概率 1 只 在 Ca) ERAR 
随机 测度 PP， 这 也 就 是 说 满足 条 件 PCAC) = 1, 

定理 11-4-1 WR) EMP) EA RIDA 4 
子 集 , 因 此 Be Bw), 

-证明 首先 证 明 对 于 和 任意 KENE) 和 地 的 任意 紧 子 集 
K, RBA AK) 一 0， 或 者 存在 正 整 数 革 使 得 


w+ AK) = Damen), 4D 


AP n BEER, E Kye. ) EKRANE, Ch eA) 一 
1,8) HM. BOG KK) >0, Ham pCK) mn, häl 
HOMME ME EK, -FPR Vi, HR ee 
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el). Bj oil, WA E f2¢ Kial) Sl} HAHET 
JEA ORR E AO RR) TEAS E = ta 17， 
sl is Fo K EDE, N 


FE] Fas 
«GF 





Ag Uk pa RS Ea 
Feri 下 。 U V, ` 
Y, ) (U. ) 


这 里 SCP EARR, SAE — p. 因为 AK\ED =O, & 


AF) < Durden? 


4 
相 皮 的 不 等 式 显然 成 立 ， 因 此 ,和 Sade, 在 下 HATE 


i=1 


上 相等 ,因此 在 BK) 上 . 记 相 等 ， 现 设 {Himst = 1 2。 是 
由 MCA) 的 元 素 组 成 的 一 个 序列 。 对 于 任意 紧 集 KOCH, E 
上 述 知 


4 
ty? VK) = Din ex cms +), 
i=] ‘ 


Ete OR moo), 出 引 理 11-3-1 知 存在 FE CB), 
E Kisna, PRA 
BKK) E yl > wf <oo, 

TORRES (ka) 应 是 有 办 的 ,从 而 dka) AUTH {hah 我 
OAR ETRAFA. k EER, E ba 一 到 知 存 
ABMS, 使 当 Sela ka m k AALT Aa 
到 

ni? T> 8; 44 j- œ 
和 

ie > x, €K 当 joo, 
这 里 可 以 取 {m} 是 dm) SOFA, th de) ME fo} WF 
We BG ge C( BP), HASMRAAT KES joo 时 
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tea 
i 4 
BE A og 二 > Pg ay) -> Dong). 
! int lei 
Aue 
+ 
a . NK) —_ DS} aie.,€ . Js 
iai 


从 而 
uC +) = supe > ANKJE HCA), 
定理 证 完 。 a 
计数 测度 we NCR) AAT ALND, HER rea 有 
eel, RIA CM) 表示 篇 单 计 数 测度 的 全 体 。 
点 过 程 PACA, R PALE) 一 1. 
定理 11-4-2 VBA) BN) = BUM) VMI) 
证 明 A A Eo BAT ST 


=U, 
这 里 K LRU, ERE KOA, (Bn) 
Tnt 
表示 天 。 的 一 个 满足 条 件 diam| BY) < 1/4 KRA U 587 一 
. imi 


Ka, BEN Bi =o 4 itn, BLE BUA), 而且 求 并 运算 是 对 
有 限 Jua 个 集合 进行 的 )。 记 


i= U n Utne NOR) eC BG) > 2}. 


aed key jmi - 
因为 BA) = BOMNNMNA) = L anA ANALE, & 
ACBL), SER ke A ， 存 在 某 整 数 m, ENA k, 忆 
能 找到 整数 ii 使 得 ACB8,) 2。 于 是 存在 «eX, 使 得 
ps) > 并 如 果 不 是 这 样 ,因为 Ko PARA ARS ARE, 
1/ 小 于 这 些 原 子 相互 距离 的 最 小 值 时 就 不 可 能 找到 一 个 i EE 
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$ CBR 2, 所 及 pE MORN). BZ, # pë 
MOAN CA), WE ce RA 和 KS, A Ye 天。 和 
a(x) 22, FENNE k, FE Bpr, BS 
a BH 2 nle 2, 
从 而 有 ae 4。 这 样 就 证 明了 A= NURANA L). MEE 
证 AEBS), E MAB) MH NLRA E BY). lEs 
ESL EEE GEE 1-3-4) 和 随 宙 点 过 程 的 定 
多, 我 们 容易 推出 如 下 的 随机 点 过 程 存 在 定理 .- 
CE 11-4-3( 随 机 点 过 程 的 存在 定理 ) REE 11-3-4 的 假 
设 外 ,再 设 对 所 有 AEU 有 
Palo i, (11-4-2) 
R (A), BAM) 上 由 {Po:V € finite A BER MBE 
下 还 满足 
PAY) 一】 
即 投 影 系 唯一 确定 一 随机 点 过 程 .. 
设 扣 是 一 随机 点 过 程 , 我 们 说 x € 呢 ” ”是 5 的 一 个 固定 原 于 ， 
(fixed atom), Wm% 
P(E(s) > 0) > 0, (11-4-3) 
说 去 没有 重点 ,如 果 
P{ 存 在 *e BR 使 得 Ee) Sze 0. (11-4-4) 
荔 见 一 个 简单 点 过 程 就 是 没有 重点 的 点 过 程 ， 
另 一 方面 ,对 尾 意 pe NCE Y, TAR 
f(z) = mia(u(*),1) (11-4-5) 
定义 一 个 新 的 计数 测度 A ENL). BM Ale) 0 Mu) #0 
的 点 * 是 相同 的 ,但 o RRR. SILLA, fe aR A 
RUBRE o EN. BSL, 令 daku) m min(u( 4), 1), AE 
BR), Bt >, 的 可 测 性 是 显然 的 。 现 设 上 ERREA, 
ARARRERR, UW 4 可 表 为 广 足 以 下 条 性 的 有 限 多 个 互 不 相 
REM E Ags, do … 之 并 : 
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diam4,<+ gjan, 4)¢ BUR). 
FT 


BE 的 增 大 ,划分 tA Ae} ROR BORER, RIN 


dra = Dos 
TE MAITI OU Ok E E OS EA E 
imp) = fi 4) ERA CCR), 


因此 , 映 象 加 作为 4 AAR OT AY. 

Siem gE， 则 是 一 简单 点 过 程 。 易 见 § E BATE 
当 且 仅 当 P(E 一 5) 一 1， 

定理 11-4-4 SRL CBLE) 是 一 个 会 
RB WARM RM, Wie 上 的 分 布 由 所 有 PCECA) = 0) 
《4 是 OM 中 的 有 界 集 ) 唯 一 地 确定 . 

证 明 ”由 定理 的 很 设 知 在 本 定 至 之 前 证 明 允 象 由: 一 应 的 
BMH, 集合 4 和 Au 可 从 中 选取 ， 因 为 每 一 由 4 只 
取 值 0 或 1， 故 由 实际 上 是 从 可 测 空间 CCR), oae N 
CRJ aD OJA EAD BMS OV (法) BADE 
的 可 测 瞎 象 ， 叉 因为 集合 类 

= {{u:nCd) = 0}, AEA} 
HR- rR (BLL, ABBE, WHE A464, WE 
B= {aul A) 0} Bm {el = 0}. 容易 验证 BN 
Bram {nu AUA =O} EA). 余下 只 须 利 用 引 理 11-3-2 Bp 





HY 56 BRAS TE BB TIE A, | 
HELAER BM, 个 简单 点 过 程 的 分 布 可 由 那些 没有 这 过 
BMW RMR AME Cee. 


如 何 判 断 一 个 点 过 程 是 否 简单 的 呢 ? 下 面 将 要 给 出 一 个 有 用 
的 判别 准则 ,为 此 要 先 引 入 一 些 定义 ， 

我 们 称 ze Bo EWE n EAR 的 不 于 ,如 果 n(x) > 
0, 测度 pe HC 免 "》 称 做 非 原 于 的 (或 扩散 的 ), 如 果 它 没有 原 
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F,R «(s) 一 0 KATA re A. 
定理 11-4-5 设 § 是 一 随机 点 过 程 。 若 存 在 一 非 原 子 .的 
26. (0S), HH A6U 和 当 DL 时 有 
PLECA) I 2) = oCA)), (1-4-6) 
其 中 4 Afar eat. WS MAM. 
征明 ”由 对 .人 入 -的 假设 知 存在 一 串 紧 集 {KK.}, 使 得 
K, tÆ 和 K,CKS.,. 
又 由 测度 4 的 规则 性 知 对 每 一 天。 和 任意 EK,’ BRET OM 
VE 和 VCKin 使 得 
P(E(V,) B2) < eA(V,), 
HK AER AW APRS V, BE Ko ELISE Ap 
有 限 多 个 豆 不 相交 的 集合 AnA 使 得 


Ki U ADK, 
和 P(ECA)) = 2) < ECA: ) ,i m FERRETA 于 是 有 
P( 存 在 x E Ky, E F(x) 2 2) 


< EPEA 22) 


< CA) 


imi 


= EACK ya). 


因为 Ke) < 0c, Ws 的 任意 性 知 

P( 存 在 x*& 并。 使 得 He) > 2) 一 0， 
即 上 以 概率 1 在 天。 中 设 有 重点 ， Bae 的 9 RENGER 
的 论断 。 a 


§ 11-5 随机 测度 的 分 解 和 表征 


我 们 首先 从 两 种 不 同 的 观点 讨论 随机 测度 的 分 解 问题 。 第 一 


+ + 


种 观点 是 按 具 有 随机 性 与 否 把 随机 测度 分 解 为 纯 随 机 部 分 和 非 随 
机 部 分 ， 第 二 种 观点 则 蒂 是 否 含 原子 把 随机 测度 分 解 为 不 沼 原 子 
部 分 和 纯 原 子 部 分 。 然 后 综合 这 两 类 分 解 就 可 以 得 到 更 精细 的 分 
解 表 示 。 

为 了 推出 蕴 机 测度 的 第 一 闫 分 解 表示 ， 我 们 项 要 引信 某 些 定 
义 和 引 理 。 设 纤 一 nt T} 是 一 族 定 义 在 局 一 可 测 空 间 
(2,5) CORE, ,这 里 了 是 和 任意 指标 集 ， 我 们 把 由 


uB) 一 DY pC BO AD, By ES, Ar BES, 
t= 


ANA =e A kA) ant 


En BERAR. 

如 果 测 度 族 经 包含 所 有 形 如 (11-5~1) 的 测度 , 则 称 A 对 在 
不 相交 可 测 集 的 局 限 是 封闭 的 ;如 果 7 包含 所 有 形 如 (11-5-2) 
的 测度 , 则 称 多 对 在 有 限 不 相交 可 测 集 的 局 限 是 封闭 的 ， 

3 1-5-1 若 S 对 在 有 限 不 相交 可 测 集 的 局 限 是 封闭 
的 ,而 且 它 被 某 一 有 限 测度 所 控制 , 即 对 任意 wm eS 和 BES 





:AB) ECB), (11-5-3) 
v( B) = supe B), BES (11-5-4) 
VBR vB CAS) ERDAPROUE. 
证 明 AC 11-5-4) shee HOM e BRR. PE 
明 它 是 有 限 可 加 的 ， 为 此 只 须 证 明 对 任意 不 相交 的 可 测 集 B， 和 
B, 有 


则 由 





vCB, + B,) = »( B) + vCB2), (11-5-5) 
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Hiv 的 定义 (11-5- 生 知 对 任意 s > OLE a 6S, ES 
v(B,U BD — 2 < p(BUB,) 
一 aB) + CB) 
< vC BD + v£ B). 
He 的 往 意 性 即 得 
»(B,U BD < vB, + vB), (11-5-6) 
FIR TERR RRA Sie. H CR) T vB.) 的 定义 
知 对 性 意 s > 0， 存 在 测度 wwe 经 ,使 得 
MB)—s < pCB) 
和 和 
HB)— 8 < KCB), 
现 定义 副 度 se 如 下 : 对 任意 CES, 
Ae C) = CCT BD a COO BD, 
由 假设 知 wpe S ,因而 有 
v B U BY > as CB, U B 
= 2.0 BI) + pl Bi) 
> 以 六) 十 MB) ~ 28, 
me 的 任意 尾 即 得 
vB U BO vB) + eC 8), (11-5-7) 
HRC 1 1-5-6 ANCL 1-5-7 SSN REM > RATER POE, 

AM CAPRA RMR, RE ey Bo 
AA, 2 RAE EAS REE. Bld 和 BE SQI 
1,2,°-+), TRA 

OSB CCRC 4 ko oo, 

引 理 11-5-2 & S 对 在 不 相交 可 测 集 的 局 限 是 封闭 的 , 它 
被 一 a。 有限 测度 所 控制 ， 则 由 (11-5- 人 ) 式 定义 的 集 沙 数 b 是 一 
o 有 限 浏 度 ， 

证 明 SL BBR RAE 
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Bom |] Er Ep € 3, EN Ei m RAI), 
km} 


MA CR) < oo 对 等 一 k ANA mE, E 


ECB) = 2 CBE), BES (11-5-8) 
EL CRS) 工 的 一 个 测度 ， 类 伏地 ， 
COCR) =~ CC BNE), BES (11-5-9) 


RH CE, 上 的 一 个 测度 。 注意 st FC BEARN 
SUS ARBRE E, E. MER Sy (el? eT) 和 
We pe SER 11-5-1 Oe RMR S, 的 上 确 界 
HS vo 它 是 有 限 的 ,而 且 把 全 部 质量 集中 在 A, 上 ， BR, H 




















BI SvB), BES C11-5-10) 


定义 的 ?是 一 9 有 限 测度 , 它 就 是 我 们 所 有 要求 的 测度 一 一 疾 双 的 
LARME. FXL HER BeS,e>0 MARR A, HoH 
定义 知 存 在 PEM CH, HH 


viCB)— 4 <u B) C= ul BN ER)). 





oo Dar, 
ml 
由 Z 对 在 不 相交 可 测 舍 上 的 局 限 是 封闭 的 假设 知 ve L, ti 
A 


WB) = PCB) > SB) —6 
kmi tml 


=- x B)— 8, 
另 一 方面 ,对 任意 p:E 有 


r( B) — 5 va B) z SB) - Ref B), 
cmt ny 
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TIE o MEMAR E (11-5-4) A LARME., 类似 于 引 理 
11-5-1 $05) 1-5-2, EEJ DA HEIE SB BY PE R. 

引 理 11-$-3 AS be ARM, MA A 对 在 有 限 
RAE ZE RI A E GI RATH E R, 


nCB) = int pA BY, BES (11-53-11) 


ELARRE, 

引 理 11-5-4 Box 至 少 售 一 有 限 测 度 , 而 和 且 st 对 在 不 相 
ZT NEAR PAA, MO-SE e ARE, 

我 们 知道 ,一 个 随机 测度 就 是 从 《8 ,多 ,P)》 到 CCR), 
B.A) YT aR E DBE OX BB ) 到 [0,20] 
AS BIT Ela, A) M06 0,46B B®). SPR 
w (wo, ©). (A), Bi- Radon WE, Uo ARH. 

定理 11-5-1 任 一 随机 调度 上 (al RH 

E —y+E, (11-5-1412) 
Hh s B—SERABLCRI RAT o) 的 Radon WE, E 是 绕 随 
视 测度 , 即 车 在 在 测度 n 使 得 Eo, B) In) 对 所 有 we OM 
所 有 Be Æ) Nt REE- ENE, 

证 明 以 Sf 表示 对 所 有 oco 和 所 有 BE BOR) HA 

E 

E(w, B) > p(B) C11-5-13) 
的 测度 & 的 全 体 ,我 们 验证 SWF 11-5-2 的 条 件 . 首先 ， 
SY 对 在 不 相交 可 测 集 的 局 限 是 封 厅 的 。 事实 上 , 对 任意 不 相交 可 
WERA Lal  S 中 任意 测度 序列 {a} H 


pl B) —r Sa BN A) B E BR) Ci1-5-14) 
EMMRMAA-AE ,而且 
HB) = Dy BN A) 
rat 


<x dye, BM Ay) 
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. «= Elwo, B), 任意 ot OQ, 
BJ nes’, ER, AMS RERNE, ER maea, WY ge 
Eo, * ) 是 一 Radon 测度 , 故 是 有 限 的 ， 我 们 可 到 它 作 控 制 
测度 ， 这 样 一 来 ,由 引 理 11-5-2 知 

vB) 一 supp B), BE BCR) 


定义 一 测度 ， 它 不 依赖 于 © 因为 rS SC, +e eC), 
故 ” 也 是 一 Radon 测度 。 最 后 , 令 
br», 

fh 的 定义 易 知 所 古 一 纯 畏 机 测度 ， 这 样 我 们 就 得 到 & 的 形 如 
(11-5-12) 式 的 分 解 表示 . a 

现在 考虑 随机 测度 的 第 二 种 类 型 的 分 解 。 从 是 否 含有 固定 原 
子 的 观点 ,随机 烈度 有 下 述 定 理 给 出 的 分 解 表示 . 

定理 11-5-2 任 一 随机 栅 度 5 TG 





Em E, + DU» (11-5-15) 
t=1 


其 中 E BASES TRL, 6 A 是 的 国定 原子 ， 
U, 是 非 负 随 机 变量 ，5。 荐 集中 单位 质量 于 点 * 的 测度 . 
证 明 ”人 先 证 任意 非 随 机 测度 nc C2) 有 分 解 表示 


po pu, Diba: (11-5-16) 
km1 


$ip tip © AE BRA F bobne ER 和 Metre CB, 
若 规定 nro BR, 则 这 种 分 解 是 唯一 的 。 而 且 AeE VCR) 
当 县 仅 当 各 0, SLL A Ws 有限 性 知 产 最 多 有 可 数 多 个 
原子 , 故 可 把 这 些 原子 写成 bebe. WMA sup ob ko 
1,2,-**》， 于 是 





He > bidr 
Le | 


是 一 不 舍 原 子 的 测度 。 
现在 著 虑 随机 测度 Eo A) 的 情形 。 因为 对 每 一 固定 的 


. = 


By heat ts ete 





OEO, Elo, > ECR), Ba LURE Elm, ©) 可 分 解 为 
BC, + Dm EC, $) AON, .). (11-5-17} 


对 任意 o EO, Ce, t) BARES, NLE E 不 含 固定 原 
F. AFRA bo) 和 lo) HUME. 这 从 直观 上 是 
可 以 推 急 的 ,但 严格 的 证 明 并 不 容易 ,请 参 署 Kalenberg (1983), 
pp.20, | 
联合 定理 11-5-1 和 害 理 11-5-2 Way a 
定理 11-5-3 fE— MWE HT AH 


E = v, F En t EUa (11-5-18) 
其 中 n 是 不 全 原子 的 ( 非 随机 ) Radon 测度 ，5.。 基 不 含 原子 的 


纯 随 机 测度 ， U, 和 Üa 的 意义 同 前 , 
定理 11-5-4 AMINE i ETRA 


Em y Eu H SUG p> Ç11-5-19) 


kai 
其 中 vv 是非 随机 的 (可 能 含 原子 的 ) Radon 测度 , U, 是 非 负 ( 纯 》 
随机 变量 , GSR U, 的 差别 在 于 它 已 把 常数 部 分 分 离 测 Y 
th, 
大 们 可 以 很 据 不 同 的 需要 选用 上 列 诸 定 理 给 出 的 不 同形 式 的 
分 解 。 





$11-6 完全 随机 测度 和 泊 松 过程 


随机 测度 § 称 做 案例 的 (complete), 如 果 它 在 不 相交 集合 上 
的 取 值 是 独立 的 。 确 急 闻 说 , 设 本 ;Be BCR) 是 任意 = 
ARETE, ECB), +++ ,5 B,) 是 相互 独立 的 随机 变量 . 容 
易 看 出 ,完全 随机 测度 的 分 解 表示 (11-5-8)( 或 (11-5-19)) 中 随 
机 变量 UUs o GEEH, ULU) 是 相互 独立 的 ， 

抽象 空间 . 受 ” 上 的 消 松 过 程 是 一 类 特性 的 完全 随机 测度 . 我 
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人 将 要 在 本 章 前 而 各 节 材 料 的 基础 上 简要 计 论 这 类 过 程 。 读 AE 
病 读 这 些 内 容 时 可 与 溃 一 章 相应 的 概念 如 论断 相对 照 。 
Wea de CA, BCR)) 上 的 非 原 子 Radon ME, ATER 
AC GOP), 4% at dco he 
PunCia}) = OLR AY] /a A l,l,- +, C11-6-1) 
当 ACA) = co 时期 定义 
Pin({o}) = 1, (11-6-2) 
ER, WE 46 BCR) MO Z FOO SRE. 对 
于 互 不 相交 的 Atter AE BCA), > 





Pag dgilis = H Piai D, C11-6-3) 
bat 


这 里 rtt, EZ, 对 于 一 般 的 集合 Apte 4,6 ZLK D), 
由 通过 抬 这 些 棠 合 分解 为 形 如 
ANNA A 4 
PF ete 
的 互 不 相交 集合 Cistte Cys 可 以 把 每 一 Ai = Lyre syn 表 
3 





"i 
Am |] Caml EEN, LEEN, 


het 
mE 
a N 
U= Uc, 
fod fel 
于 是 定义 
Pag saa {rs rel) 一 EP ey cnt ln, fn) 


(11-6-4) 


式 中 的 求 和 是 对 所 有 满足 D? n= Wa, ee, ww Ljan) 


kai 
进行 。 可 以 验证 ,这 是 一 个 投影 系 ,由 随机 点 过 程 的 存在 定型 知 它 
EE OAR) ACM) 上 的 一 个 概率 测度 Qu。 RT 
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BAJE. 
定理 11-6-1 汽 松 过 程 没 有 固定 原子 ,也 没有 重点 . 
证 明 BW RRA SARIS 4 的 泊 松 过 程 。 因 为 4 是非 原子 
的 , 故 对 任意 re A 有 Az) = 一 0, 由 此 推 得 
PÈ(Elx} 一 02 一 一 1 
另 一 方面 ,由 (1-6-1) 式 知 对 dé BA) 有 





PCECA) I 2) = D e204) Dn = ofA A). 


C11-6-5) 
由 定理 11-4-5 知 BABA, a 
MHN, 和 如果 在 汽 松 过 程 的 定义 中 放 奔 对 均值 测度 4 的 非 
JA BOR PURGES) pea ee A 使 得 AG > 909， 这 时 
PCE(e) — 0) = e70 1 








和 
PEC) <1) MO + Ae <1, 
即 > 是 点 过 程 & 的 一 个 固定 原子 ， 而 昌 在 * 可 能 出 现 重点 ， 这 
PEAS Sil RE MIB. 
定理 11-6-2 随和 机 点 过 程 上 # 是 泊 松 过 程 的 充 要 条 件 是 : F 
在 【及 BOB )) 上 的 一 个 非 原子 的 Radon 测度 1 和 一 个 包 
STR UCB 2D), SRA Au 有 
PLECA) = 0) m eUe (11-6-6) 
和 
P(ECA) > 2) 0€4C4)) 所 了 一 0 C11-6-7) 
证 明 WEE Heat MYC l-6-l AREE 
给 出 ， 下 面 证 明 充 分 性 .由 定 埋 11-4-5 SE BAA Re 
11-4--4 知 简单 点 过 程 §6 的 分 布 由 PCEC A) = 0) = ee CORA 
AeU 能 值 确 定 ， 这 就 表明 二 是 一 个 其 有 均值 测度 4 的 浪 松 过 
E | 
定理 11-6-3 BA, B(A )) 上 的 Radon ME a 是 非 


9 3 了 








原子 的 ,而 且 人 ) < co。 则 对 所 有 BBM 有 
(CB) = Sorf dX bei Jd) Adzia, 
a=0 aa! 


(11-6-8) 
这 里 mC) ER 为 均值 测度 的 泊 松 过 程 分 布 ，3。 是 招 单位 
质量 集中 在 * KREME, 2° BS He 重 乘积 空间 。 
证 明 对 于 BCBS), & 


OCA) = Bret ta ba edad ae, at 


容易 验证 这 样 定义 的 OC +) 是 ACR RBU) 上 的 一 个 
概率 测度 ， 设 点 过 程 $ ADH OM AE ALA A 


PLECA) = Of me Dof hanom 





> ， Cdx。 
o> bai jda) dx) in! 


一 Set adn) -ad 


a= 


一 Sela a ay 
nao 
mm HR Dal 


ALA) 


= e 


和 


PEDS D= EPEC S 2,8.) = n) 
— 于 ec: | Cda) -Adra fnt 


— Deoa TL CR la 


wma 
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m= o(4C AD), 4 WA) 0, 
故 由 定理 11-6-2 ARAD O RA ee) 4 的 泊 松 


we » BD 0 = II。 a 
定理 11-6-4 随机 点 过 程 5 RAMA R4EAA A 
定 原 子 , 漫 有 重点 和 是 完全 随机 的 ， 


证 明 ” 技 照 泊 失 过 程 的 定义 和 定理 11-6-1 DERG 
所 要 求 的 性 质 。 下 面 证 明 充 分 姓 部 分 。 设 5 是 完全 随机 的 ,而且 
没有 固定 原子 和 重点 。 我 们 要 证 明 存 在 一 个 满足 定理 11-64-22 
Ray Radon 测度 1. id 

HiAd = PCECA) MARMOL ee, 
FH Ade 或 Atle} 时 有 DAS, RARER 
可 测 集 4 有 .Iod 也 0。 因 车 不 然 , 设 d 是 .党 ”的 一 个 上 距离 夫 令 
Vite) = (ysd(ryy) < /2n}. 
因为 4 有 界 , 不妨 还 设 它 是 闭 的 (否则 可 考 忠 它 的 闭 包 4)， 故 从 
TAER [Vir 4A) 中 可 选 世 有 限 多 个 集合 Va Ve 
mA, $ 
B = AQP y 


By ANVR Us UB Dim lek 


t 
易 见 且 B, 互 不 相交 ,而 且 Aw U 8;, 这 样 我 们 就 得 到 4 
的 一 个 划分 ， 由 完全 荫 机 性 有 


4 


0 一 DG4 一 了 [rs， 


故 最 少 有 一 个 B 满足 LE =0, 我 们 抬 这 样 的 一 个 集合 记 作 
A. tt A APERE VOO 覃 复 上 面 的 推理 我 们 可 得 集合 4， 
它 满足 Bed 一 0 和 ACA., 依次 重复 上 上述 步骤 就 得 到 一 串 递 
降 的 沁 合 序列 4 局， 其 中 集合 4. 的 直径 小 于 


lin BA Dod 一 0 因为 门 4 不 能 售 有 多 于 -- 个 点 , 于 是 有 
ont 
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1A,tl, 55 HA. 一 0《 对 所 有 OB. 这 样 ,我 们 就 证 明了 
DA +0, AT TEM 
iC A) — --log (1,4). . 

易 见 4 是 定义 在 《党 , 玖 (有 )) 上 的 一 个 非 负 有 限 可 加 舍 函 数 ， 
CESAR LEAR. A AtA, WH s- o 时 

ALA, — — log PCEC AL) = 0) — — log PCEC AD 

-= 0) = 1A), 
fla 是 一 个 Radon WE. 最后， 由 atx} = — log (Ib(z)= 
一 logl 一 0 知 1 不 合 原 子 ，。 
现 设 {Ans . -4,,.} 是 有 和 田 集 有 4 的 一 个 划分 , 它 满足 
UA, ZAA)" 

和 diam(4,;) <l/a X jel, r 这 时 有 

TA = P(ECA = 1) 


= SPE AL) = I) PCECA\A,)) = 9) 


fut 


"h 
— > Aie mtie Ar PFE 


jl 


> OD TAY (11-6-9) 


fmj 
利用 这 一 事实 和 下 面 的 不 等 工 : 
lu + log(1—#}) Set Kual, Hh e 是 某 一 
正常 数 ,我 们 可 推出 . 


PLZT + log lI (1 一 MA, 
jmi smi 


< >) A iog tl — MAn) 


em 


Sc 5 Or ET- D 


im] 


-5538 + 





E 62°"2(A) SOAS 


el ACAD A etd 
一 0 won» oo, (11-6-10) 
男 一 方面 ,因为 PCA) #1) PCE A, m0), i 


TLQ — 9,4, 2 [BA ~ IA ~ et. 
1m1 J=] 


(11-6-11} 
因此 , 当 sn — œ 时 


C= Ag) — mA = [| PCA AD 


— PCECA) = 0). 
= PECA G) E l, jm bartered 
一 PCECA,) = 0,7 ls te) 
= P(ECA 2 tyro. 
LAAMMT ERA 上 没有 重点 ， 这 样 ， 我 们 就 证 明了 当 


n — colt 





TI 《1 -= H Api) —> H, A = eA, 
联合 这 结果 和 (11-6~10) 式 见得 


Him DT Agi = A), 


nao jm] 


上 表 根 据 (11-6-9) 式 可 推出 
Ae DA), 
从 而 当 Xi(AY 一 0 时 有 
P(ECA) 守 1) 1— HAd— HA 
Do THOA) = ol 204)), a 


§11-7 Palm HR, 4 
在 第 四 章 我 们 已 就 状态 空间 是 Ry 的 平稳 点 过 程 情形 引入 并 


«539. 





讨论 了 Palm 概率 (或 者 说 Palm Ja) Eà RAME Palm 概 
率 的 概念 推广 到 抽 过 状态 空间 他 ”和 一 般 随 机 点 过 程 的 情形 ， 

HEE 县 ”上 的 和 随机 点 过 程 . 肯定 已 知 去 在 rer AR 
发 生 , 即 Exe) > 0. 在 这 条 件 下 ,我们 能 对 这 过 程 的 余下 部 分 说 些 
AAU? Minh, RITE DBRS PCE BEC) > 0)， 
BE BOM), 

如 果 * 2B E AEEA, ROGAN 

PCE€ Bl E(x) > 0) — PCE B, EC) > 0)/ PCECe) > 0), 
(11-7-1) 

但 当 PCE) > 0) — 0 PT RRA BE aot fA 11-7 -1) REN 
RRE PCEE BEC) > 0)。 下 面 让 我 们 来 解决 这 一 定 义 问 
题 . 

PEM @x (CH) BR, MRR, CRATER € 
代数 BCE) BLN) 可 测 的 ， 而 及 使 租 对 有 界 集 Ae 
BR), 




















A) | oe E ECan) (11-7-2) 
有 有 限 数学 期 望 ,这 里 E 是 对 应 于 专 的 简单 点 过 程 . 记 C+ )— 
EEC. ), WM 24) 是 集合 4 中 相 异 点 的 数量 的 期 望 人 入。 BG 
是 BCA) 上 的 测度 ,我 们 还 假设 它 在 有 界 僻 上 是 有 限 的 , Wa 
是 一 Radon MIS, MR ACA) — 0, MW PEC 4D 1, A 
而 P(n(4) = 0) 一 1, 这 时 又 必 有 En( A) = 0, BLL En 是 关 
于 绝对 连续 的 ,由 Radon-Nikodym 定理 知 存在 一 个 *# 的 函数 
Esp, EERTE Ae BQ) 有 


En A) 一 | E pilde), (11-7-3) 





我 们 也 使 用 记号 
En(dx) = E piaCdr), (11-7- 4) 
车 A(x) > 0， 则 由 C411-7-3) 和 C11~7~2) 式 得 
E, phla) 一 Enk) 
= Ef plr, Ẹ)EC)] 
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= El plr, č) i) > 0], C11-7-5) 
这 里 我 们 用 记号 Elp Bb] ERP ERS BEM. NA 
aC) = ELEG)] = PCE > 4), CLB- 7-3 
故 当 A(x) > 0 it 
E,p = EL pte,$);8(x) > 01/a(e) 
就 是 给 定 se) o> 0 时 pls g) 的 条 件数 学 期 望 。 AR 
(IURE te) > oO) E, RIEDE Esp RMA EG) > 0 
时 plr) Mae Hace SS inte 
Esp = El p'e) > 9}, (11-7-7) 
在 plr, E) 一 EGB E BOM)) 的 特殊 销 形 ,511-7-7) 式 
FEA 
E,p = EUlEJ EC) > 0) 
= PlEE BEG) > 0), (11-7-8) 
这 是 给 定 Fl) > 0 RRA. RCS ie Mike 
条 件 概率 可 以 选 下 为: PARI re K, eS BAI 
概率 测度 。 我 科 把 这 概率 测度 记 为 P， 并 称 之 为 Palim HE, A 
BRE, 表示 具有 分 布 了 ,的 点 过 程 . 
为 了 证 朋 下 面 的 定 娃 11-7-1, RGR TP eSB, B 
和 引 理 11-3-2 有 密切 关系 ， 
引 理 11-7-t 设 S 是 一 个 «ch, OH BREWS 
H, EMERE: 
(a) 1eE A Le 对 所 有 AES, 
(b> #4 {1f BO PARAR, ma AT APR, M 
Fewer, - 
FE, Bema (A )- SWRA oS). 
me (4) 仅 关 了 为 有 界 时 成 立 ， 则 2 TAMARA 
oS )— Hy PAR, 
引 理 的 证 明 可 参 闭 ,例如 、，Bergstrom(1932)。 
定理 11-7-1 ii PENLAN CLR J, BROX BLAN) 
FCR, ECR) TWA. 着 Ep 存在 , 则 
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Ep 一 j plz, a) P, (dn) = Ep x,t.) 
€11-7-9) 
EAA BM? EHAN Lari) MORE Ree, 
RR AC BOR), CBN), HK, KEBAB MA x 
号 的 集合 族 构 成 一 =- 系 。 你 下 只 须 应 用 本 理 11-7-1. | 
定理 11-7-2 if ERA Palm 概率 PL AEE AD 
分 布 由 Pare Bl 和 im EË 叭 一 确定 . 
证 明 Me) 是 MCR) 上 的 任意 非 负 可 测 函 数 ， 它 满 
E fn) 一 0 和 Ea) o, KR m BBWS oA) 
一 0)， 叉 设 14.) 是 党 ”的 一 个 可 数 划 分 、 定 丸 
deny PRAD 车 zE dy, uC 4) > 0, 
0 E re Ay, ul A) 0. 


(11-7-i0} 
于 基 , 当 L) > 0 NA 
0< fala, adaCde) <l, 
而 县 函数 
-aaa en gt py, 
d(x, n} =m face, wade) (11-7-11) 
0 Aw My 
满足 方程 
(ole, end w= ] 任意 e= wy, 
因此 , 若 令 
px, K) = fCn br, a), (11-7-22) 


Wp C1i-7-2), (11-7-3) 和 《11-7-9) 式 得 
ELICEDI = BL] FEDW, EECa) | 





= E |f péca) | 
— [E palaz) 
一 | ETGEDeCzs)2Cds 


— (ÈI ocx, DP CAAA), (11-7-13) 


BI ELEJI 出 PF， 和 4 一 BE Wee. BAREM I 可 以 是 
AA) 上 的 任意 非 负 可 测 函 数 , 而 任意 可 测 函数 又 可 表 为 两 非 
Kh) RRs eS. BRE ERE. 最 
如 果 过 程 夺 没有 重点 ， 则 可 以 推出 概率 PEC) 一 K 的 一 
个 通过 了 过程 &， 的 相应 概率 给 出 的 表示 式 ， 
定理 11-7-3 Bl 没有 重点 ; 则 对 任意 正 整 数 《 和 任意 Al 
BB) 有 
PU(A) = = | Pear RACE) C11 7-14) 




















证 骨 定义 
blr, p) m Jeo xe A,uCA) > 0, (11-7-15) 


RERE. 
PLE Am k>, M 


| blr, ajeldr) = 1, C11-7-16) 
注意 到 < 一 E(11-7-13) 和 (11-7-16) 式 ,我 们 有 
PECA) 一 从 一 上 二 feveraCs) | BCEE) 


~ E {| hoon EH DEU] 


~ | E, adr), (1-7-17) 
其 中 q(x， n) ol Learn Cr, we). CACLI-7-9 RA OCs, 2) 
ATE SLA 
Ep = Eplr,s.) 
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— EX linsa E OCRE) 


一 PCE CA) k) “一 , ve (11-7-18) 
联合 CQ11-7?-17) 和 (11-?7-18) 式 即 得 C11-7-14) 式 ， 图 


最 后 ， 我 们 通过 给 出 一 个 泊 松 过 程 的 Palm RARER 
这 一 池 。 

定理 11-7-4 设 1 BR, BUR) 上 的 一 个 非 原 子 Radon 
测度 , 是 一 个 没有 重点 的 点 过 程 ,而 且 ES m Ff ma 则 上 上 是 
一 个 具有 均值 测度 1 的 泊 松 过 程 的 充分 必要 条 件 是 对 1- 几乎 所 
Ari, Mi+ 6, 有 相同 的 分 布 ,这 里 3, 表示 把 单位 质量 全 部 
集中 于 * 的 测度 ， 

证 明 ” 先 没 5 是 一 具有 均值 测度 4 的 泊 松 过 程 . E A,B ew 
(2), NEBR) 1 一 Fe RNA 


| paca) + 8,(B) = KAC dx) 
一 | PCE(B) = Aude) 
d AB 


二 | PCB) = k — 1d) 
ANE 


= PCECB) — R)EECA\B) + PIE(B) =k—1 
X ESCA B). 
因为 是 泊 松 过 程 ,页 EC ANB) 与 E(B) 相互 独立 。 FELA 
AmB HST ECECANB) ECB) = R} 记 ANS KC, R 
tIS 
五 [SC I ECE) = Å} ] 


一 or Ji puo [ALANG L- 
By tate (k— i)! 


= RB? rom > CAAL ACC OT A Bye eee 


一 en ee; [acc ) + aC B\C>}" 
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—_ gP peni wc) 
— 1)1 


- pc = k> DELECAN BY, 
因此 
(PEB) + 8,(B) = RDaCas) 


= ELECA\B)3{ECB) 一 大) 
+ ELECAN BY {EC B) — AH 
一 ELEC A) {ECB ~ AP, 
BEME 1i-3-1 推 知 对 任意 DE BON) 有 


[Pe +8, € D)Cdt) — EIECA):D) 


™ i Dd) IC 
— E |È EEEa], 
HHG 1-7-2), (1-7-30 1 1-7-9) RB 
E [| rote reas} ~ | Bare acer) 
一 | EloC Yas) 
一 | Pe. € D)a(dr), 
FEA 
| P(E + BE DNCdr) 一 | Ps E D)iCax) 
对 任意 AC BOS) 办 此 有 
现 设 对 4- 几乎 所 有 r, E, A Ea, ARAA, mE E 
有 重点 ,于 是 由 定理 11-7-4 知 对 性 意 有 界 集 46 BOA) Mike 


i, 有 
PEC AD ~ AD = [Etom iCdx) 





| PCECA) 十 BC 一 AMCdz) 


| 
一 上 上 | PECA) 一 二 一 DMKdz) 


一 PELA) = LAC ADIN AY, 
对 A= 0,1,2,-- RMF PELA) < o0) = 1 Rita 
PECA) = 0) me, 
PCECA) = 1) = e CA), 
从 而 当 ao 时 有 
PECA) & 2) = 1 eA + ACA] = AD 
A OEE 11-6-2 RE ARH. E 





51-8 PMR 


没 P 是 (ALK) BOM) 上 的 一 个 最 率 测度 , 它 的 特征 
if Xp MAL HEB Lp 47 pA 

fro{ 1 PCdn), JECKA) (11-8-1) 
和 和 


e 


fr>| e"P(du), FECE), Cik-8 2) 


Pt 

其 中 ChB) 表示 A 上 有 紧 支 承 的 非 负 连续 函数 的 全 体 , 一 
个 随机 测度 的 特征 泛 区 或 拉 普 科斯 泛 闭 是 虫 它 的 分 布 Pe ME 
的 相应 证 函 , 我 们 把 它们 分 别 记 作 X; = Xe, 和 Lem Lrg 

定理 11-8-1 (ALE), BO )) LIAR h BR 
EZARREN A ee AE. 

WA 设 P 和 98 是 (2) 上 的 概率 测度 ， 对 任意 自然 数 
n, ER fiat fe Ce( A) MER 4-5, ER 有 
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tl Sot) =[ san ool Deve) pcan) 


= |. exp 4 > tim Prt dn, wre »d#,), 
vr jimi 

其 中 

Pirta tis n -Ha) = 中 天: Smyth, Ss ua}. 
HWE, Xo 又 可 月 为 

fe 7 7 

Ky (Dri j= |. exp |i 之 tiu Riot eC bm vee site), 
其 中 

Fin Hyt +H.) — Cla: af, Spy et, = Hate 
车 Xp Xos 则 有 





| ep (Drs Prorat ds.) 


jot 
一 [, exp(i Drm ) Fig Gt, dus) 
fal 


HERR toh tthe E Cel) 和 nye ER BEIER 
站 HEE OA fe fe OMAR), 
Ik EA PAO ER 
{Cah HEE EL E€ BCR) 


上 相等 。 因 为 所 有 柱 染 构成 一 个 < RTA ee PCB) = 
OCB) 成 立 的 所 让 集合 B 叉 构成 一 二 系 ， 故 由 引 理 11-3-] ALE 


Lar = ALAY) LA P=, 


Wie eri RNA E A CeL) hE A f a 
RACER j 和 负 部 1 之 其 ,这 时 站,f_€ CALR Y. u,e € 


R4, THEA 
Lalui kof — 人 expt — s 一 vf) Ps, Cds, dt), 


A -方面 ,特征 还 疯 又 可 写成 
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t= | | epti — he (ass de). 

PERAR ATEZAINEN. m 

EEUU RA EUTRE OE OE ARAE E A LE 
BOLA OR ERAR ee. ENE, EEN 
的 定义 (11 8-1) R (1-8-2) RARER f RBP CCB) 和 
COAT), ER R HES ADS ARE E RS EE R 
Pes BA Ans AER MRS REIR OBIE GR RAIA FT RR, 1 
KER TUAUR SARS. OLE, ames 
AC RATURA ie AO RU TE Sa eT. 

HM, PLLA SHER EAL Ew ae oe 
BPE HAT ak ERA UA A Eh 
常用 . 在 82-9 和 # 5-3 我 们 已 对 民 ; LOA RIEL BEM 
介绍 ,并 给 出 R+ 上 的 泊 松 过 程 \ 广 义 泊 松 过 程 和 复合 泊 松 过 程 的 
特征 泛 函 的 具体 表达 式 , 下 面 将 对 点 过 程 的 拉 普 拉 斯 泛 函 作 进 一 
步 讨论 ， 

设 N 是 点 发 生 空 间 为 Re HULE SRN ARAN 
七 4L1-8-27 可 写成 


Lyf) = Ete = E [ex {—("sceaw co }] 
= E (ew [> B 1(8@))| 


一 | ee 二 > CON, P(dw), (11-8-3) 














其 中 So) 是 NiCo) 的 第 ; MAURER. Re EEN AE 
Ne AG) 的 泊 松 过 程 、 广 义 泊 松 过 程 和 复合 泊 松 过 程 的 拉 普 拉 其 
BES 

LAD = epf- Geta 1-8-4) 














LG) = es 一 | 


由 一 Sree aoas}, (11-8-5) 
t. t=1 ! 
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Lp = ce 一 人 i 一 pf ato de r, (11- 8-6) 


其 中 pC) EIEEE e Ag By ER TF 
JUPAS SY RUT Te AOE eS CR L-9) E 
ORI BBA, MEL AL RAUB SE OUR Th E A eR a 
PRR. FERARI Z 上 的 点 过 得 简要 介绍 这 种 关系 ， 
定义 11-8-1 点 过 程 N 的 均 信 测 这 《或 一 阶 矩 测度 ) pw 是 
(rB) 上 由 








uy( A) = ENCAD] (11-8-7) 
定义 的 测度 。 更 一 般 地 ， Ne EB 4, aM 是 不 维 点 过 程 
N(dx,,--+,dx,) = N(dx,)---NCdx,), RIND’ BME 
ph = E[N*] (11-8-8) 
定义 11-8-2 MLE NM WE aX & 上 由 下 
Aw S ME: 对 于 A,B € #, 
poA X B} = Cov NCA), NCB)) 
=m uy A X B)— wy(A)an(B), 《11-8-9) 
定理 11-8-2 


pv 人 月 一 一 -和 Lp 一 (11-8-10) 
EING¥I—= Ë Laaf) lae (1-8-11) 
据 此 可 计算 
EINN] = HEING + g7] 
~ EINGYI 一 EINGYI). (11-8-12) 
基于 上 式 又 可 计算 协 方差 测度 。 


定理 11-8-3 对 任意 ACB, Birra 
P(N( A) = 0) = lim LyGty). 


证 明 大 为 


《11-8-137 
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LyCtl a) = Ele} 
= Ellon TF eo NADL yanl, 
令 ->20 名 得 


lim Lyra) = PCONCAD = 0), zi 


TAMNA app io EA E EEP Ra, BH 
HH SERS Le AR ASC Als RE ER EDP A EATEN, 
它 和 第 九 章 中 给 出 的 定义 (点 发 生 罕 间 是 Ri) 本 质 上 是 一 致 的 . 

定义 11-8-3 ME CH, A) 上 的 随机 测度 , 和 N 是 同一 空 
间 上 的 点 过 程 。 我 们 说 NN 是 由 支配 (directed by M) HEM 
HABE. WREST M WRF, NERE AHRNE MAA 
PAN, BY 

C1) EL AM = of MCB); Be B) RAHM 产生 的 o 代 
数 ， 则 对 任意 不 相交 的 集合 Arot E B, 4BE 区 ”时 
NCA 是 条 件 独立 的 ， 

(2) 对 任意 ACB WERE aS, 


P(NCA) 一 RIF) 一 ee (11-8-14) 
n 























FLAME, F M 一 Yr 时 [这 里 Y 是 非 负 随机 变量 ,7 是 
-确定 性 的 Radon 测度 1， 我 们 就 得 到 混合 泊 松 过 程 ; 尖 对 一 7 
是 一 确定 性 的 Radon 测度 时 则 得 到 广义 浪 松 过 程 。 车 进 一 步 假 
wy APATHY, MN BEE. 

定理 11-8-4 UNEASE ei Mee, 


Lyf) = epf- G — edn}, (11-8-15} 
PCN( A) = 0) = e "4, (11-8-16) 

ty( A) = lA), C11-8-17) 
px AX BY aC Af B) (11-8-18) 


证 明 (11-8-16) șI (1i-8-17) RARE Ba, cia 
C11-8-18) 式 可 出 《11-8-15) 式 推出 《当然 也 能 直接 计算 )。， 下 
证 《11-8-15)》 式 。 先 考虑 j=l, 的 情形 《4e ÆR) 这 时 


上 





Lyf) = ECe MO) 


— FPNCA) = DEEP INCA) = AD 
k=0 


一 SH aC A he Ofk} e ek 
= expt — aA — e`} 
一 exp{—| i eda } 


= exp| 一 人 (l—e Nap | 
见 C11-8-15) 式 成 立 。 其 次 , 易 见 若 fati 且 《11-8-15) 式 对 fa 成 
立 , 则 这 等 式 对 f 亦 成 立 ， 余 下 只 人 须 应 用 引 理 11-7-1. a 
定理 11-8-5 设 N 是 由 随机 测度 计 支 配 的 重 隐 机 泊 松 过 程 ， 


则 
Ly — Lyi — ee), (11-8-19) 
P(NCA) = 0) = Ly.) (11-8-20) 
HN T Hays Ç11-8-21) 


pn A X B) = pyk A X B) — pul ANB) (11-8-22) 
BHEANN AOS) Ae MS) aE. A a 
AR4EMASMERT. 

征明 由 重 随机 泊 松 过 程 的 定义 和 (11-34) XB 
Ly(f) = ELECe 7O] M)) 


= E jer {—| 4 — edM H 


= Ly —e) 
类 似 地 可 从 《11-8-156)， (11-8-17) $ (11-8-1868) 式 分 别 推出 
(11-8-20), 11-8-217 和 (11-8-227 式 。 a 
基于 定理 11~8-1 可 证 明 如 下 肇 旭 两 个 点 过 程 的 独立 性 的 定 
理 。 
定理 11-8-6 it NM， 和 六 :是 定义 在 同一 概率 空间 上 的 点 过 
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程 , 则 下 列 论 断 等 价 : 

G) N, 和 N, 相互 独 立 ; 

(2) ELexp{ 一 NCf) — NAE] = Ly.) Lye) 对 所 有 1， 
È. 

GN, AN, 是 简单 点 过 程 , 虽 C1),C2) 又 等 价 于 

(3) PONA) = 0, N(B) = 0) = PONA) = 0) PONCE) 
= 0) 对 所 有 A,B EAR), 

KERABA a E Ait REE. 

$ 11-8-7 设 Na 21) UNE Z LALE, ATF 
Ae tet Stt 


C1) Na-2eN?; 





(2) (NLA) +N wA,))2.(°NCA), + ,NCA,)) H Æ 
BERR k 和 任意 满足 FNA) 一 0) 一 上 | 的 集合 A 
AEB, KE GA 表示 集合 A 的 边界 (i 一 1,777,295 


GY NCA) SANG) 对 任意 FE CMB); 

(4) Ly.) 一 Let) SESE FE CBM) RR 
BARNES ED MEARE IN.) 是 密 的 2， 则 上 上 列 论 
和 区 等 价 于 

(5) PCNLCA) = 0) PONCAY — 0) I PCN,CA) 2 2) > 
P(NC A) 22) SERA AED, 

定型 的 证 明 及 进一步 的 有 关 材 料 可 参看 Jagers (1974) 和 
Karr (1986), 














OD N,N RAR ON.) 依 分 布 收银 于 点 过 得 N, BERRIRA 


布 律 作为 (NBO) EO BER RRA ULAR: PN Pw. 
DO 点 讨 程 序 询 IN.) 是 密 的 ， 如 果 它 们 对 应 的 分 布 律 序列 {Pxo》 EA B 
UYD EM RRR BOGE ABE i 11-3) 
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附录 一 ”概率 母 函 数 与 拉 普 拉 斯 变换 


ANB CY AME RAR, 概率 母 
函数 正 是 研究 这 样 一 类 随机 变 景 的 有 效 工具 . 一 个 非 负 整数 值 随 
机 变量 的 概率 母 函 数 完 全 确定 这 变量 的 概率 分 布 。 特 别 地 ， 利 用 
稀 率 母 汐 数 计 算 分 布 的 折 往 往 是 简单 可 行 的 。 

设 和 是 一 非 负 整数 值 角 机 变量 , 它 的 峰 率 分 布 是 

P(X = Rh) py, k= 0,1,2,7 
则 这 变量 蕊 《或 者 说 ,概率 分 布 aD 的 概率 发 函数 是 




















G(s) = Syst, (A-1-1) 
由 数学 期 望 的 定义 易 短 
G(s) = EGs*), (A-1-2) 


AS AAU MRE ARR CA-1-2) 或 (A-1-3) FRX AD s 
换 或 几何 变换 。 易 见 每 一 概率 分 布 {ox}》 对 应 唯一 的 报 率 母 函 数 
G(?)。 反 之 ,每 一 概率 母 函 数 确 定 唯 一 的 概率 分 布 {74}， 即 有 


pe ~ [FED k—O,1,2,°% (A-1-3) 
dt Jemp’ 


RH DA ARK GRE RS S 


EX — Ske, = O01) (A-1-4) 
= 
ELIXCX — 1)1~ Sua — pi — G"(1), (A-1-5) 
从 而 有 l 


EX! = ELX(X 一 1)] + EX = G” (1) + G'(1} (A-1-6) 
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和 
VarX = EX?— (EX¥ = G0) + GO) — [GD F. 
(A-1-7) 
如 果 Dike, RAL NN EX 一 GXA1) — co, BU, W UR 一 
1p, 发 数 , 则 ELXCX 一 1)] 一 6G”(1) = 00, ABH, XI A BY 
MIREG FAR di 


EIX — -Xk+t I= ESO] cats) 














FA Hae AR Ee E TE a: 
设 {p,) 和 (9,} 是 两 个 离散 概率 分 布 。 对 于 R= 0,1,2, 


令 
Fe Pode E Pigi- oo Fate (A-1-9) 
则 分 布 {ry} PRM (ey) 和 {94} 的 着 积 , 并 记 作 
Irat = {pi} egal. CA-1-10) 


命题 1 设 X,,X,,-……,X。 是 尾音 # 个 相互 独立 的 非 负 整 数 
(AGE ALE, CTE A ROI Cs), Gls), ,G(s)， 
则 Z= X, +X, +--+ +X, ORK GRRE 

Gels) = G(s) 6,08) -Go (A-1-11) 
特别 地 , 若 XXa cn AAAS, HAF GRRE 
GOs), WY (A-1-11)48% 

Gs) 一 [CC ]*, (A-1-12) 

命题 2 2 1X) 是 一 吝 相 吾 独 立 同 分 布 的 非 负 整数 值 随 机 
变量 ,它们 共 疝 的 慨 率 母 函 数 是 G(s)， 又 设 入 是 一 个 独立 于 {X;} 
的 非 负 整 数值 随机 变量 . 则 随 视 变量 Yw = Xi + Ks 十 -… + Xy 
C4 N=0 时 令 Y。 一 0) 的 概率 母 函数 是 

Gys) = GyiGG)], (A-1-13) 
这 里 Gy) 是 为 的 概率 母 函数 。 

命题 3 Bx 是 非 负 整数 值 随机 变量 ， 它 的 概率 母 KE 
P(s), Sik m, n 是 两 个 非 负 整 数 ，m 关 0, 则 随机 变量 Y 一 
mX +n 的 概率 母 函数 是 
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OCs) = FPG”), (A-1-14) 
Ay SLA PORE BR LSE X, ATI CA-1-3) ENE 


VRE ARE MH CAM1-2) AURRIA GO) = D pst. 这 
一 = 


时 我 们 有 
命题 4 IXY BATH ERLE, 它们 
的 概率 母 范 数 分 中 是 P 和 OCs), WAILEA Z 一 X 一 了 的 
io, BBE BB E 
Ris) = P(s)RCL/s), (A-1-155 
AR Ad HERE Be ee ARA. 但 应 注意 ， 不 要 把 概 
率 母 函数 和 由 
MCs) = ECe!*) 
TSA CX SAGAR BRE, 概率 母 图 数 通 常 是 对 非 货 整数 值 


ROLE RE LA BLAS ki 由 Dia, 一 1 KA 
t= 


GOs) 一 Djp? 


FE FE y it 9G AE RABY MO JE 8 BBL SE EE, EEEE 
SA BRILE MAR ,也 不 能 保证 由 【〈A-1-15) AEI MG) 
对 fel ert 是 某 一 正 数 ) 存 在 . 

如 果 随 机 变量 天 的 年 母 函数 存在 , 则 利用 A TORR Re 
可 把 它 写 为 


MG) 一 (5 GI 一 Ñ XD i. (A-1-16) 


BD MCs) WHR RRR MAM XMS, Me Re 
M(t) 称 敌 XX 的 短 母 前 数 的 依据 。 不 难 证 明 , AE RR th E 
于 上 面 的 命题 ! 一 命题 3 的 性 质 ， 

对 于 不 一 定 取 非 负 整 数值 的 一 般 随 机 变量 来 说 ， 人 们 通常 利 
用 特征 函数 去 描述 和 研究 它们 ,按照 定义 ;随机 变量 xX (或 者 说 ， 
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它 的 分 加 ©) AIEEE RL 
PU) 一 ECE) | eta F(a) 


是 一 种 各 分 变换 ,更 确切 地 说 ,是 分 布 贰 获 下 的 傅 里 时 变换 。， 由 于 
WAR RDE r EPRA THEI IE A, EEREN Fim 
RAR- RD SETA —— BS e AE, R AE RA 
适宜 于 用 来 研究 非 负 随 机 变量 ， 

设 fC) 是 任意 定义 在 R, 一 [0,9》 Ene. 我 们 把 由 


Hs) 一 [ekoa (A-1-17) 


定义 的 函数 IO 称 做 O 的 拉 兽 拉 斯 变换 (简称 拉 氏 变换 或 
变换 )。 7G) ANIMATE 经 {f(D)。 当 我 们 使 用 前 者 时 ,往往 强 
调 它 是 参数 * 的 函数 ， 在 使 用 后 者 时 则 强 消 它 是 Ko) ARRA 
B RR, 我 们 只 能 对 那些 使 得 4-1~17) 式 中 的 积分 存在 的 
值 讨论 。 在 拉 氏 变换 的 一 般 理 论 中 ， 参 数 ”是 取 值 于 复数 域 的 ， 
但 是 ,在 我 们 的 应 用 中 通常 只 须 用 到 非 负 实 参数 s 

下 面 列 出 一 些 常见 的 简单 少数 的 拉 氏 变换 。 更 详尽 的 拉 氏 变 

















囊 A-1-1 

10) | Hs) | Ka) Hs) 
1 ft z sit + wits 0 
i Lfs7,(s>D) sis cere jir? + ws 
1a —1) GAFE uak tE Paa) Cts (s —- ayil- eh + 

wo? (ee 
(a> —1) D(a + 33/stt, (a> ON er sino wjr m a + ariy 
， 让 19 
ev lils — @),05F >a) | 一 +f rr 和 
ev a*ia 1) niies — ay Hama) sinha fT af(s? 一 a ja) 
: — >) 
wr Vx f2 AR (0) err — et Cart) eer Cnt (r>a) 
uve Nafs G> PO) CST S 
il 
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Me, Vln, WT Oberhettinger and Badii (1973), 
下 面 给 出 拉 氏 变换 的 一 些 重 要 性 质 ， 它 们 的 证 明 可 在 任 坷 一 
村 有 关 控 氏 变 搞 的 专著 ,例如 ，Widder《1941) 中 找到 。 
1. 线性 性 所 
LID en} = Sedan, CA-1-18) 
这 里 是 任意 正 整 数 ，C， 是 任意 常数 利 LO = Liah = 


1 2, EEEE A 
2. YBM I 
{Ce Hs + 2), CA-1-19) 
这 里 4 是 使 得 上 式 两 端 有 意义 的 任意 常数 
3. 平移 性 质 H 
若 
eo 一 ff — 4) i>a, 
0 i= a, 
wy - 
LAED m eTe), (A-1-20) 
4. 尺度 性 质 
Sa = Cifa¥Csfa), CA-1-21) 
5. 导数 的 拉 氏 变换 
Af Ce} — FCs) — #00), CA-1-22) 
6. 积分 的 拉 氏 变 的 
fad} = KOs (A-1-23) 
7. 极限 性 质 
lim f(z) — lim sf{s), CA-1-24) 
fim je) 一 lims), (A-1-25) 
般若 上 面 的 板 限 存在 。 


RRXE- PARIS, 它 的 分 布 阅 数 是 FP) mex 
是 连续 型 的 , 即 FG) ARR fle), WA WSR Nee 
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换 
Sle} 一 ef (wx) dx, (A-1-26) 


SORT, BORE es 2 Bh REE PA SL SE BRO 
a. GE ADRK Foe) 不 存在 密度 ， 则 无 法 使 用 拉 氏 变 
$e. aR eK, ROTTER ee M A eae 
换 
FN Ee) = fear Ce). (A-1-27) 

ERHARD EMSRS, 4s 安 0 时 这 积分 一 定 存 在 。 我 
AEH CA-1-27) RSE MP ERR A PRM FC)? Cae ibe 
机 变量 X) 的 L-S 变换 。 当 需要 强调 L-$ 变换 是 参数 : 的 函数 
时 ,我 们 也 把 F) 的 L-5 变换 记 作 RD, 

当 F(x) 有 密度 f) 村 ,由 〈4-1-26) W (A-1-27) AS 
上 着 出 F(s) 的 L-S BRR is) 的 工 变 换 。 上 外， 根据 
(A-1-23) ARATE 

LIR) 一 EELO 


al [ew ii Keds dx 


-< {fod 


=7(s)/s 
m FCs CA-1-28) 
上 式 也 可 写成 
FO)}— feti — Rdr 
— [i — Es. CA-1-29) 


GX SIERRA ALE B.A AE 


1) PX LEP HBS L-5 变 挽 的 定 必 和 结论 不 则 上 者 能 推广 到 Fox) 是 
PRETERANO KE Foo) m 1) WWE. BAP Felier (1966) 第 
于 三 章 . 
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G(s) = > Pit, 
k=O 
则 下 的 L-S 变换 可 写成 
pls) 一 Ele *) = De, e*=Gle">, (CA-1-30) 
r= 


BO ERR CO) 中 用 e 代替 ;就 得 到 L-s 变换 p(s). 

类 似 于 概率 母 函 数 和 特征 函数 ，L-S 变换 和 对 应 的 分 布 函数 
《或 者 说 随机 变量 ) 是 相互 唯一 确定 的 。 因 此 。 我 们 能 够 利用 这 种 
变换 来 识别 和 研究 分 布 函数 . 

L-S 变换 具有 连续 性 ,确切 地 说 , 设 Fe 是 以 FY 为 工 -3 变 
Hu) A, on 一 12, OF, RIE ee F 
CEE lim FP,(x) 一 F(x) HRR F STA ERA), WRF s > 0 
有 lim PMs) P*(), KE F* 是 的 LS 变换 ， 反 之 ， 若 
对 每 一 “> 0, Fs) 收敛 于 某 一 极限 os), MP 是 某 一 (可 能 
是 非 真 正 的 分布 函数 严 的 L-$ BHR, MA F, ROKR 
F, 如 果 lim yp GG) 一 1， 则 可 进一步 断言 必 是 真正 的 分 布 函 
数 (事实 上 ,lim p(s) 一 1 基 有 为 真正 的 分 布 函数 的 充分 必要 条 

#). 





ERD RK FH L-S PR F*(s) 在 “> 0 的 各 阶 导数 


必 存 在 ,而 且 有 

(IY FEF) -fo ged F(x),  CA~1-31) 
REPOR ÉME BEAR, im FG) 一 MOCO) 
ATE AIL DG MOE BIR * 阶 秆 的 充分 必要 条 件 ， 这 时 有 


EX" = (—1)*FF"™(0), (A~1-32) 

式 中 关 是 有 分 布 函数 己 的 随机 变量 。 特 别 地 ， 
EX 一 —F*O(0), (A-1-33) 
EX? = F*@(Q), (A-1-34) 


VarX 一 FOC 一 [FDF (A-1-35) 
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LS 变换 的 卷 积 性 质 。 上 面 已 经 讨论 过 两 个 离散 分 布 (r) 
和 {qx} 的 卷 积 ， 现 设 F(x) 和 G(s) 是 两 个 一 般 的 分 布 函数 ， 
定义 它们 的 卷 积 为 


FGO) 一 | Gls — dF), (A-1-36) , 
若 玉 和 G 均 集中 于 R., WERTE 
F*Gi)) 一 [ec — x)dF(x) 


一 人 Gla — dF). (A-1-37) 


WE PUGPHABE IM 8g, 则 分 布 阔 数 NG) 一 FGU 有 
SRE Pee 


A(x) 一 E ela — x)f(x)dx, (A-1-38) 
事实 上 ,利用 积分 变量 代 换 7 一 :一 * 有 
ae 一 | [ear] teres 


一 [tee — x)ds | fx) dr 


一 \" i g(r 一 xda] dt, 
上 式 对 变 元 = 求 导 即 得 《A&A-1-38》 式 ， 
当下 和 G 均 集中 于 R 时 ,(A-1-38) 式 可 写成 


Aa) = [ele 一 fede 


= "ee — sf) ds, CA-1-39) 


我 们 也 把 由 《A-1-38) 或 (A-1-39) 式 确定 的 密度 隙 数 % 称 做 
密度 少数 1 和 8 的 着 积 并 记 作 fe, 
XY 是 两 个 相 巨 独立 的 随机 变量 ， 它 们 的 分 布 函数 分 别 
是 FF 和 G, WZ=x+Y Hoa RRE 
HO) PZ 2)— {f dF(x)4G(y) 


aryaqa 





一 | [ac Cy) | d F(x) 

= {GG — xd F(x) 

=m Fu Gz), 
这 就 是 说 ， 两 个 柱 互 独立 随机 变量 之 和 的 分 布 函数 等 于 它们 的 分 
布 函数 的 卷 积 ， 由 R 和 G 的 位 置 的 对 称 人 性 马上 得 知 着 积 运 算 满 中 
R. WR FAG oA RR Az, WH=-F*G=G*eP 
AERE = fxg get, l 

Ey X AY 都 是 非 负 的 , 则 Z = x + Y HEHE 
的 L-S 变换 是 
EH) ~ ECD) 

m ECe*)RCe tt) 

{FO E-r G 
QR FAG OMAGH j M e, 0) H=F GERE k= jag, 
ASEE RAINES ERSTA oA L-S 变换 ， 故 
上 式 可 写 为 





Eh — Lift} + Llelxd} 
上 面 的 结果 容易 推广 到 ”个 独立 随机 变量 之 和 的 情形 ， 即 有 
BBS + 个 相互 独立 的 非 久 随机 变量 XXX。 之 和 
Z=- X +X + e +X, 的 L-S 变换 pzís) 等 于 这 《个 变量 
BY L-5 变换 oils), Plss tta PCO BREED 
p2ls) = MC es)- ot), (A-1-40) 
特别 地 ,车 XXX. 和。 有 相同 分 布 ,其 L-S 变换 是 p) wh 
(4-1-40) Miia 
pts) = [yD (A-1-41) 
命题 6 i XX: +: BBA VA SAE fh BA OBL 
变量 , 它们 共同 的 L-S 变换 是 pC) KENE TA 
非 负 整数 值 随机 变量 , 它 的 概率 母 汕 数 是 G(s), WREE & 
Z= DX: 


dl 


36i- 


的 L-S 变换 是 
eis) = ELpL") = Gh eG)1. (A-1-42) 
WA HARHA Ble 7|N 一 9) ,相继 利用 NN 和 4X,} 
artk X, STR Ae a EES 


Ele |N =a] — E| pfs Ext) 一 n] 


ami 


= # [= x)] 


imi 


=m II Ele 一 


imi 
= fps). 
于 是 有 Ele 7N] |= 1p]. 从 而 得 
pís) = ECELe ?IN]) 
一 E{[PpCDI*} 
= GlpG)1, E 
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附录 二 ”几何 分 布 和 负 二 项 分 布 ， 
几何 分 布 的 无 记忆 性 


设 在 一 系列 独 亨 的 ,只 有 成 功 和 失败 两 种 可 能 结果 的 试验 中 ， 
我 们 关心 的 事件 是 在 哪 一 次 试验 首次 出 现成 功 的 结果 ， 这 就 引导 
到 几何 分 布 。 若 每 次 试验 成 功 的 概率 是 p, 失 败 的 慨 率 就 是 4 一 
1 一 p 在 第 十 1 次 这 骆 首 次 出 现成 功 意 昧 着 前 有 次 试验 的 站 
果 都 是 失败 ， 故 着 忌 X 豆 示 首 次 出 现成 功 前 失败 的 试验 次 数 ， 则 
由 试验 的 独立 性 易 知 

pi == PCX = k) = pat, k = 0,1,2, (A-2-1) 
我 们 把 由 上 式 给 定 的 离散 概率 分 布 称 做 几何 分 布 并 记 作 多 ,(p)， 
其 中 常数 是 分 布 的 参数 。 这 分 布 的 得 名 是 由 于 pq* 是 首 项 为 
Py AEA a 的 几 柯 级 数 的 通 项 表示 式 ， 这 分 布 约 好 率 母 隙 数 , 算 
ASAD L-S 变换 依次 是 








GOs) 一 Spgs = piCi — 45), (A-2-2) 
r=0 
M(t) = ECe'*) = pG — ge’), (A-2-°) 
mT) Ele TX) = pil — ge“), CA-2-4. 
数学 期 望 和 方差 则 分 别 是 
EX = GC) = gip, (A-2-5) 


VarX = GQ) + GCI) -— (GOD gp, (A-2-6) 

几何 分 布 的 一 个 重要 特征 是 它 的 “无 记忆 姓 "《 或 者 说 “与 年 龄 
无 关 性 ”)， 直 观 上 ,我 们 说 一 个 非 负 随机 变量 XX 或 它 的 分 布 是 “元 
ICICI” ,如果 设想 蒜 表 未 其 种 萄 品 的 (做 机 ?使 用 寿命 ， 若 已 知 该 
物品 已 经 使 用 了 大 个 童 位 时 间 ( 这 意味 着 它 的 使 用 寿命 至 少 是 名) 。 
则 在 这 条 性 下 它 恰 能 再 使 用 普 个 单位 时 间 《 于 是 ， 使 用 者 命 等 于 
k t om) 的 条 件 概 举 等 于 一 件 新 的 同类 牺 品 恰 能 售 用 et 
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(ABU CFE SR AE DRE. ERAT, (SPW Bo ME 
耐久 性 来 看 物品 的 新 旧 无 关 紧 村。 因为 它们 的 使 用 寿命 与 年 龄 无 
关 . 这 种 性 质 用 公式 表示 就 是 

P(X = k + mX OD PK m), (A-2-7) 
AP km DORE. 车 在 上 式 中 令 mw 一 wn 十! Ca, 
上 也 是 非 负 整数 ), 然后 固定 # 并 令 RAL ERRM CRA 
将 字母 # 改写 回 ms) 就 得 到 














PCX >h t mX RY POX > m), (A-2-8) 
按照 条 件 笑 率 的 定义 ,上 式 又 可 改写 为 
POX Skt m) = POX mP > |), CA-2-2) 
用 P(X > m) 除 上 式 两 端 得 
P(X >k + m|X > m) = P(X > &). (A-2-10) 


AB, (A-2-7)-=(A-2-10) RICHER LSE. 
不 难 证 明 几 何 分 布 Ge) 具有 无 记忆 性 。 事 实 上 EE 
Mee n, 


jmat 


AX > 站 一 Sl Px) 


一 >> pq 
= ZAD gf 
æ ge, (A-2-11) 
利用 这 结果 并 注意 到 PX Sh PX >k) 马上 就 推 得 
(AA-2-9) 式 成 立 ， 
下 面 的 命 期 表明 ,几何 分 布 Cp) FATE CA-2-9) RE 
非 负 整数 值 离散 分 布 。 


命题 1] 设 非 负 整 数值 随机 变量 X 对 任意 非 负 整数 & 和 mA 
fe (A-2-9)h, 则 X 必 有 由 【4A-2-1) 式 给 定 的 几何 分 布 FP), 
证 明 记 PCX = j) = pij m 0,1,2,4, 再 令 
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Gn = OX o> mye S* pi 


MRA gm 1, W(A-2-DR Tem 
fmit T Amfs Rom O12 tre CA~2-12) 
SAYRE, A = 1 时 有 
mitt 一 ImFo> (A-2-13) 


这 里 a= PX >O—l—p. ELARRE m—0,1,--- R 
得 qr ™ Cl 一 Po)’ 52 = (1 一 Py, = r EES: EEn Ee È 
有 494 一 1 t, ine 
Pi PCX >k — 1) — POX >R) 
= gga — g Poll = p, 
这 就 是 当 p= p, 的 (4-2-1) 式 ,证 完 . a 
现 设 XoXo X, BD Ht HLA Ce) 9 
随机 变量 , 则 Z = X, + X, 十 …… +X, RAW rE GI 
的 试验 失 政 次 数 ， MZA r TB EE ar RR TG ASK 
BR NAG Xi i,---,7) 有 几何 分 布 Fa, EMH 
BEBE pi(1 一 gs), Be CA-1~12) A Z ORE AA 
Gas) = [e/Ci — as) F. CA~2-14) 
将 上 式 展 为 过 级 数 可 求 得 
PCZ = $) = Chanpa k= 0,1,2,4  (A-2-15) 
AA Chea =(-1¥CL,, KEARNS 
PCZ mk) = CPC Åm 0,1,2,-+5,  CA-2-16) 
于 是 ,由 





EHAN E = Ci — grap. 
k= 


D HEERE TRARA RMR 
C$ = afla — ljea = k t R? 
D HARHAAN eME ajel 的 实数 HR 十 *#)* 有 马克 
FARREA 
《1 十 s= > cist, 
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HEALD) PCZ = k) ae, BE (A-2-15) 式 确 是 给 定 一 概率 分 布 ， 


因为 Pascal 首先 研究 过 这 种 分 布 ， 故 人 们 把 由 《起 -2~15) 式 给 
定 的 分 布 称 做 Pascal 分 布 。 易 而 当 > 是 任意 正 实数 时 ,由 《A-2- 
15) 式 确 定 的 数 ( 对 任意 k= 0,1,2,.---) SER, READE 1,00 
这 时 (A-2-15) 式 仍然 给 定 一 概率 分 布 。 因 为 〈《A-2-157 AI 
上 开 说 , 它 的 等 价 形式 【4-2-167?]】 BACT GAO 一 9 和 的 
展开 式 的 遂 项 和 常数 因子 o 的 乘积 ,故人 们 把 当 © 是 性 意 正 实数 
时 由 (A-2-15) 式 给 定 的 分 布 称 做 负 二 项 分 布 并 记 作 BC). 
显然 ，Pascal 分 布 是 负 二 项 分 布 的 一 种 特殊 情形 。 
负 二 项 分 布 r, WEREMA L-S 变换 分 别 是 








Mz) 一 ( Tg y > (A-2-17) 

pis) = (一 =) (A-2-18) 
数学 期 望 和 方差 分 别 基 

EZ = rg/p, (A-2-19) 

VarZ = rq/p*, (4-2-20) 


Sit 2,0 2, 分 别 有 参 数 为 rop Mon, p 的 负 二 项 分 布 
(Pascal 分布) 的 相互 独立 随机 变量 , 则 Z 一 2 十 Z， 有 参数 为 
Ci 十 rp 的 负 二 项 分 布 《pascal 分 布 ), 即 如 法 定理 成 立 。 

最 后 要 指 山 ， 某 些 闭 作 定义 几何 分 布 时 是 把 将 机 变量 和 理解 
为 取得 首次 成 功 所 需要 的 试验 次 数 , 于 是 代替 (4-2-1 式 应 为 


Py = P(X = k) = pat k SL, (A-2-21) 
SE , PE PBR SRM LS 变换 分 别 是 
G(s) = ps/(l ~ gs), (A-2-22) 
MG) = pe} — ae"), (A-2-23} 
p(s) = pe“ Cl — ge). (A-2-24) 
数学 期 望 和 方差 则 分 别 是 
EX = ijp, (A-2-25) 
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VarX = qi, (A-2-26) 
为 了 区 别 于 由 《〈A-2-1) ASEM Flr). RITE 
E Ce) RE Lido me (A-2-21) 给 定 花 分 布 称 做 


注意 分 布 FG) 不 满足 (A-2-9) ARE SMER., 但 是 ， 
可 证 它 满足 | 
POX > k + m) P(X > PX > m), (A-2-27) 
AR kim 是 尾音 非 负 整 数 . 相应 于 命 夺 1， 我 们 也 可 证 明 分 布 
FD 是 满足 (4A-2-27)》 式 的 唯一 正 整 数值 离散 分 布 。 
PRAM HMA AW ARH ACM AE RE 
Xi 1 ,7) 
ABC A-2-21I)R BENS File), Mae Z—X\ +--+ +X, 
应 理解 汐 取 得 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 。 这 时 代替 (A-2-15) 有 
p, = PZ mam CpG rr Fs (A-2-28) 
同样 为 了 区 别 于 由 《A-2-15》 式 给 定 的 分 布 用 Try 的， 我 们 把 
fy(A-2-28) 式 给 定 的 分 布 记 为 ” 绽 i(r ,Pp)， 并 把 它们 分 别称 屋 





Er 


是 加 法 定理 , CRAG L-$ 变换 分 别 是 





Malt) = (2a). (A-2-29) 
eis) = ç H y. (A-2-30) 
数学 期 望 和 方差 则 分 别 是 
EZ = pjp, (A~-2-31) 
VarZ = rgi P (A-2- 32} 


HRE ERAEN, re 
分 布 的 无 记忆 性 


设 非 负 随机 变量 X 的 分 布 七 数 是 F(x), 它 有 密度 图 数 f(x)， 
则 Xt 或 对 应 的 分 布 函 数 FD 的 故障 率 《 又 称 故 障 强度 .失效 率 或 
临危 项 数 ?定义 为 


一 fo) m -3- 
Kom Dip Tey? TOS GED 


其 中 F(x) 一 1 P) 称 做 在 活 函数 。 若 FCO) 一 0， 由 
F(x) 一 1 一 [ Kod 和 F(x) = —f(x) 
易 得 


ACe)dx = 一 Cr) 


F(x) “ 
由 此 通过 积分 并 利用 FCO) 一 0 可 推出 

F(a) =] 一 epf- aCe) dé h, z= 0 
对 上 式 求 导 就 得 到 


(A-3-2) 





0 rÙ, 
ji) = je exp{—|" i ds i x0. 


th, 任 一 概率 分 布 和 它 的 故障 率 是 相互 唯一 确定 的 . 
故障 率 4(x) 有 如 下 直观 解释 : 没 XX 表 示 被 研究 个 体 的 寿命 ， 
则 Cede 给 出 一 个 年 龄 为 * 的 个 体 将 在 时 间 区 间 (x,x + dx) 
内 发 生 故 障 ( 或 死亡 ?的 概率 ， 事 实 上 上 ， 
| z _ POX E(xor + dx) 
P(X € (x,2 十 dx) (|X > x) P(X > s) 
一 as — idejdx, 
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AE, 10) BeBe OG r AMAR ADEE ae PC RR ETS) 
的 可 能 性 的 天 小 ， 这 正 是 我 们 把 它 称 做 走 障 率 或 从 和 危 函 效 的 原 
A. 
一 般 遂 来 ,故障 率 Ae) EE HR. BER RTE 
龄 而 恒 等 于 某 一 常数 1, ATER (CA-3-2) shire 
f(x) 一 p r< 0, 
ae lf xt, 
AAR PE tab EE ESC ae RI yt ARRS 
fi). 由 A-3-3) 工 容易 算出 指数 分 布 的 分 布 沼 数 和 存活 昭 数 
分 别 是 


(A-3-3) 








Fa) mle", «20, {A~3-4) 
Fix) = e, x0, (A-3-5) 
指数 分 布 的 L-S 变换 是 
pli) 一 [ene ds w= oars 人 A + 
(A-3-6) 
它 的 # 阶 导数 是 
gris} = (1 Pn aAa + en, (A-3~7) 
由 此 得 指数 分 布 的 5 院 短 表示 式 
EX” = (—1)*p'Co) = ni /4", CA-3-8) 
特别 地 ,数学 期 望 和 方差 分 路 是 
EX 1/4, (A-3-9) 
VarX = ifat, (A-3-10) 


RUF ILA, 无 记忆 性 向 样 是 刻 划 指数 分 布 的 一 个 最 重 
要 的 特性 。 这 和 句 话 有 两 方面 含义 ， 一 且说 指数 分 布 共 有 无 记忆 的 
性 质 , 即 车 X 有 指数 分 布 , 则 对 尾 意 ,rt 之 0 有 

POX Ss til X) POX > s), (A~-3-11) 
二 是 说 如 果 一 个 非 负 连续 兰 机 变量 X 的 概率 分 布 中 RAI 
#E(A-3-11), 那么 , 它 一 定 是 指数 分 布 。 在 证 组 这 一 论断 之 前 ,我 
们 先 要 指出 ,因为 过 续 随机 变量 多 取 任 一 国定 值 r 的 概率 PCX 一 











x) BS TSP CA-3-11) RSF 
POX >s tX > r= POX >), (A-3-12} 
注意 (A-3-11) 和 《4-3-12) 式 分 中 对 应 于 离散 情形 的 (4A-2-8) 
Ai (A-2-27) 式 , 但 在 那里 两 式 是 不 等 价 的 . 
因为 (A~-3-12) 式 可 写成 FO +2) = FOF), WTS 
数 分 布 (A-3-3) 有 Fo) = e7, CBRL SA, hie 
Si Bie. FEHR E a eE- A 
的 引 理 . 
引 理 1 设 实 值 函 数 fe) Ce 0) RATE 
fC + ) 一 FDH), hst 2 0, (A-3-13) 
iff A AEB sR PEt: 
(1) KO BERBER, 
(2) FCD E RARR. 
G3) O 在 任意 有 限 区 闻 是 有 界 的 。 
旭 或 者 了 上 恒 等 于 零 , 或 者 存在 一 常数 1， 使 得 
AO Bai (A-3-14) 
证 明 《1) 我 们 就 f(z) 是 右 连 续 的 情形 给 出 证 明 。 左 连续 
情形 的 证 明 是 完全 类 似 的 .由 CA-3-13) REA, 对 任意 正 整 数 
nmm O = [fU/2))* 和 
femin = [FCO] = (ICL) 1", 
即 对 任意 夺 理 数 + 沁 0 有 
foo m= LACT (A-3-15) 
Ht 宕 0 是 任 壮实 数 , 令 {i} 是 一 上 串 单调 下 降 于 + 的 有 理 数 , 则 
E fO 的 右 连 续 性 有 FG) 一 mo ) 一 lim (fC. )Ve= CDI, 
BI CA-3-15) AREE tS 0 也 成 立 ; 因为 
FCI) = (701/29)? = 0, 
故 若 O 不 恒 等 于 0, 则 必 有 Q) SO, & 4 一 一 log f(1)， 
我 们 就 得 到 《&-3-14)》 A. l 
(2) 只 考虑 Ko 是 单调 不 增 的 情形 。 不 减 的 情形 可 类 似 地 
证 明 , 现 在 的 情形 和 (1) 的 差别 记 在 于 不 能 再 用 右 连 续 狂 证 《和 -3 
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15) AWM : > OBR A ROT HAAS 
{lL} RO 0}, BB ate 利 de, ERI 8 有 
DS IOS IG, TRE 

CET FL) fC) IG — LD, BES a. 
soki LURE CFV, i (A-3-15) apa 

(3) 车 fr) 不 恒 等 于 0, 则 存在 n> 0， 使 得 JO) > 0. 
令 g = LDI ‘fe. FE, BIE (A-3-14) RANER 

gt) = l, 对 所 有 * > 0。 (A-3-16) 
事实 上 ,由 上 式 可 推出 Ca) 一 En) 对 所 有 + > OR. € 
wit 和 4 一 一 log fCin 就 得 到 
flu) 一 {CFC} = eo, BRA we > 0, 

下 面 证 (A-3-16) 式 成 立 。 BRA gC1) 一 1， 而且 容易 验证 水 
oe) 满 是 函数 方程 (A-3-13)。 AMER em fin 有 
emid 一 1， 对 于 任意 实数 1 之 0, $ 1 一 :一 r， 这 里 r 基 
一 个 使 得 OY SIL 的 有 理 数 ,于 是 有 O 一 g(t ar) me a), 
即 eC) 在 R， 的 性 一 点 的 值 等 于 它 在 区 间 (0, 1 EE- ANE. 
由 gt) 的 定义 及 KO 的 有 卉 性 假设 推 知 0) 在 C0,1]. 上 有 界 ， 
从 而 在 整个 BR. 上 也 有 和 界 。 假 车 对 基 se (0,1] 有 gs) chl, 
WA G) ese —5), MRR o> 1。 于 是 w) 
[gm 一 ce 一 oo 当 入 -> 00， 这 与 gtr) ARETA, 
(A-3-16) Kwa, 

最 后 要 指出 ,一 般 说 来 1 可 能 是 正 的 也 可 能 是 负 的 .但 易 见 若 
fC) 单调 不 威 则 1 < 扫 0; He) 单调 不 增 则 4 六 0; 而 4 一 
OMIM f= 1 的 情形 . = 

SESEL 马上 推 知 满足 等 式 FCs + 2) — FOF) 的 集中 
于 R， 于 的 分 布 孜 数 一定 是 指数 分 布 , 因为 存活 函 效 是 音调 不 增 
CHES) BM, HII 的 条 件 满 足 人 一 0 对 应 于 Fe) =) 
的 平凡 情形 )。 

顺便 指 出 ,由 引 香 1 可 直接 推出 

引 理 2 Be) ER. 上 满足 











gla 十 2) = (4) + g(t), that, 0 (A-3-17) 
MSAK, BeBe FARR BEE: 
(1) gC) AREE, 
(2) gtr) EAE TPA. 
(3) glr) EERARRA AH. 
PARK (O 是 一 线性 函数 ERR HK 
g(r) = ch, #0, (A-3-18) 
事实 上 , 令 fC) 一 es 即 化 为 引 理 1 的 情形 ， 
蛋 玛 分 布 ”我 们 把 有 密度 函数 
fal) 一 ren 729 (A-3-19) 
0 s< 0 
QUE 4) PR GBB 2 和 的 伽 玛 分 布 并 记 作 PAL. 这 
里 4 和 有 是 任意 国定 的 正 数 ， 它 们 分 别称 做 分 布 的 尺度 参数 和 形 
ew, TC) Hw PAGE MA MAAR 


rix) = Jenar. (A-3-20) 
当 x k PERE rA = Di. HAAS eK 
HEAR IL 型 分 布 。 这 分 布 的 [-S 变换 是 (注意 利用 《A-3-29) 
式 ) 


gts) 一 QUTCOD eee 














= tran) + de = (t+). 


(A-3-21) 
惟 此 可 算出 数学 期 望 和 方差 分 别 是 
EX = —@'(o) = ki, (A-3-22) 
VarX = p(o) — Cp Co 
ACA + 1/3 — (RAF RB, (A-3-23) 
k= Lit ,CA-3-21) Rew p(s) — (1 + >) "这 是 参 


数 为 4 的 指数 分 布 的 L-S Eh A RRO ES EN 
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HEARE. 4 ke2 时 p(s) 一 (1 + 二) ， 这 是 两 个 相克 


独立 的 参数 为 4 的 指数 分 布 之 和 的 L-S 变 玖 .由 此 看 出 ， 对 于 
WAG META UIE. LR XG 一 1,2) 有 参数 为 和 和 


A, INI) OX, MX, 相互 狂 立 , 则 省 们 之 和 2 一 XL 十 X, 
CE thy} 


的 Los weasel + 2) RON BBO AAA + ka 的 区 


在 亿 到 分布 的 密度 讽 数 CA-3-19) 中 用 ak 代 换 1 就 得 到 
lal) 一 (er #20, CA-3-24) 
0 rÙ 
我 们 把 具有 如 上 密度 函数 《1 MERER, k 是 任意 正 整数 ) 的 概 
率 分 布 称 做 Erlang GRAZE Erlang-k CE ARMA) SAHM 
EGO) 表示 。 易 见 具 有 正 整 数值 的 伽 玛 分 布 FC1; 和 的 密度 函 
Be (A-3-19) 必 可 写成 《4-3-24) 的 形式 , 亦 即 是 Erlang-k 分 
i. 容易 验证 分 布 E44) 的 数学 期 望 和 方 基 分别 是 12 和 
LRE, 
其 玛 分 布 的 另 一 种 常用 的 特殊 形式 是 参数 2 一 1/2 Mae 
s/2 (a 是 任意 正 整数 ) 的 情形 。 这 时 ,密度 函数 (A-3-19) 变 成 
Lla) 一 人 z > 0, 
0 rd, 
ROKARE Ml BER RRR OD 
布 。 容易 验 证 这 分 布 的 L-S 变换 .数学 期 望 和 方差 分 别 是 《1 十 
z)" 8 FI ln, 
0 分 布 有 如 下 重要 人 性质 : 
(1) 车 XG—=1, 2) BASES) a 的 类 分布， 多 和 
X, 相互 独立 、 则 Z 一 X, 十 X, AAS mtm 的 类 分 
布 ， 
(2) Æ XG = 1,2,---sn) BME BREA BLS 


是 ,由 它们 的 平方 和 之 :; 关 有 自由 度 为 # 的 Poa RRE, 许 
img 


(A-3-25) 
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如 概率 统计 教程 是 用 这 种 方式 引信 P 分 布 的 ， 
(3) BMRB T AMBS TUAM ZT 有 
HERY Oe 分 布 。 这 一 事实 易 用 密度 变换 公式 直接 验 
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ARE 泊 松 分 布 和 指数 分 布 的 参数 估计 ， 
混合 和 截 尾 


MERA oo Th ae 
Pe PX mR) om eat ky, A= 051,25°°° CA-4-1) 

2 ES Ice Pa) KEKA 1 之 0 是 分 布 的 
Bw. WW CA-4-1) 式 易 得 maf wm asA+1), wA i> 
+1 hk Prt > Pas Me gach + 1 at Pasi Pee 这 孝明 开始 
时 p, BAA 增 大 而 下 降 , 当 让 下 [41 有 时 达 到 极 太 (l 表示 4 的 
整数 部 分 , 当 im (4), 有 即 4 花 整 数 时 有 两 个 相等 的 极 大 值 Pi 
和 p,), JR BGA AK FR. 

HBO AN R RAAT L-S 变换 分 期 是 


GO) 一 Shee ALA mt), (A-4-2} 
keg 


p(s} 一 Fete we et, (A-4-3) 
k=0 


RA pL) 一 Ge), WFAN D E Nh 
EX = VarX = 4 (A-4-4) 
给 出 。 于 是 有 
EX/VarX ~ 1. CA-4-5) 
人 人 们 常常 利用 浪 松 分 布 这 一 特点 作为 检验 某 一 分 布 ( 或 观测 数据 》 
是 否 泊 松 分 布 的 第 一 步 。 


泊 松 分 布 的 阶乘 吞 有 加 下 简单 表示 式 : 
ELX(X 11) 一 大 十 1)] 一 入， (A-4-6) 


Al RRR ERMA (A-4-2) 容易 验证 泊 松 分 布 满 足 加 法 定 
理 , 即 车 天 和 Y 是 分 别 有 和 参数 1 和 4 的 独立 泊 松 分 布 随机 变量 , 则 
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它们 之 和 过 ax +y GBR A+ eo AL Mik XX 
ERARE A AA LE, EAR Ss Ow Re E 
GO). XEN 是 一 个 独立 于 {X DRA VM, Hew 
Æ 1, TEH (A-1-13) KE Z= X, + ee + Xy RIME 
Pakad 





Gils) = GA GG) = eto, 

泊 松 分 布 的 参数 估计 设 已 知 随机 变量 X 服从 浪 松 分 布 、 但 
BRAD. Re Biwi X RIER # 次 独立 观测 X,-+- x, 
对 和 作 点 估计 。 可 以 证 明 , a 的 最 大 似 然 估计 是 





i — Txan, (A-4-7) 


k=1 
同时 它 也 是 4 RR AN BET 
有 了 时 入 们 希望 直接 估计 “一 《 这 恰好 是 p) 自然 可 用 。 
作为 它 的 一 个 估计 ,但 这 信 计 不 是 无 偏 的 。。* 的 最 小 方差 无 偏 
估计 是 


r=(1— Ayo . (A-4-8) 
而 pee OR /k) CE) 的 最 小 方差 无 偏 估 计 则 是 
Cii aTi Cs R (A-4-9) 











ESBS BASHREAKRMRAASELEOM ES 
布 。 但 是 ,有 些 工厂 的 事故 分 布 用 泊 松 分 布 报 合 得 并 不 既 。 经 过 
仔细 的 分 析 ， 人 们 发 现 记 竺 每 一 个 工人 造成 事故 的 数目 有 泊 松 分 
布 ,但 是 对 不 同 的 工人 来 说 分 布 参数 4 是 不 一 样 的 。 我 们 可 以 把 
参数 4 本 身 看 作 是 一 个 随机 变量 ， 这 种 汽 松 分 布 的 随机 沦 合 就 称 
做 复合 油 松 分 布 。 

设 六 有 参数 为 4 的 泊 梳 分 布 ,这 里 4 是 一 个 有 分 布 函数 FO) 
的 随机 变量 。 当 给 定 一 4 时 ,多 的 条 件 分 布 是 参数 为 4 的 泊 松 
分 布 。 于 是 有 











P(X’) = | Ce/ DAFA), A 0。 CA-4-10) 





ox) = Bee [Cema k aR (2) 
kag 时 


= 全 PO Jera) 
= ("eka F(a) 


= pal — 71), CA-4-11) 
这 里 pa) 是 4 的 L-S BR. Ma CA-4-3) 或 可 推出 的 
L-S 变换 是 

prls) = ELEle*{A]] 

一 [Pee dy 


= pi —e), (A-4-12) 
EARI HRT MRA i CA-4-11) 式 的 概率 母 函 
ARE (A-4-12) AW L-S 变换 的 概率 分 布 。 一 种 重要 的 特 
REEE 4 有 参数 为 和 上 HPD MA LS 变换 

pals) [LAs + aT, 
于 是 由 (A-4-12) ARX HJ L-S 变换 是 
ps) 一 (— 4] 一 (5) » CA-4~-13) 

其 中 p =1/0 +12), gmimpm isi +1), 这 正 是 非 负 值 
AWD Wp), 它 的 数学 期 户 EX 一 kaip = kia, HA 
VarX = kajp = kO + DL. 

截 星 泊 松 和 分布” 由 于 种 种 原因 、 既 常会 出 现 观测 资料 不 完全 
的 情形 .因此 有 必要 根据 具体 情况 著 志 选用 各 种 不 司 的 截 局 分布， 
在 这 电 简 单 介绍 几 种 常见 的 截 属 形式 ， 

有 些 观 测 仪器 要 在 至 少 有 一 事件 发 生 的 条 件 下 才 工 作 ， 所 以 
我 们 应 该 考虑 的 最 简单 的 一 种 截 尾 浪 松 分 布 是 除去 取 零 信和 的 可 静 
性 。 对 于 参数 为 4 的 汽 松 分布 有 


«377 + 


Darle, 


k= 


P(X 一 b= Cada 一 ty 
= (et — 1) MA, kl, (A-4-14) 
它 的 数学 期 望 .方差 和 概率 母 函数 依次 是 





EX (1 — ey-, (A-4-15) 
VarX = (i ~ eT he ME eA], CA-4-16) 
Ga) = Ga = 1， (A-4-17) 

L 


ERBRBRD HEARS HAH n 个 可 能 和 值 ， 即 
0,1,.…, 《ri 一 1) 删除 去 而 得 ， 它 由 


PX = B= CRAY (1 — Sr ) ， 
y=0 
kr, (A-4-18) 
给 出 ， 当 计数 装置 不 能 记录 很 大 的 数 , 即 大 于 某 一 固定 数 r, 的 值 
SRAM ,就 引导 到 右 截 尾 泊 检 分 布 , 它 由 


POX— A= ARD Dali ) k= Oo 
7=0 


(A-4-19) 
给 出 ， 最 后 ,由 
PEK =k) = GN ai ) 
Rm ryt t lytter (A-4-20) 
fo HED TAOS A ROT R n 和 mm 之 间 
one 
指数 分 布 的 参数 估计 没 对 参数 为 4 的 指数 分 布 乃 机 变量 x 


FET s 次 独立 的 观测 X, Xart Xa RÖRA RENREN 
2 进行 估计 。 记 e= 1/4, W e eX ORES, 它 的 最 大 似 然 
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估计 是 
p= Sx (A-4-21) 


EERDE r AGH A, 

在 实际 应 用 中 ,常常 要 对 分 布 的 存活 函数 F(x) 一 PCX >x) 
作出 估计， 对 于 指数 分 布 有 F(x) me, Bem eo 的 估计 . 
把 由 (A-4-21) 式 算出 的 A 代入 e™ 中 就 得 到 ev 的 一 个 
fit: 


exp{— zn | PX}. (A-4-22) 


可 以 证 明 这 是 eo 的 最 大 似 然 佑 计 , 但 它 不 是 无 偏 的 .。 的 
一 个 最 小 方差 无 偏 估计 是 


[i — (vv £x »Bx< x 


0 E r> 5x, 


指数 分 布 的 混合 ”类 似 于 讨论 复合 浪 松 分 布 时 由 分 布 参 数 随 
机 化 而 导出 的 分 布 渴 合 , 指数 分 布 也 有 这 种 混 侣 ， xX BR 
A 的 报 数 分 布 ,这 里 4 是 一 个 随机 变量 , SD AE Fa) 
当 给 定 4 王 2 时 X 的 条 和 任 分 布 是 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 即 有 条 件 
密度 函数 fxtxj4 一 一 Xe (x 29), RRA, RW 
ZR L-S ERR ECX[Am apm t/a, Var(X] = 
a) = 1/8 和 Ee Am AD maa t FREAK 
性 质 和 (A~5-5) RES 


EX = EĻEÇX] AY] = Efl/A] = Fanara), 


CA-4-23} 





(A~4-24) 
VarX == Var[ EÇX|A)] + El Var(X|A}] 
= Var[t/Aj + ELL/A’] 
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一 2E[1/ A] — {E(1/Al¥, (A-4-25) 
px(s} ELFle AY) = ELA/CA + 8)), (A-4-26) 
下 面 对 几 种 特殊 形式 的 PO) 给 出 XX 的 元 条 件 分 布 Fels). 
Ci) FCA) BAAD PCA = 1) = p RI PCA m 2) = 
q=l—p 时 
Fele) = (1 — p+ (1 — ehg 
= 1 — pe — ge, (A-4-27) 
(ii) F(A) 是 is:5] bY Rt 


F x(x) = a 





TH be 











b a 
le di wi — ££ 
K 7 (b— a)r ’ 


CA-4-28) 
(iii) FQ) EASA e $ia goii, Bo 
FA) m= ates Tey Ca o) 





时 
Fyizx) = i (1C— ef CA)d ~1— (= + 1) À, 
(A-4-29) 
BOY 一 + +1, We 
Fy(y) = 1 — Ci/y)*. (A-4-30) 


这 是 Pareto DW, AAR X A EE 


=PO) wo _4- 
Gy i Fs) eilet a, x20 (A-4-31) 


BR ACs) 是 x HMA, OX ARS, 
茂 尾 指数 分 布 ”因为 指数 分 布 是 无 记忆 的 。 因此， 对 任意 园 
HEM r HEX 之 NHRD AX TR el 





+. + + * & 8 


申 * s e © è > 


1 一般 的 Pareto 分 布 有 两 个 参数 a 和 Os HAMAR Frer) 一 工 一 《BA1Y > 
z>0,6 > 5,728, 
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ix) 一 er e, Or rpe CA-4-32) 
这 分 布 的 数学 期 望 是 
EX 一 [1 一 hzokce — J/h, (A-4-33) 
是 一 上 相互 独立 有 具有 同一 参数 RRR, 是 任 
BEM, UHF 
Ti+ T+- +I SPST AT, + t Tya 
(A 4-34) 


给 定 的 随机 变量 N, GBB a 的 泊 松 分 布 。 事 实 上 , 因为 下 个 


独立 的 参数 为 1 的 指数 分 布 之 和 是 参数 为 和 大 的 期 玛 分 布 ， 故 


对 任意 非 负 整数 太 有 
PIN, =)= PCT, + -e +7, 82) 
— PCT, 十 … + Tint) 


一 (ees) ck 一 Drndsx 
— [lerak ldz 
一 (Tey — Wiley 


一 | Lert lay. 
AL AAT a — TAI) A BUD E 
re dy Lert ia + | Terry 
由 此 即 推出 PCN, AD oC/ 


= 5al¢ 





附录 五 杂 S 
L 数学 期 望 计算 公式 
若 X 是 非 负 整 数值 随机 变量 , 则 


EX = SRP(X ~h) 


= POX =1) 
+ POX — 2) + P(X = 2) 


+ POX =) + POX mR) 十 + POX = RD 
HATH 


= PCX S21) + POX 2) + +s 
+ P(X BR +s . 
一 Drai. (A-5-1) 
BXE— MVM ER, A 
EX = a 一 F(x))dx, (A-5-2) 
Hh r Expo TAR. BEL, 
全 (一 FGo)az = lim 21 — FC)) + [raro 


注意 二 式 右 端 第 二 项 等 于 EX, Hi EX < oo, 这 时 只 须 证 明 右 
mi B—-MSTS. 由 EX <0 有 


6< lim xi — F(x)>} = lims( dF (y) 
Ear Fem z 
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< imj yd) = 0, 
如 果 EX = oo, WA imQ 一 Ftx)) 0, & (A-5-2) AR 
端 都 等 于 cc. 
如 录 兴 是 一 般 随 机 变量, 则 可 用 类 似 的 上 方法 证 曲 若 王浆 存在 ， 
则 有 





EX 一 | (1 —FG@))dx— f F(æ)dæ.  CA-5-3) 

26 一 ao . 
BASEL ST FAERIE k, ROA 
E:X[t= Fee [XIE > jdr = af APX] > ds. 








CA-5-4) 


2. %& JŽ 


EXMY RATHER, RUTA AA ECYIX), 
可 以 定义 条 件 方差 
Var(¥ |X) = ELLY — ECY | X)Fi Xi 
= E(Y|X) 一 EXY IX) 
利用 条 件 期 望 的 基本 人 性质 可 证 车 EY’ < co M 
VarY = VarlE(¥'X)] + EfVar(Y |X)]. (A-5-5) 
事实 上 , 控 定 义 上 式 右 端 等 于 
ELE*CY|X)] ~ LECECY {XO 
+ ECL ECY')X) — EXY|X)] 
一 ELE*C¥\X)) — (EYY 
+ EY’ — EL EX Y|X)] = Vary, 
由 《4A-5-5) 式 直接 推 得 
Var > Var[ ECY |X)], (A-5-6) 
FARAR Y= ECX), BY EKER, 
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3, Wald A 式 


设 XCi 1,2,4) 是 相互 独立 有 相同 数学 期 望 EX 的 随 
机 变量 , 闪 基 一 个 独立 于 所 有 X 的 非 负 整数 值 随机 变量 , 则 


E (ox) - E [e ($x ) = E[N «+ EX] = EN- EX 


(A-5-7) 
E XL 还 有 和 相同 的 方差 , 则 


+ 
` 


ve( Sx) Te) LIC) 


-E lz (£x) IN)| — (EN + EX) 


一 E(NVarX + N(EXY]— (EN + EXY 
m ENVarX + ENCEXY — (EN + EXY 
w= ENVacX + CEXYVarN (A-5-8) 


4. 随机 变 基 密度 函数 的 变换 公式 


设 # 维 随机 向 量 X= (Xot XO 有 密度 函数 frkz 
xy). Mik 元 函数 yids tat) iml, n, 满足 下 列 
条 件 ; . 

C1) 存在 唯一 的 反 函 数 x; Cre 0nd) Pom latte 

(2) wr yx) 和 oy...) 均 连 续 且 有 连续 的 一 
阶 偏 导数 。 车 以 了 表示 变换 六 一 w(x ax) 的 雅 各 比 行列 
式 , 即 


. 504 > 








TU te 
Yi aX ey Ey 
给 定 的 = 维 随 机 向 量 了 一 (YY SRE BM 
Fr sy) m Te frla) Xa 
CA-5-9) 
考察 下 面 几 种 特 款 : 


1°SR bE ARH 了 一 aX + bl 0) 这 时 了 一 & 一 t/a, ik 
¥ 


fró) = ial fal y= =) (A-5-10} 


2° #0 Z- X +X; > YY 则 
Ox, =i, & frOns Y) = flys 入 一 HDs M 


J ms i 
i,f—1,2 


89; 











fz) 一 Wace — y)dy, (A-5-11) 
3R Z— XX, > x =- X, Y, = XX, W 


ia me l/y, 


故 fry) 一 fa lols 从 而 
fats) = È Lts yay. (A-5-12) 
4° Z= XXX% 2% 0), & Y, 一 天 /Xs Ya e Xz. M 


Ox; 
OY; 


故 Fr 一 ftl IY Y) ,从 而 


J — 


— Yi 








ipo? 





frd = | fx, yldy. (a-5-13) 
59 Ym 1/X(X #0), ket J= 经 一 1y, i 
Y 


frla) = FC, 了 0D， (CA-5-14) 


3 有关 均 仿 分 布 的 两 个 有 用 论断 


设 入 是 一 个 具有 连续 分 布 函数 严 的 随机 变量 , 则 
G) 随机 变量 F(X) 有 在 [0,1] 上 的 均 名 分布 。 
(六 i》 车 如 是 在 [0,11 上 均 名 分 布 的 随机 变 担 , 则 变量 POW) 
有 分 布 函数 F, AE PO OB AOR, 
证 明 Gi) ABR FO 必 有 定义 ,而 和 且 它 和 F 一样 
是 不 减 的 。 Hop ROOSI, MAYES 
Se cd Sl 的 和 a, 
PICFCXY €£e,d]) ~ POX E PEe,d])) 
= PLXETR Ne), FOD]. 
RESTARE LIA EmA be 
FIF {4)] 一 FIF Me = d— e, 
《ii 对 任意 实数 r, POROD S r) m PU SFO 因 
AU BRE (0,1 1 上 的 均匀 分 布 ， 故 PU < PCx)) 一 Fee), Bl 
FU) 有 分 布 函 煞 FP, 
特别 地 , 当 是 具有 单位 参数 的 指数 分布 ， 凤 F(x) 一 1 一 
ec 导 , 由 于 若 上 有 [0,11 上 的 均 句 分布,; 刚 1- 辟 亦 然 ,而 且 
R1 — U) = logU., 
kipea log U 有 单位 参数 的 指数 分 布 . 





6. 次 序 终 计量 


设 XX +X, 是 ”个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， Fest 
周 分 布 函数 是 了 ,密度 图 数 是 i. 我 们 说 Aws Xa Aw 是 
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XXX 7X, ERRAT ER, WE 9 PE Be HS * 个 变 
BE WDB ACOTE HART A Xo 是 XoXot ,XX, 中 的 最 
DË, Xo 是 次 小 者 。 Xe BBR SA, 

v Etoni PRE: Xip 落 丰 无穷小 区 间 [r,e + Ar), A 
HIRE 和 ao Xu 等 有 一 工 个 变 熏 位 于 x 之 最 ,另外 站 一 去 
个 变量 Xarp Xo， 则 在 x + Ax 之 后 ， 于 是 由 组 合理 论 易 
知 

















PCE) = P(x S Xu, x + Ax) 





Z EAI TH OMIM 
x [1 — Fir + Ax)?" + of Ax) 
用 Ax EAH S Ax 一 0 得 
Fals) = RCAC FC) IATL 一 Fa) EF) .CA-S-15) 

Seah, Sk~ 1 和? 时， 上 式 分 别 给 出 最 小 值 Xa MEK 
Xin: 的 密度 函数 

fr k) = all — FG) fle), (A-5-16) 

fx, (=) = al PING, (A-5-17) 
Xu 和 Xu WS Ar eH Be se 

















Fx @) ml PX >a) mi TI P > 2) 


一 1 一 [1 一 F(x)]*, (A-5-18) 


Fx x) = P(X Sx) = [] POX < x) 


=f. (A-5-19) 
利用 类 似 的 挂 埋 可 得 前 TOR SET RAS te RE 
fxeoy tt “7. 2%) 
一 T , -5- 
gpp 7 FGA ĮI fCz), CA-5-20) 
ee Bil, r= nA 


r 997e 


Px ye Xe Fu +0, #2) = ml lj HEDA (A-5-21) 


在 Xote X, FBR AMA [0T] 上 的 均 句 分布 的 情 形 ， 
CA-5-21》 起 可 进一步 写成 
EN te etat) = aT" (A-5 -22) 
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